Esempio 1 — Determinazione modi propri e forme modali per sistema a 2 gdl

Per il sistema di Fig. 7.1, con | seguenti valori assegnati di masse e rigidezze:
N N
ky = 1500-— ky = 750-— mq = 14k my = Tk
k, 1 m 2 m 1 = 2 5
Matrici di massa e rigidezza

m;, M= K=
X
Pulsazioni proprie e forme modali
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2 ]
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T s B 5 rapporto X,/X, per il modo 1
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L+ k k B+ k k 2 -k
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. = 14639 -
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kl + kz - Wy -my
2= i =1 rapporto X,/X, per il modo 2

Si osserva che il rapporto X,/X, é positivo per |a w, e negativo per la w,. Questo implica che le
masse oscillino in fase nel primo caso ed in opposizione di fase nel secondo caso.




Di conseguenza, le forme modali sono date da:

()
1))

Le comispondenti masse modali sono date da:

=BT 7 M0 g
=BT 15

da cui le forme modali normalizzate rispetto alla matrice di massa:

[y®] LMI_[V(D] ) [0.154)

0309
g

] L[] (1)

M, -0218
kg

Si pud immediatamente verificare che risulta:

[Y{I) T_[T ’ ].[Y(I)] = 1kg

0 mz

my

e T_[‘;‘ ’ ].[Yu)] - 1kg
m

2



Esempio 2 Verifica proprieta di ortogonalita per sistema a 2 gdl

Si verifica immediatamente che le forme modali precedentemente determinate per il sistema di
Fig. 7.1 sono ortogonali rispetto alle matrici di massa e rigidezza::

[Y(l)]T_M_[Y{z)] ok
[Y(z)]T_M_[Y{l)] ok
[Y(l)]T_M_[Y{l)] ke

[Y(z)]T_M_[Y{z)] ke

T
[Y(l)] _K_[Y(E)] _ N
m
O [ N
[T [y o
m
) ) N
I:Y ] KI:E ] =536
m
T
[Ym] -K-[&’m] _ a3
m
In generale, le forme modali non risultano invece ortogonali tra loro, salvo il caso particolare in cui
le masse siano tutte uguali.




Esempio 3 - Diagonalizzazione matrici per sistema a 2 gdl/
Si possono costruire la matrice modale e quella delle pulsazioni proprie per il sistema di Fig. 7.1:

ul 0
I:mg:l? 1 =[53_5n 0 )l

2 0 214286 ) 2
0w s
; ] T 0.154 0218
Y] = ¥ ¥ -
s augmmt[[ :I[ :I] [0309 0218

Si verifica inoltre immediatamente la capacita della matrice modale di diagonalizzare le matrici di
massa e rigidezza:

T | DO
[Y] M[E]—[ﬂ Jl\g

T 33.571 2132x107 M kg

(Y] K[¥] = w =
-2.342 < 10 214236 5




Esempio 4 — Determinazione oscillazione libera per sistema a 2 gdl
Si determini la legge del moto per il sistema di Fig. 7.1, con le seguenti condizioni inziali.

Condizioni imiziali

(2-n1) 3
100

Xp = 10-mm X9 = Xty + w20 “K1p = Tdx 10 "m

mm mm
%p1o = 0— %p20 = 0—

Calcolo di ampiezza e fase per i due modi propri

a; = 05-mm ay=125mm ¢ =0 gy =0
Given
agcos{y) + aycos(dy) = 3y
r1-a00s{tg) + ry-aycos(dy) = mg
~wpagsin(fy} — wyaysin{dy) = 1,19

—ul-al-rl-sitl{-:bl} - mz-az-rz-siﬂ{q}z} = Xpl’[l

a;j=58x10 “m a2=4:zxm_3m




Rappresentazione della legge del moto per le due masse

x(t) = al-cns{ult + I:IJ-I} + az-cns{uzt + c|)-2}

x(t) = a1y -cns{mlt + -:IJI} + az-rz-cns{uzt + c|.>2}

t=0-=s00015s. 5-2-7r-i
|
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SISTEMA A MOLTI G.D.L. NON SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
METODO DI SOVRAPPOSIZIONE MODALE

Lequazione di equilibrio dinamico per il sistema non smorzato con forzante :
[M i+ [K fixf = {F ()} = {F je*
Sostituendo nell'equazione lo sviluppo in base alle forme modali
xf=[v Ka}
[M]Y Ret+[K]Y Haf=1{F )}

e pre-moltiplicando per la trasposta della matrice modale:

YT MY fej+[¥ [ KDY Raj=[Y T {F @)}




SISTEMA A MOLTI G.D.L. NON SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
METODO DI SOVRAPPOSIZIONE MODALE

YT MY fdj+[v [ [KTY Raj=[Y T {Fje™

Si ottiene:
(w2 0 - 0
a0 @ - 0 i
e+~ T =i Ee
0 0 O a)ﬁ_

che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:

) + wjd; = {Yj [ {Fle = f.e'



SISTEMA A MOLTI G.D.L. NON SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
METODO DI SOVRAPPOSIZIONE MODALE

Si osserva che la forzante esterna ha andamento nel tempo di tipo armonico:

i 24 it

G; +o;q; = te
Assumendo una soluzione del tipo:

. it

g;(t)=Qse

Si ottiene:
2 it 2 it it

J

-QQ+wjQ; = f,

f.

J

Gl

J




Q, = i
' of-a)

La soluzione generale risulta quindi data da:

O e A

che puo essere vista come
sovrapposizione di N

oscillatori elementari ad 1 gdl.

|xl(90)|

|x2(90)|

SISTEMA A MOLTI G.D.L. NON SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
METODO DI SOVRAPPOSIZIONE MODALE
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"m Esempio 1 - Oscillazione forzata di sistema a 2 gdl non
smorzato Aoplicazi
pplicazione

Dati i seguenti valori delle grandezze che definiscono il sistema:.

N N
ky = 1500-—  ky = 1000-— my = 10-kg my = 5-kg

m m

ky Si determinano | parametri di normalizzazione:
k k
1 1 2 1
L wy= | — =12247- wy= |— = 14142
Iﬂ.-l -1 :III.Z -1

@
=
—
L
my T e le espressioni delle ampiezze di vibrazione, in funzione della pulsazione della forzante:
E 1 1 1
X - 27 2y = 0-—,0.001-— _30-—
1 - P |Fio Fao 0T s s
IR
] 3l
k 2
2 Xl{ﬂﬂ} = 23 2
i i1 —1-—|-=
Gl ky g 2 Ky
= 1) “
L
™ Y 2
I = Fio kb fly | Fyp
™~ — = — | —
L Iy ko2 0
2 k 0.2 0,2 k
2 ‘1 =0 1 =0 2
ky 2 2| K w{f2g) =0
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4— -
2_ -
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—2k -
_ 4— —
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0 10 20
i
Fig. 9.2
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Come nel sistema ad 1 gdl, si osserva che 'ampiezza di vibrazione tende ad infinito allorché la
pulsazione della forzante & in risonanza con una delle due frequenze proprie del sistema, date

da:
+— - +— | —4—
my my m my my-my 1
Wiy = =0021-
2 g
ki + k k ki + k k 2 ki-k

[ 1T 58 2] [ 1T 5 1] 1752

+— |+ +— | —4—
my my m my my-my 1
Wy = > = 19199 —
5

Si nota inoltre come le due masse si muovano in fase in prossimita della prima risonanza ed in
controfase in prossimita della seconda, in accordo con le relative forme modali.



Esempio 2 - Oscillazione forzata di sistema a 2 gdl non
smorzato con il metodo di sovrapposizione modale

Si determinano, per il sistema di cui all'esempio 1, le forme modali:

2
ky + ky — wy, -m
1tk - wyy m
£ = =168
ky

2
by + kq — -m
1 1T Win My
r = =-1.135
ky

L] [11] i [1.;36)
L7 [12] i [—1.1156)

Le corrispondenti masse modali sono date da:

" m[ ]mm

0 Iﬂz

Mfw?[ ]—WL

0 Iﬂz



da cui le forme modali normalizzate rispetto alla matrice di massa:

m]_ 1 ] _ 0203
I:Y ]—Eli‘r’ ]_[4]343)

kg

[y@] . L [[@]. [ 0242 )

M, —0287
2

Vettore delle forzanti esterne
- Fio
Fap
Contributo del modo 1

T
f; = IIY{DII [V] = 67936N Forza modale per il modo 1

f
(Ld-lnz - !12)

Contributo del modo 2

QqfY) =

T
f; = I:I:Y{l)il:l \[V] = 46203N Forza modale per il modo 1
fy
Q) = (=)
Wig ~ U



Soluzione

X = QI{II}-I:YH):I + QE{!I}-I:Y

(1)]

T T
4 - —]
2 - -—
X[ 1)1 L
X{uﬂ}: 0
{29
—F 4
— _1_ - —
| |
0 10 20
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Esempio 3 - Effetto della distribuzione della forzante
sull'oscillazione forzata di sistema a 2 gdl non smorzato

Per il sistema degli esempi 1 e 2, |a freccia prodotta sulle due masse dall'applicazione statica

della forzante & data da:

1 1
5 Fio+Fyp Fio+ Fy . Fu
15— . =T T
kg ky ky

Con rapporto:

1 [ |
Fio+Fap . F Fu
- . o - 1 [ |
kg ky by by Fy kg
— = = 1+ ———=y I+——=9 1+ —-
51 FiotFap FrotFap ky Fip+Fyp ky Fyp .y
ky ky Fap

Uguagliando guesto rapporto a quello tra gli spostamenti nelle forme modali si ottiene:

%'\—
& 3
| |
b
rj—lz=_—-
kb Fyp .
F

da cui si ricava che il rapporto tra le due forze necessario per avere una deformata uguale,

ameno di una costante, alla forma modale "|" & parni a:

ay .
folt B,




Mel sequito & possibile far variare in mdo continuo il rapporto tra le forze tra quello richiesto per
avere una deformata statica coincidente con la forma modale 1 e con la forma modale 2:

r-,D =
: J fip =10
k
1 1
ky i
f-l + {fz - rl}ﬁ -1
il 2 F F F k i z F
0 P Fao 0 |, 2 % |Fo
S E O m ky R
Hyftty) = - My 02
l]{ D} k i 2 02 2 k 1]{ D} k 2 2 02 2 k
2 1] 0 2 2 1] 0 2
e Y . P e Y . P
kg e 2| K kg 2 2| Ky

rj0=0 — Forma modale 1



1

& inoltre possibile calcolare il lavoro compiuto dal sistema di forze su uno stato di spostamento
corrispondente alla forma modale

T
1Y Froj T/F,

[ ) U w3107 L) Fao] 0N
rl. F:.{' I'z FE.{I a

rj0=0 — Forma modale 1



rj0=100 — Forma modale 2

k
1 1
fl + {fz - fl}ﬁ -1
2‘\.
: By | Fygy Fap F1o5 .y by i | EFy
uf Ky Ky Ky Iy “’11 ky
,_ A
Xy ) = ) 3 Xy 2) 3 3
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2 - —
Xyl 2g) J
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1

& inoltre possibile calcolare il lavoro compiuto dal sistema di forze su uno stato di spostamento
corrispondente alla forma modale

TrE, ..
Yo = 0N 1) Fugy
r Fon | = —1436140TN

Si pud notare che se =11 si ha la scomparsa della risonanza relativa al modo

1 diverso da w;, mentre il lavoro compiuto dal sistema di
forze pensato applicato staticamente sulla relativa

rj0=100 — Forma modale 2



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

Equazione di equilibrio dinamico

[M i+ [C Jtxj+ [ ix =0

Si dovrebbero cercare soluzioni del tipo
xj=1{Zje"

ix}=A{z "

{x}=22{z "
sostituendo:
ZMzle™ +2|Cclzle™ + K[z le* =0

da cui;

(2[M]+2[c]+[K]fz}=0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE

(2[M]+Alc]+[K Nz} =

Per avere soluzione non banale

det(?[M ]+ A[c]+[K])=

Da cui il polinomio caratteristico:

2N 2N-1 1
AT +a AT+ a4 +a, =0

N coppie di radici (autovalori) A; complesse coniugate, che sostituite,
forniscono N coppie di autovettori complessi {Z}.

Problema agli autovalori in campo complesso, risolvibile direttamente per
piccoli N, o con metodi numerici per N grandi.

Nel seguito saranno presentate delle metodologie di soluzione analitica,
finalizzate principalmente a evidenziare le caratteristiche generali del
comportamento del sistema.



" CARATTERISTICHE GENERALI DELLA SOLUZIONE
Equazione di equilibrio dinamico
[M Jisj+[C ixj+ [K Jix}=0
La procedura di soluzione, come e lecito attendersi, e fortemente
In particolare e opportuno distinguere due casi:
 la matrice [C] viene diagonalizzata dalla matrice modale [Y] del

Damping”)
 la matrice [C] non viene diagonalizzata dalla matrice modale [Y]

SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
influenzata dalla natura della matrice [C].
sistema non smorzato (“Smorzamento Classico” o “Classical
(“Smorzamento Non Classico” o “Non Classical Damping”)



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO

4 CLASSICAL DAMPING
In generale : .
J Matrice modale sistema non smorzato
VTl
non € una matrice diagonale, per cui le equazioni del moto non possono
essere disaccoppiate .
Se lo smorzamento e molto piccolo, diviene lecito assumere forme
diagonalizzabili della matrice di smorzamento. In tal caso si ha (Smorzamento

Classico o “Classical Damping”):

= diag[cjd]

YJlc]v]=lc,]=

Cig =25,



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CLASSICAL DAMPING

Ponendo:

xol=[r o)  Boi=las  {xoi=[ Jd}
Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:
My Ja+[C]Y fiaj+[K ]y faj=0

Premoltiplicando per la trasposta della matrice modale

Y[ [M ] Jaij+ Y FICTY Ray+ v T [K]Y faj=0

da cui:

[1 i)+ diag[2g,, ia}+ diag|e} [{a} =0



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CLASSICAL DAMPING

[1 1} + diag [2§ja)j lig}+ diag [a)JZ lla}=0
Sistema di N equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:

. . 2 .
§; +2¢j0,q; + ©jq; =0
cui corrispondono autovalori

A, =&, * ia)jw/l—fj2 =—&,0, J_ria)Sj

e soluzioni del tipo:

qj (t) _ e—éja)jt {Ajleiwsjt n Ajze—ia)sjtJ



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CLASSICAL DAMPING

Per quanto riguarda gli autovettori (forme modali) si dimostra che, nel caso di
smorzamento classico, coincidono con quelli del sistema non smorzato.

(K]-wf MY 910 Sistema non smorzato
(2M]+ A [Cl+[K]fzP}=0  sistema smorzato
Ipotizzando che valga la: {Z 2 }: {Y “)} si ottiene:
M+ 4[]+ KDy = (K]-wf M iy
AMIY e 4 [ChY = o MY )

Premoltiplicando per la trasposta della forma modale {Y0}:

ﬂ?{Y(”}T [M ]{Y”)}+ /1j{y(j)}T [C]{Y(j)}: _a)an (j)}T [M ]{Y(”}



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
CLASSICAL DAMPING

{Y(J)} {Y(J)}Jrﬁ {Y“)} {Y(J)} a)m{ym} {Y(”}
X +28 0 +w; =0
Aj=—¢;0, \/( a)) _wjz :—§ja)jia)n/1—§j2

Si dimostra quindi che il problema agli autovalori del sistema smorzato e
soddisfatto dagli autovettori del sistema non smorzato e da autovalori dati
dalla relazione precedente.

(2[M]+ 4, [c]+[K]y @ }=0
Aj =60, J—r“)j\/l_ié:j2



Esempio NLS-1

Dato il sistema mostrato nella Figura, calcolare:

» calcolare modi propri e forme modali del sistema non smorzato

« verificare la capacita della matrice modale di diagonalizzare le matrici del
sistema

« calcolare modi propri del sistema smorzato

Dati:

* k; = 1500 N/m

* k, =1000 N/m

* k; = 1500 N/m

e C; =0.1996 N/(m/s)

* C, =0.0668 N/(m/s)

* C3 = 0.1499 N/(m/s)

« m; =10 kg

* m,=5kg



Esempio NLS-1

Svolgimento

Matrici di massa. rigidezza & smorzamento

my 0 10 0
M= = ks
0 my 0 s

[kﬁkz ) ] 25% 100 ~1x10° |

* k) 0} askd®) ™ (E10.2.1)
¢ty M.B.: i valon delle costanti di smorzamento sono stati scelti in
= modo da rendere diagonalizzabile la matrice C
—02 132+ C3

Calcolo dei modi propri del sistema non smorzato

_ 1
Wy = Je&genvalstM I-K_.il = 153647 -
5

wy = J eigmw.-alstm_ I-K_fg = 23.743 !
5



Esempio NLS-1 Calcolo della matrice modale del sistema non smorzato

g’ )
' Svolgimento

x
I\c)_) L
3 3
aVAVAVAY: F pYAVAVAVS S aVAVAYAYS
w N ~

2
ky + 1y - wpomy rapporto X,/X, per il modo 1
" = 0.637
2

W

2
_ k1+k2—h12 'IEI.-[ - 3137
2= & =7 rapporto X,/X, per il modo 2

0o ) owr)
0 )- (i)

_uﬂjﬁ“]uﬂqmmg

Forme modali

Masse modali

M, = 2 [ ]-[-;(I)L 59218kz

0 ﬂ:l.l

[y0] - D:l)] [0283)

0184 0.5

kg Forme modali normalizzate rispetto

alla matrice di massa:

o] AL (25)

—0.408

. W TuwT (0288 0137 1 |
= 1 LY = Matrice modale
o augmemlI :I I: :I:I [0.184 —0.408 05



Esempio NLS-1

Svolgimento

3 3
w N ~

Matrici diagonalizzate

10
My = [Y]-M[Y] = [0 J

T (002 0 1
Cq = [Y] c[&]_[ﬂ )5

. 186254 0 O g
d = L0 563746 2

Calcolo pulsazioni sistema smorzato

1 1
w. g = |K = 13647 - w.a = |K =23745-
nl = [Mdy s nl dy 2 s
C
d C
1.1 —4 d
= — = 2.2 —
By=g =82xl0 £y = —== = 1002 x 10
ﬂl E'L.\Jﬂ-z

. 2 1
Wy = —Fq- W g+ 1w g [1- = {0011 + 13.6471) —
,n,i\,nl‘v. El ﬂl ﬂl El { -} =

1

(E10.2.2)



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
UN CASO DI CLASSICAL DAMPING - SMORZAMENTO PROPORZIONALE

Si dimostra che la matrice di smorzamento e diagonalizzabile se:

€)= M a (] K]

Se si pone m=1, si ottiene il cosiddetto smorzamento proporzionale (o
di Rayleigh).

Cl=alM]+AlK]



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
UN CASO DI CLASSICAL DAMPING - SMORZAMENTO PROPORZIONALE

Combinando:
Cl]=aM]+ K]

Si ottiene:

[C,)=ITelY]=alyTMIv]+ AIY T [KIY]=alt]+ - diag|os]

Crd — 0[+ﬂ(0r2



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO

UN CASO DI CLASSICAL DAMPING - SMORZAMENTO PROPORZIONALE

Crd =a+ ﬂa)rz
Combinando con : Crd
si ottiene:
. 2
Zé:r a)r =+ IBa)r
1l o
é:r =—|—t ﬂa)r
2\ o,

Rayleigh damping Factor

N
AN

-_

a)r
500
400
300
200
100
ﬁ | | | |
0 200 400 500 800 1x10°
Lt
—— Total damping
— oW
I IEFLP.:‘



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
CLASSICAL DAMPING

L'equazione di equilibrio dinamico per il sistema smorzato con forzante esterna:
[M st + [Clixd+ [K Jix} = {F (b))

Sostituendo nell’equazione di equilibrio dinamico:
x@®)}=[¥ fa(t)}

pre-moltiplicando per la trasposta della matrice modale, qualora la matrice C sia
diagonalizzabile, si ottiene:

_§1a)1 0 — 0 6012 O - 0
0 &w, — 0 |, |0 @ - 0

[0 B 1Y I i G A1)
| 0 0 0 ¢S m,)| 0 0 O a)f_

che costituisce un sistema di “n” equazioni indipendenti (disaccoppiate) del tipo:

qj +2§ja)jqj +a)j2qj — {YJ‘ }T {F}eigt = fjeiQt



SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
CLASSICAL DAMPING

d; +25,0,0; +0q; = fe™
Assumendo una soluzione del tipo:
d; (t) :QjeiQt
Si ottiene:
_QZQjeiQt +2|§Ja)JQQJeIQt +a)j2QjeiQt — .I:jeiQt
Q d
. (a)J2 —QZ)+ 21&0,Q




N

=1

ad uno dei modi propri.

Sistema forzato a
2 gdl — effetto
k. smorzamento

C4

J

+
% |
i

e
Floe\‘_d

t)=4

Ampiezza massa 1

at
Fyoe'™

Fa(t)

{X(t)} Z(a) Q)+2I§a)Q{Y(J)}eIQt

La soluzione completa assume quindi una forma del tipo:

SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
CLASSICAL DAMPING

ovvero la somma del contributo di N oscillatori ad 1 gdl, ognuno corrispondente

o

—— c=2Ns/m
—— c=10N s/m

—— c=20Ns/m | |

w

N

L

30
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CLASSICAL DAMPING

Contributo dei due modi propri

30

- W W W W
e R R .

20
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iiiiii
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SISTEMA A MOLTI G.D.L. SMORZATO — OSCILLAZIONI FORZATE
CLASSICAL DAMPING

Andamento modulo e fase spostamenti

3
—— massa 1
—— massa 2
4_
2!
=
i
4 E ir
[}
=
. - =
&
R
[
T 1 2

=]
—
=]

20

-2 |— massa 1 n
—— maAssa 2
| |— I W
—  -TT
-4 | ]
0 10 20 30

Fase spostamenti (radianti}
=]
J
|
L=



Esempio 1 - Oscillazione forzata di sistema a 2 gdl smorzato

Soluzione con metodo diretto

Esempio applicativo

Calcolo dellampiezza di vibrazione del sistema di Fig. 10.1, in funzione della pulsazione della

forzante.
G N N N
TEL’ kl = 1500-— kz = 1000-— k3 = 1500-— £ - 01
= m m m act = V-
—
(N
L my = 10-kg my = 3-kg
) ™ ™
L ™ = 0.668-T, —_— g = 1.490-f —
T e = 1996 £y — 2 at Ty 3 ety
o z ]
]
L]
[ ]
™
(N
— o " " " po = E10.1.6)
= Ky ky+ k 0 (
N 2 Ep i I I R my

2
K+j-i1pC -1y -M

Aﬂ{n }
A(22g) = Ag(2 }1 1A"3{” }1 2 . }1 2 ﬂﬂ}ll



1 Aﬂ{ﬂﬂ}l_l ‘Ao{”u}u

Xyolt2) = —ﬂ{ﬂu}- Frp+ —i{ﬂg} Fyp

_AO{”D}LI {Aa{ﬂu}}u

Xaolt2o) = A1) Fro+ Ay) a0

i 3 0) = [Re{3120))” + Em{Xog{ )

%k
my
1 0 0
Calcolo di modulo e fase della soluzione
k,
e 2 2
=] %(0g) = JRe{X20)” + In{Xyq(2))
L S
LL
m,
%

(E10.1.7)

1 1 1
{1y =0--,0.001-— 30—
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Esempio 2 - Oscillazione forzata di sistema a 2 gdl smorzato
con il metodo di sovrapposizione modale

Calcolare la risposta forzata del sistema di Fig., usano i dati dell’esercizio precedente

Vettore delle forzanti esterne
F
10
c Ky [V] =
1
& F20
<% |
I |_|:| Contributo del modo 1
1 E f] = I:I:“i{l):l:l Iv] = - s1262 % L‘i Forza modale per il modo 1
Xq o c 5
1
Q£ = 5 5
-0 )+ iC, -
Co Ky (WI T
%} Contributo del modo 2
I ﬁ 2 -k 0.3
m — fy = I:I}i{ )]] V] = 12102 = i Forza modale per il modo 1
2 g ||
— 5
= f
xz 1 ‘-_'::“I = z
- {b{"} - Luzl - ﬂl) + i-Cd -4
2.2
k
Cs 3 Soluzione
A1 A2
x(@ = o) Y]+ o [v¥] E102

() = YRe((2)” + In(x(0))° Xgp(£2) = arg(X(82)) (E102



Esempio 2 - Oscillazione forzata di sistema a 2 gdl smorzato
con il metodo di sovrapposizione modale

2 T T

—— massa 1

—— massa 2

Ampiezza spostamento

!
=N 1
¥ E
:
=
5, i
E
Cz z
E
P 2 |— massa 1 1
—— massa 2 L
L— +m -
— -1
a 1 1
o 10 20 30




SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE

Se i termini fuori diagonale della matrice
T
Ci]=[¥]'[c]Y]
sono trascurabili, si puo assumere per essa una forma diagonale, nella quale lo

smorzamento di ogni modo viene generalmente ottenuto direttamente per via
sperimentale
260, 0 .. O

c.]~ 0 25w, .. 3 N

0 0 0 250,




SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE

Una quantificazione dell'importanza relativa dei termini fuori diagonale e data dal
cosiddetto Coefficiente di Accoppiamento E:
Clld LI ] LI ] LI ] [ ] [ ] [ ]
' ' C”d ' Cljd " ' Cz
— ijd
cl=l . . . . . . . = = max| ———

Ciig C jjd
jjd

CNNd



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE

E possibile verificare quantitativamente I'errore commesso nel trascurare i termini
fuori diagonale, nel caso del sistema forzato a 2 gdl.
Si assume una matrice di smorzamento principale del tipo:

28w, Ny
B \/324526%16%2 2fa)nZ

[Cd]:

Si calcola quindi la risposta del sistema, in termini di un vettore complesso di
ampiezze di spostamento, tramite soluzione diretta (esatta) delle equazioni del
moto:

X (6,2, D)} = (K]+i0[C]- 2 [M ) ' {F )
c]=(v] ) [c.Iv]”



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE

Si calcola quindi la risposta del sistema con il MSM, utilizzando la matrice di
spostamento principale seguente (nella quale sono stati trascurati i termini fuori
diagonale) :

* | 2éa)nl O
S S

Si ottiene in tal modo un altro vettore complesso di ampiezze di spostamento

=1

N f. .
{XMSM (519’3)}:Z(wg —QZ)—IJ—Zif-a)-Q{Y(J)}

J



Err($,Q,2) =max,_

*n,; =13.6 Hz
*m0,=23.7Hz

SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE

Si definisce quindi un errore percentuale massimo della soluzione ottenuta
trascurando i termini fuori diagonale, nella forma :

exact J(f Q"—‘) MSM j(fiQ’E)

man:LN( exact, 1(5 Q’“))

-100

nella quale I'errore assoluto viene rapportato al massimo valore di ampiezza che si
verifica, tra tutti i gradi di liberta, per i valori dati di Q, = ed &.

Nel seguito si analizza 'andamento dell’errore, per un sistema a 2 gdl, in un “range”
di valori di smorzamento 0 < £ < 0.5 e di frequenza 0 < Q < 30 Hz.
Le pulsazioni naturali del sistema sono:



SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE
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SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE
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SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE
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SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE
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SISTEMA A MOLTI G.D.L. LIBERO SMORZATO
NON CLASSICAL DAMPING - EFFETTO TERMINI FUORI DIAGONALE

Osservazioni:

 I'errore percentuale massimo commesso trascurando i termini fuori
diagonale appare dipendere principalmente dal Coefficiente di
accoppiamento =, riducendosi a poche unita percentuali su tutto il campo di
frequenze e smorzamenti analizzato per = < 0.01.

 I’errore percentuale massimo appare dipendente anche dal livello generale
di smorzamento &, assumendo generalmente valori inferiori a poche unita
percentuali per £ < 0.1

* esistono tuttavia delle condizioni (Es: valori di £ relativamente elevati >0.1-
0.2) nelle quali I'errore commesso trascurando i termini fuori diagonale puo
risultare inaccettabile; in tali condizioni, diventa necessario risolvere
direttamente le equazioni del moto accoppiate, ricorrendo all’Analisi
Modale/Armonica Non Classica, tramite la tecnica detta dello Spazio delle
Variabili di Stato o dello Spazio degli Stati.



