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Introduzione

La Teoria delle Distribuzioni € un modello matematico per descrivere:
e uno spazio in cui avvengono fenomeni fisici,
e un insieme di fenomeni fisici che avvengono in tale spazio,

e un insieme di strumenti di misura che danno informazioni nu-
meriche su tali fenomeni.

La teoria ¢ frutto di Laurent Schwartz, e puo essere letta su:
vV L.Schwartz, Théorie des distributions, Paris, Hermann, 1966

¢ F.Treves, Topological vector spaces, distributions and kernels, New
York, Academic Press, 1967

¢ L.Hormander, Linear partial differential operators, Berlin, Sprin-
ger, 1963

¢ V.S.Vladimirov, Methods of the Theory of Generalized Functions,
London, Taylor and Francis, 2002

¢ G. Gilardi, Analisi tre, Milano, McGraw-Hill, 1994

A J.M. Bony, Cours d’analyse, Paris, Ecole Politechnique - Départe-
ment de Mathématiques, 1994

Informazioni di base possono essere trovate su:
Vv N.Bourbaki, Espaces vectoriels topologiques, Paris, Masson, 1981
¢ C.L. DeVito, Functional analysis, New York, Academic Press, 1978

¢ W.Rudin, Real and complex analysis, New Delhi, Tata McGraw-
Hill, 1974
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¢ G.E. Silov, Analisi matematica. Funzioni di una variabile, Edizioni
Mir, 1978

A H.Cartan, Théorie élémentaire des fonctions analytiques d’une ou
plusieurs variables complezxes, Paris, Hermann, 1961

Schwartz, guardando le distribuzioni dall’empireo, le descrive come: i
funzionali lineari e continui sullo spazio delle funzioni test“.
Questi appunti le guardano dalla terra in cui si formano e abituano gli

occhi a vederle con gli occhi di Schwartz.
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Capitolo 1

Gli spazi IP e L}

loc

1.1 Identificazione di funzioni uguali quasi ovun-
que

Sia A C R™ un insieme misurabile (qui e in tutto quanto segue, misurabile

significa misurabile secondo Lebesgue).

Si consideri I'insieme Z440(A, C) delle funzioni complesse d.q.o. su A.
In F440(A, C) si consideri la relazione di equivalenza ~ definita da:

g~h<s g(a) =h(a) per qo. a € A,
e si considerino le classi di equivalenza, ossia gli insiemi descritti da
[g(x)] = {h(z) : A - € d.qo/h(z) ~g(z)} , g(z): A— Cdqo.;

tali insiemi si dicono funzioni nel senso delle classi (s.c.) da A in C.
Una funzioni nel senso delle classi si indica con un simbolo del tipo

f:A—C sc. flz):A—C s.c.;

una funzione
fi(x): A— C d.q.o.
tale che

f(x) = [fi(2)]

si dird un rappresentante di f(z). Attenzione: dato a € A,

o il simbolo
fi(a)

ha significato, purche f;(z) sia definita in a,
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o il simbolo
fla)
e privo di significato.
Seguono alcuni esempi di come adattare alle funzioni s.c. nozioni note

per funzioni d.q.o..
Siano:

f,9: A— C s.c., c€C, B C A un insieme misurabile ,

e siano:
fi1,91 : A — C d.q.o. rappresentanti di f,g ;
le definizioni che seguono sono buone definizioni:

o f+g=fita]l fo=lhigl cf =[chlf2[A] |fI=20AN;
(si osservi che: |f|?> = ff)

o

f si dice misurabile su B se f; € misurabile su B;

e}

f si dice integrabile su B se fi e integrabile su B, e in tal caso si pone

/BfZ/Bfl;

f si dice a valori reali se fi(xz) € R q.o. ;

(¢]

o

sia f a valori reali, e sia a € R,
¢ « si dice un maggiorante di f su B se
fi(z) < a q.0. suB,
¢ « si dice un minorante di f su B se
a < fi(z) q.o. su B ;
ne seguono (attenzione al caso mis B = 0) le definizioni di

supgf infpf f limitata su B ;

o siano f, g a valori reali; si dice che
f<gsuB

se
fi(z) < g1(z) q.0. su B ;
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o la restrizione di f a B si definisce tramite

f/BE 118 ;

¢ sia f integrabile su B; si ha:
/’f‘ZO@/ lfil=0« fi(r)=0qo.suB<« f,p=0,
B B

o 1.1.1 sia f integrabile su A; si ha:

/WHZO@fZO;
A
o sia A=R"; dati A € R,A#0, a € R", si pone

fz +a) £ [fi(Az + a)]

Il seguente Teorema prova che il passaggio dalle funzioni alle classi non
identifica funzioni continue diverse definite su un aperto.

1.1.2 Teorema. Sia ) un aperto di R", e siano
f,9€C%(Q);
si ha:

fl=lglef=9g.

Nota. Da qui innanzi tutte le funzioni sono funzioni nel senso delle
classi; la precisazione “s.c.” verra sistematicamente omessa.

1.2 Seminorme

Sia X uno spazio vettoriale su C.

Una applicazione
|-]]: X =R

z = |l

tale che per Vz,y € X, c € C si abbia:

l]| =0
[+ yll < llzl +lyll
lex]] = lef - [|]

si dice un seminorma in X.
Nota: Se || - || € una seminorma in X, per Vz,y € X
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o il numero reale non negativo ||z|| si interpreta come una stima della
grandezza di x,

o il numero reale non negativo ||x —y|| = ||y — x| si interpreta come una
stima della distanza di x da y.

attenzione: possono esserci vettori non nulli aventi grandezza nulla; pos-
sono esserci vettori divers: aventi distanza nulla.

1.2.1 Teorema. Se | - || € una seminorma in X, per Vz,y € X si ha:

ezl = llyll] < e =yl ;

in particolare: vettori molto vicini hanno seminorme molto vicine (il
viceversa ¢ palesemente falso).
Cenno. Essendo

lzll = [[(z —y) +yll < llz —yll + [yl ,
si ha
zll = [yl < llz —yll ;

e quindi si ha anche

[yl = llzll < lly — [l = ll= =yl -

1.3 Spazi normati e di Banach

Sia X uno spazio vettoriale su C.
Una norma in X € una seminorma

-1 X =R
verificante la proprieta:
Vee X :|z[|=02=0,

ossia una seminorma rispetto alla quale I'unico vettore avente grandezza
nulla ¢ il vettore 0.
Sia || - || una norma in X. Tale norma induce le definizioni che seguono.

Sia

T1,L2,L3y. ..

una successione di elemeti di X;
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o se esiste z € X tale che:
lim ||z — 2] =0,
k—o0
allora:

© T1,T2,3,... sl dice una successione convergente

o sey € X e tale che:
lim [ly — z[| =0,
k—o0

allora: y = x;
Cenno. Per ogni k si ha:

ly — 2l = I(y — zx) + (@ — 2)I| < lly — il + lloe — 2| -
¢ si pone:
o= Jim o
e si dice che 1,2, x3,... converge ad x;

o se, per ogni € > 0, esiste k tale che per ogni k1, k2 > k si ha

”ku - m’ﬂ“ <e

allora:
© T1,T2,3,... sl dice una successione di Cauchy;
si ha:
© I1,X2,x3,... convergente = x1,x2,x3,... di Cauchy.

Lo spazio X si dice uno spazio completo o di Banach se:

® I1,T9,T3,... di Cauchy = z1,x9,23,... convergente.
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1.4 Gl spazi di Banach L?

Sia A C R™ un insieme misurabile di misura # 0 (porsi la domanda: “a cosa
si riducono le considerazioni che seguono se mis A =07 ”), e siap € R tale
che

I<p< .

Il simbolo LP(A) denota l'insieme delle funzioni (si ricordi: nel senso
delle classi)
f:A-C

misurabili su 4 e tali che:

osel < p < oo, la funzione |f|P ¢ integrabile su A; in tal caso, per

Vf € LP(A) si pone:
1/p
Il = ([ 1r) e rs

o se p = 00, la funzione | f| & limitata su A; in tal caso, per Vf € LP(A) =
L>(A) si pone:

[fllp = I flloc = supalfl € R .

1.4.1 Teorema. Sussistono gli asserti:

a) LP(A) € uno spazio vettoriale su C
(per p =1 e p = 0o lasserto & banale; dimostrazione non banale, ed
omessa, negli altri casi);

b) || - ||, € una norma in LP(A), detta p-norma
(per p =1 e p = 0o Passerto & banale; dimostrazione non banale, ed
omessa, negli altri casi).

(Nota 1: per Vf € LP(A), || fl|p si dice la p-norma di f)
(Nota 2: I'implicazione

[fllp=0 = f=0

e garantito dall’essere f una funzione nel senso delle classi; altrimenti tutte
le funzioni nulle quasi ovunque su A avrebbero || f||, = 0)

1.4.2 Definizioni. Si consideri lo spazio normato LP(A) con la p-norma;
siano f1, fa, f3,..., [ rispettivamente una successione di elementi di LP(A)
ed un elemento di LP(A):



1.4 Gli spazi di Banach LP 7

o se la successione f1, fa, f3,... converge ad f

¢ si dice che la successione & LP-convergente,
o siscrive f = LP- lim fi;
k—o00
o se la successione e di Cauchy, si dice che

¢ la successione ¢ di LP-Cauchy.

1.4.3 Teorema. LP(A) ¢ uno spazio di Banach (ossia ¢ completo) rispetto
alla p-norma.

(dimostrazione non banale, e omessa; si osservi che la completezza ¢ garan-
tita dal considerare funzioni misurabili secondo Lebesgue)

Il seguente Teorema da informazioni sul prodotto tra funzioni LP.

1.4.4 Teorema di Holder. Siano f € LP(A), g € Li(A). Se:

1,1
—+-<1
Poq

(si ricordi che 1 < p, g < 00), allora:

o esiste un unico r verificante:

1 1 1
1<r<oo , —+-=-
p q T
(verifica banale)
o si ha:
foeL'(A)  lfgll- < £lp-llgllq

(dimostrazione non banale, omessa)

In generale non sussiste alcuna relazione di inclusione tra gli spazi LP(A);
la situazione cambia quando A & un insieme di misura finita, e le informazioni
sono date dal seeguente Teorema.

1.4.5 Teorema. Sia mis A < +oo. Siano p, ¢ tali che:

I<g<p<oo.

Si ponga:
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e si osservi che:
1 1 1
g<p<o0 , —4—=—.
p p g
Si consideri la funzione costante
1:A—-C,
e si osservi che, essendo mis A < +o0, si ha:
1€ LP(A) , 1], = (mis A)YP = (mis A)P~9/P7
Sussistono gli assert seguenti:
a) sia f € LP(A); siccome
f=r-1, felP(A), 1e€Lr(4),
per il Teorema di Holder 1.4.4 si ha
FELUA) o fllg < Il - lILll, = (mis A)P=07P £, ;

b) in particolare: ¢ < p = LP(A) C L(A)
¢) in particolre: per Vp con 1 < p < oo si ha (per l'item a. con ¢ = 1):
o LP(A) C L'(A)
o feLP(A)= [l < (mis A)P- VP f], .
1.5 Spazi con famiglie di seminorme
Sia X uno spazio vettoriale su C, e sia
- Jed

una famiglia di seminorme in X.

Se
o per ogni x € X si ha:

“lz; =0perVje J'=z=0,

ossia se 'unico vettore avente tutte le seminorme nulle ¢ il vettore nullo,
allora:
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ol-]; je€J sidice un famiglia separante di seminorme in X.

Sia
|- 1l jed

una famiglia separante di seminorme in X.
Tale famiglia induce in X le seguenti definizioni di successioni convergenti
e successioni di Cauchy. Sia

r1,T2,T3,...
una successione di elementi di X:
o se esiste x € X tale che per ogni j € J si ha:
Jim [l — il = 0,
allora:

© T1,T2,3,... sl dice una successione convergente,

o se y € X e tale che per ogni j € J si ha:
lim [ly — zyl[; =0
k—o0

allora si ha y = =z,

Cenno. Sia j € J; per ogni k si ha

ly —2ll; = 1y —2x) + (xx — )|l < lly — 2l + llo— il

ne segue
lly — z||; = 0 per ogni j € J
e quindi z —y = 0. |
¢ si pone:
z = lim
k—o0
e si dice che x1,x9,x3,... converge ad x;

o se per ogni j € J si ha:
¢ per ogni £ > 0 esiste k tale che, per ogni ki, ke > k si ha

[Tk, =z, [; <€,
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allora:
© T1,T2,3,...si dice una successione di Cauchy. ;
o si ha:
xr1,T9,T3,... convergente = x1,x2,x3,... di Cauchy

Se X verifica anche la condizione:

o per ogni successione x1, s, 3, ... di elementi di X, si ha

xr1,T9,T3,... di Cauchy = x1,x9,x3,... convergente ,

allora:

o X si dice uno spazio completo rispetto alla famiglia di seminorme.

1.6 Glispazi L] .. Seminorme indotte da compatti:
convergenza nel senso di L .

Sia 2 C R™ un aperto.
Una funzione f : ) — C tale che

o per ogni compatto K C €, f & integrabile su K,

si dice una funzione localmente integrabile su 2; l'insieme delle funzioni
localmente integrabili su 2 si denota con

Lige(9) 5

L .(Q) & uno spazio vettoriale su C.

Sia . linsieme di tutti i sottinsiemi compatti K di 2. Per ogni f €
L () ed ogni K € %, si ponga

loc
||f||K=/K|f|-

oper VK € #, ||+ ||k : LL () — R & una seminorma in L (2);

Si ha:

o |||k K€ &una famiglia separante di seminorme in L ().
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Sia f1, fo, f3, ... una successione di elementi di L%OC(Q);
o se:
o fi1, f2, f3,... & convergente relativamente alla famiglia separante
di seminorme
|| : HK Kex s
e f € L (Q) & il limite di tale famiglia,
allora:
o fi1, f2, f3,... si dice una successione Llloc— convergente,
© si pone:
f=Li-lim fg ;
k—o0
o se:
o f1, f2, f3,... € di Cauchy relativamente alla famiglia separante
di seminorme
-k Keix,
allora:
o fi1, fa, f3,... si dice una successione di Llloc—Cauchy.
Si ha:

o fi,fa, f3,... ¢ Llloc—convergente <= per ogni compatto K C €2

ik om0 3K - -
& L'-convergente in L!(K) ,

o f1,fo, f3,...edi Llloc—Cauchy <= per ogni compatto K C (2

fl/K;fz/K7f3/K, -
¢ di L'-Cauchy in L'(K);
tenuto conto della L'-completezza di ogni L!(K), si ha:
o f1, fo, f3,... & L} -convergente <= fi, fo, f3,... ¢ di L] -Cauchy;

loc

ne segue che:
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o Ll () & uno spazio completo rispetto alla famiglia separante di se-
minorme

|-lx Keox.

Il Teorema seguente prova che ciascuno spazio LP(2) e sottospazio di
(), e che ogni successione LP-convergente di elementi di LP()) & anche
-convergente in Li. () ed ha lo stesso limite.

Ll

lloc
Lloc

1.6.1 Teorema. Sia p € R tale che 1 < p < co. Sussitono gli asserti:

a) Sia f € LP(Q). Per ogni compatto K C €, per il Teorema 1.4.5, si ha:
fix € LP(K) € LK),
e si ha anche:
£l = ILfrclln < (mis K) PP frclp < (mis K)PDPY £l

b) LP() C L .(Q) (segue dal primo asserto di a)).

c¢) Siano f1, fa2, f3,... , f rispettivamente una successione di elementi
di LP(Q) ed un elemento di LP(Q) tali che

f=LP-lim f |
k—oo
allora si ha
f = Lig- lim f;,
k—o00
(segue dal secondo asserto di a)).

o Attenzione. Possono esistere successioni di elementi di LP(2) che
sono Llloc—convergenti ma che non sono LP-convergenti: ad esempio, in
LP(R) la successione

fe(@) = kX ps1m(@) :R—>C , k=1,2.3,...

(ove X[k r+1/k) = “funzione caratteristica dell’'ntervallo [k, k + 1/k]”)
verifica le proprieta:
© € una successione Llloc—convergente7 e si ha Llloc—klim fr=0,
— 00

¢ non e di LP-Cauchy, e pertanto non ¢ LP-convergente.



Capitolo 2

Distribuzioni

2.1 Pregi, limitazioni e indicazioni di ampliamento
degli spazi L}

loc

Sia Q C R™ un aperto; si consideri lo spazio L] _(€2) dotato della L{. -convergenza.

Pregi:

e ogni LP(f2) & sottospazio di Li (Q),

loc

e ogni successione LP-convergente in LP(2) resta convergente in Li. (£2)

e mantiene lo stesso limite,
° Llloc(Q) e completo, ossia ogni successione che sembra convergere
(ossia ogni successione di Llloc—Cauchy), converge veramente (ossia
€ una successione Llloc—convergente).

Limitazioni:

e solo per le f € CY(Q) C LL_(Q) si ha una definizione sistema-
tica, e per poche altre artificiosa, di derivazione parziale; questa

limitazione verra rimossa dalle distribuzioni,

e la derivazione parziale su C*(Q) C L () ha un pessimo compor-

tamento rispetto alla Ll -convergenza; ad esempio, in Ll (R)

o la successione

1
fr(z) = Z sin kx
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verifica
1 .
Li,- lim fr, =0,
k—o00

1

e quindi ¢ una successione L.

-convergente,

o la successione delle derivate

D fr(z) = coskzx

non & una successione di Li. -Cauchy.

Cenno. Per Vk si ha infatti:
2T
1D for — D fillj0,2x) =/ | cos 2kx — cos kx| =
0

2m/k
:k/ | cos 2kx — cos kx| =
0

1 27 2
:k;/ |c0s2:L‘—COS£L‘|=/ | cos 2z — cos x| ,
k 0 0

e l'ultimo integrale non dipende da k ed & # 0. |
questa limitazione verra rimossa dalle distribuzions.

Indicazioni di ampliamento:

e introdurre in Ll (2) una famiglia separante di seminorme di tipo

nuovo (concettualmente piu vicine a procedimenti fisici di misura
che a usuali stime matematiche di grandezza) rispetto alla quale:

o 2.1.1 tutte le wvecchie successioni Llloc—convergenti restino
convergenti e il relativo limite non cambi,

o 2.1.2 compaiano nuove successioni di Cauchy;,

e completare L%OC(Q) (con procedimento analogo a quello che fa pas-

sare da Q ad R), ossia costruire un sovraspazio di Llloc(Q) e pro-
lungare a tale sovraspazio la famiglia di nuove seminorme in modo
che:

o 2.1.3 nel completamento tutte le nuove successioni di Cau-
chy di elementi di L] .(£2) abbiano limite,

o 2.1.4 ogni elemento del completamento sia limite di succes-

sioni di Cauchy di elementi di L] .(€2) (ossia che il completa-

mento non possieda elemeti superfiui),
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loc

e scegliere la famiglia separante di nuove seminorme in Ll () in
modo che:

o 2.1.5 il quantitativo di nuove successioni di Cauchy di LL (£2)
sia sufficientemente grande da garantire che tra i loro limiti
nel sovraspazio si trovino elementi che ragionevolmente svol-
gano nuovi ruoli, ad esempio quello di “modellare masse con-
centrate in un punto (delta di Dirac)” o di “fornire derivate
a tutti gli elementi di Li (),

loc
o 2.1.6 il completamento sia a sua volta completo (ossia tale
che ogni sua successione di Cauchy vi abbia limite).

1

2.2 Idee guida per nuove seminorme in L;

Le considerazioni che seguono indicano un modo di interpretare gli elementi

di L] come fenomeni :

e consideriamo un aperto Q C R?;

e come veri fenomeni su ) consideriamo i campi elettrici stazionari
E(x) aventi risultante su ogni sottinsieme compatto di €2, ossia tali
che le loro componenti

E1 (CL‘), EQ(I‘), Eg(x)

appartengono ad Li (9);

loc

e in tale contesto logico gli elementi di L () divengono a loro volta
fenomeni poiché assumono il ruolo di componenti di campi elettrici
stazionari.

Le considerazioni che seguono indicano un modo di definire procedure di

misura sullo spazio L{. (§2) coerenti con il ruolo che L{ () sta svolgendo:

e come strumento di misura consideriamo una carica stazioneria cam-
pione C' in € di densita

p(x) € Lioe(Q)

ossia tale che per ciascun sottinsieme compatto di §2 sia determinato
il quantitativo di carica in esso contenuto;
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e ogni campo elettrico stazionario F(z) con componenti
Ei(x), Bay(x), B3(x) € Lige(Q)

assoggetta la carica campione C al campo di forze F(x) in Q di
componenti

Fi(z) = Ev(z)p(x), Fa(r) = Ea(x)p(z), Fa(z) = Es(z)e(z) ;

le forze esercitate dal campo E(z) su C ammettono quindi risul-
tante se e solo se

Er(z)p(x), Ba(z)p(x), Bs(z)p(x) € L'(Q);

e scegliamo quindi come strumento di misura una carica campione C
tale che VE(z) a componenti in L] _(€2) eserciti su C un campo di
forze dotato di risultante;

o lo strumento di misura C si identifica con la densita ¢;

o la procedura di misura che, per Vf(z) € L .(2), interpreta-

ta come componente h-esima di un campo FE(x), associa la
componente h-esima della risultante del conseguente campo
di forze agente su C, si dentifica con I'applicazione

ﬂgp : Llloc(Q) —C

definita da
nelf) = [ @)etee

o tenuto conto che la procedura di misura p, ¢ lineare, I’appli-
cazione

H : ||90 : LIIOC(Q) =R

definita da
I£1le = ne(N1 = | | f@et@aa]

N . . 1
¢ una seminorma in Ly (€).
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2.3 Gli spazi LY : nuove seminorme in L;

Le idee guida della Sezione 2.2 attribuiscono significato fisico alle definizioni
e nozioni che seguono.

Sia €2 C R un aperto.

Per ogni funzione

p:Q—-C
poniamo:
T, ={a€Q:3(a,r) C Qtale che p (o, =0} '
supp ¢ = Q\ Ty = {a € Q:VI(a,r) CQ, ¢ ram #0}
si osservi che:

e [, ¢ il massimo sottinsieme aperto di {2 la restrizione al quale della
funzione ¢ e nulla; si chiama insieme di nullita di o;

e supp ¢ &, per definizione, un sottinsieme di £2; si chiama il supporto
di ¢ ;

e se 2 = R" allora supp ¢ € un insieme chiuso.
Indichiamo con
L () (“sc” sta per “supporto compatto”)
lo spazio vettoriale delle funzioni
v:02—-C
tali che

¢ € L>(Q)
supp @ € compatto

Il Teorema seguente caratterizza il ruolo degli elementi di L2 (€2).

2.3.1 Teorema. Sia @ : 2 — C una funzione; sono equivalenti gli asserti:

a) per Vf € LL (Q) si ha fo € L'(Q),

loc

b) ¢ € LY ().

Per la dimostrazione vedi Capitolo 10
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Il Teorema 2.3.1 prova che gli elementi di L3S(§2) sono tutte e sole le
funzioni

p:Q—C
per le quali ha senso la Definizione seguente.

2.3.2 Definizione. Sia 2 C R” un aperto. Per ogni
p(r) € L ()
e indichiamo con
He - Llloc(Q) —C

I’applicazione definta da:

no(f) 2 /Q f(@)p(z)da ;

si osservi che p, ¢ lineare;
e indichiamo con

H ' H‘P : Llloc(Q) - R

I’applicazione definita da:

1o 2 () = | /Q f(@)p(x)da]

tenuto conto che p, € lineare, I’applicazione || - ||, € una seminorma in

Ll (Q).

loc

2.3.3 Definizione. Coerentemente con la Definizione 2.3.2, le
p € L ()

verranno chiamate strumenti di misura su L, ().

2.4 Un linguaggio unificante

Sia X uno spazio vettoriale su C; i suoi elementi verranno chiamati fenomens
e pensati come fenomeni.

I fenomeni fisici sono assoggettabili a procedure di misura (brevemente:
PDM) che forniscono un risultato numerico; una PDM si identifica quindi
con l'applicazione definita da:

fenomeno fisico — risultato della PDM applicata al fenomeno ;

la PDM si dice lineare se tale applicazione ¢ lineare.
I funzionali lineari su X, ossia
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e le applicazioni lineari
uw:X—-0C,

verranno chiamati PDM lineari su X e pensati come PDM lineari (breve-
mente: PDML) su X.
Ogni PDML su X
w: X —-0C

induce una seminorma in X, e precisamente la seminorma definita da:
|zl & n(z) €R - Voe X .
Una famiglia di PDML su X
W jed
si dira separante se la famiglia di seminorme in X
Il =0y d€T

¢ separante.
Il seguente Teorema caratterizza le famiglie separanti di PDML.

2.4.1 Teorema. Sia
14 jed
una famiglia di PDML in X. Sono equivalenti gli asserti:
a) la famiglia p1; j € J e separante,
b) per Vx € X si ha:

(W € T, pye)=0) = (@=0).
(Dimostrazione ovvia.)
Sia
1 jed
una famiglia separante di PDML su X, e sia
Fll =0 My G€T

la corrispondente famiglia separante di seminorme in X.

Consideriamo in X la convergenza indotta da tale famiglia separante di
seminorme; tale convergenza si dira anche indotta dalla famiglia separante
di PDML.

Il Teorema seguente fornisce la caratterizzazione delle successioni con-
vergenti e delle successioni di Cauchy, in termini di PDML.
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2.4.2 Teorema. Siano 1,2, x3,..., T rispettivamente una sucessione di
elementi di X ed un elemento di X. Si ha:
a) Sono equivalenti gli asserti:
o lim x =z,

k—o00

o per Vj € J,in C si ha:
Jm p(wr) = py(2) -

b) Sono equivalenti gli asserti:

o x1,%2,T3,... € una successione di Cauchy,

o per Vj € J, in C esiste (solo per evitare interpretazioni erronee
precisiamo: finito)

lim ()

k—o0
Cenno. a). Siosservi che: ||z —zil|; = |pj(z —xk)| = |pi(x) — pi(zr)] -
b). Si osservi che: ||z, — xkll; = |j(zn — zx)| = |pj(zn) — pi(zg)| . W

2.5 Insiemi separanti di elementi di L2,

Sia 2 C R™ un aperto.

Un sottinsieme J di L (€2) (cui fare riferimento come insieme di stru-
menti di misura su Li (Q)) si dira separante se la famiglia (vedi Sezione
2.3)

pe  p€J

di PDML su Llloc(ﬂ) ¢ separante, o equivalentemente se la famiglia

I-le wed

di seminorne in L (£2) & separante. Ciascun J(C L(£2)) separante deter-
mina quindi una convergenza in L{ ().
2.5.1 Teorema. Sia J C L (€2) un insieme separante; indichiamo con il
prefisso “J-” la corrispondente nozione di convergenza.
Dati comunque una successione ed un elemento fi, fo, f3,... , f di

Li (), si ha:

loc

Li-lim fy=f = J-lim fp = f .
k—o0 k—o0
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Cenno. Per Yy € LZ(Q) si ha

'/Qf’“*@‘/QfSO\: /Q(fk—f)w':

/ e - o
supp ¢

< (sup [@]) || fx — f”Supp ©

Il precedente Teorema 2.5.1 prova che comunque venga scelto un insieme
separante J di strumenti di misura, tutte le vecchie successioni LllO .-convergenti
restano convergenti e il loro limite non cambia (vedi richiesta 2.1.1).

2.5.2 Teorema. Siano A,J C L (92) due insiemi separanti; indichiamo
con i prefissi “A-, J-” le rispettive nozioni di convergenza.
Se
ACJ,

allora dati comunque una successione ed un elemento fi, fo, f3,..., f di

L] (), sussistono gli asserti (dimostrazione ovvia):

e f1,fa, f3,...di J-Cauchy = fi, fo, f3,... di A-Cauchy,
o J-lim f,=f = A-lim f, = f.
k—o0 k—o0
Il precedente Teorema 2.5.2 prova che comunque un insieme separante .J
di strumenti di misura venga sostituito da un suo sottinsieme separante A:

o tutte le vecchie successioni di J-Cauchy restano di Cauchy,

o tutte le vecchie successioni J-convergenti restano convergenti e il
loro limite non cambia;

ne segue che:

o per incrementare il quantitativo di successioni di Cauchy con ulte-
riori successioni, potenziali approssimanti di futuri elementi svol-
genti nuovi ruoli (vedi richiesta 2.1.5), & buona norma ridurre il
quantitativo di strumenti di misura,

o tali riduzioni nulla fanno perdere di situazioni positive gia acquisite.

La Sezione seeguente descrive i sottinsiemi separante di L3S (§2) piu co-
munemente usati nella Teoria delle Distribuzioni.
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2.6 Glispazi Z e 2"

Le considerazioni che seguono provano che esistono funzioni C* su R"™ non
nulle aventi supporto compatto; piu precisamente provano che per Va € R"
e Ve > 0 esistono funzioni C'*° aventi per supporto I(a,¢).

2.6.1 Nota. Sia P(z) € R[z], e sia

ot):R—R
la funzione definita da
0 pert <0
o(t) = iy
P(1/t)e”'/t per 0 <t

Si ha:

) o(t) ¢ continua

a) o
b) o(t) ¢ derivabile
c) 3Q(z) € R[z] tale che
0 pert <0
oW(t) =
Q(1/t)e= Yt per 0 <t
Ne segue che: o(t) € C°(R) .
Cenno. a). lim+a(t) = tl_i)ron+P(1/t)e*1/t = lim P(r)/e” =0.

t—0 T—+400

b). lim a(t) . a(0) _ Jlim (1/6)P(1/t)e”/" = lim P(r)/e” =0.
c). Usare Q(z) = 22 (P(z) — PW(z)). |

Si consideri la funzione

definita da

si verifichi che
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v n(t) > 0 per ogni t € R

¢ supp 7 = [0, +00)

A 7(t) € C°(R) (usare la Nota 2.6.1)

Si consideri la funzione
P(x) : R" =R
definita da
Y(@)=n 1= |al?) =1 - (27 + - +a23)) 5

nel caso di n = 1,2 si disegni il grafico di ¢ (x); in generale si ha:

v ¢(x) > 0 per ogni z € R"

¢ supp ¢ (z) = 1(0,1)

A Y(x) € C°(R"™) (prodotto di composizione di funzioni C'*°)

Siano a € R™, & > 0; si consideri la funzione

o) (R R
definita da
o) =0 (L)

nel caso di n = 1,2 si disegni il grafico di ¢(x); in generale si ha:
Y ¢(z) > 0 per ogni z € R
¢ supp ¢ =I(a,c)
A o(x) € C*(R"™) (prodotto di composizione di funzioni C*°)

Sia Q C R™ un aperto.
Si denota con Z(2) lo spazio delle funzioni

v:02—-C

e dotate di derivate parziali continue di tutti gli ordini (ossia delle

funzioni C*°),
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e aventi supporto compatto (si ricordi che supp ¢ € per definizione
un sottinsieme di Q).

Per Vm € IN, si denota con 2™ (Q) lo spazio delle funzioni
v:02—-C

e dotate di derivate parziali continue fino all’odine m-esimo incluso
(ossia delle funzioni C™),

e aventi supporto compatto;
Si osservi che:

e 2°(Q) ¢ lo spazio delle funzioni continue su  aventi supporto
compatto,

e 2°(0) > 2'(Q) > 2*(Q) > - > 2(N),

c 2= () 2™(%).

meN

Si considerino gli spazi Z(R"™) e 2 (R"™) delle funzioni, rispettivamente
C° e C™, definite su tutto R™ aventi supporto compatto. Si osservi che
(facile dimostrazione):

e 7(Q) ¢ linsieme delle restrizioni ad Q delle funzioni ¢ € 2(R")
tali che supp ¢ C Q,

e 72™(Q) & I'insieme delle restrizioni ad € delle funzioni ¢ € 2™ (R")
tali che supp ¢ C Q.

Si ricordi che per Va € R™ e Ve > 0 esistono funzioni C*° aventi per
supporto I(a,¢).

Ne segue che tutti gli spazi 2(2), 2™ (Q) possiedono elementi non nulli
(risultato ben noto; per le funzioni di classe C™ quasi ovvio, per le funzioni
di classe C'*° assolutamente non evidente).

Il Teorema seguente (per la dimostrazione vedi Vladimirov: Lemma, pg
15) prova che gli insiemi

7)), 7™(Q) € L$ ()

sono insiemi separanti di strumenti di misura lineari su L () (vedi Teo-
rema 2.4.1).
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2.6.2 Lemma(Du Bois-Reymond). Sia f € L. (). Sussiste 'asserto:
([ so=0per Vo e 7@) = (£ =0).

Tenuto conto del Teorema 2.5.2 e delle cosiderazioni seguenti, tra gli
insiemi separanti

7(Q), 7™(Q) € L (Q)

quello che da luogo al maggior quantitativo di successioni di Cauchy e il piu
piccolo, ossia Z(f2); la convergenza relativa indotta in Ll (€2) & analizzata
nella Sezione seguente.

2.7 PDML e seminorme indotte da Z in L] : con-
vergenza in senso debole

Sia 2 C R™ un aperto.

In LL (€2) si consideri (vedi Sezioni 2.3 e 2.4) la convergenza indotta dal-

I'insieme separante di strumenti di misura 2(£2), ossia indotta dalla famiglia
di PDML

po(f) = /Qfso p€2(Q),

o equivalentemente dalla famiglia separante di seminorme

il =|[re]  veo@.

Tale convergenza si chiama convergenza in senso debole (brevemente: s.d.).

Siano f1, f2, f3,..., [ rispettivamente una successione ed un elemento
c 71 .
di Lloc(Q)'
e se f e il limite in s.d. della successione fi, fa, f3,... , si scrive

f= limsd. fi;
k—o0
e se f1, fo, f3,... € una successione di Cauchy in s.d. si dice che
f1, f2, f3, ... & una successione di Cauchy s.d.;

e per il Teorema 2.4.2 sono equivalenti gli asserti:

a) lims.d. fr = f,

k—o0
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b) per ogni p € Z(Q) si ha

lim/fWZ/fw;
k—oo Q Q

e ancora per il Teorema 2.4.2 sono equivalenti gli asserti:

a) fi, f2, f3,... & una successione di Cauchy s.d.

b) per ogni p € Z(1), in C esiste finito
.
jin | e

2.8 Confronto tra L] -convergenza e convergenza
s.d.

Sia Q C R™ un aperto; si consideri le spazio Ll (€2).

Il Teorema 2.5.1 prova che tutte le successioni Llloc—convergenti restano
convergenti in s.d. e il loro limite non cambia; tenuto conto della Llloc—completezza,
ovviamente tutte le successioni di L%OC-Cauchy sono anche di Cauchy s.d..
La Nota seguente prova che esistono successioni convergenti in s.d. ma

no di Llloc—Cauchy e quindi no Llloc-convergenti.

2.8.1 Nota. Nella Sezione 2.1, al 2° Item della voce “Limitazioni” si e

considerata la seguente successione di elementi di L} _(R)

1
fr(x) = z sin kz

e, come limitazione della Llloc—convergenza, si e provato che
17 _
o Li-lim fi =0,
k—o0
o mentre la successione delle derivate
D fi(z) = coskx
non € una successione di L%OC—Cauchy.

Rispetto alla convergenza s.d. si ha invece:

e la successione D f;, € una successione convergente s.d., e precisa-
mente si ha:

lims.d. Df,=0.

k—oo
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Cenno. Sia ¢ € Z(R), e siano a < b tali che supp ¢ C [a,b]. Si ha:

[ Prtanew = [ sk = [ (cos kr)o(e) =
b

= [i(sin km)go(a:)L - ;/ab(sin k)W (z) =
= _;/Clb(sin k::r)go(l)(w) ;

Ne segue:

< l/bw(”(m-
i),

/ (Dfi(z))plx)
R

Le considerazioni seguenti provano che L}OC(Q) non e completo rispetto

alla convergenza s.d., ossia che esistono successioni di Cauchy s.d. che non
sono convergenti s.d., ossia successioni che misurate con Vo € 2(£2) danno
luogo a successioni numeriche di misure convergenti (in C), ma che non

convergono in senso debole a nessun elemento di L ().

2.8.2 Siaa € )

Vv sia ['1,1'9,I'3, ... una successione di insiemi tale che
cQ
Sa
VI lim diametro(I'y) = 0
€ compatto k—o0
mis Ty, # 0

ad esempio: scelto I(a,e) C 2, si puo porre

Iy =1(a,e/k)
¢ sia f1, fo, f3,... una successione di funzioni tale che
€Ll (Q)

>0
Yk supp fi C Ty, (quindi fi, € L'(2))

| /kazl
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ad esempio: si puo porre

fre = (1/mis T'y) xp,
ove Xp, ¢ la funzione caratteristica di I';

da un punto di vista fisico:

¢ se ciascuna delle funzioni fi, fo, f3,... rappresenta una densita di
massa in €,

¢ 2.8.3 allora la successione f1, fo, f3,... descrive una successsione
di tentativi di distribuire la massa 1 in €2, concentrandola sempre
piu vicino ad a;
relativamente alla convergenza s.d. sussistono gli asserti:

¢ 2.8.4 per ogni p € Z(Q) si ha

lim /wa = p(a)

k—oo

Cenno. Sia « : 2 — R una funzione continua a valori reali; si

ha
fra € LI(Q)
> (minr, o) fr = minr, a
r
/fka = [ [y !
@ T < (maxr, o) fr = maxr, a
Ty
e quindi

lim/kaa = afa)

k—o0

Si applichi tale uguaglianza alla parte reale ed alla parte immagi-
naria di ¢. |

¢ 2.8.5 la successione fi, fa, f3,...

v e di Cauchy s.d. (segue dal precedente item)

A mnon e convergente s.d.

Cenno. Per assurdo: sia f € LL () tale che

lims.d. frp=7f

k—oo
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Per ogni ¢ € 2(1) si ha (vedi item precedente)

/fw—my/ﬁw p(a

In particolare, per ogni ¢ € 2(Q\ {a}) si ha

/ fe=0
O\{a}

e quindi, per il Lemma 2.6.2, si ha f (q\{q}) = 0, da cui segue
f =0; assurdo: per ogni p € Z(1) si avrebbe

0=/QO=/Qfso=so(a)

si conclude che

AL

1oc(2) non & completo rispetto alla famiglia di seminorme

I-le »e2(Q)

Le Sezioni seguenti provano che la converganza s.d. soddisfa le Richieste
2.1.5e2.1.6.

2.9 Predistribuzioni, l'insieme %’ delle distribu-
zioni

Sia 2 C R™ un aperto.
Una riga infinita

(f1, f2, f3,...)

tale che

Y fi, f2, f3,... sia una successione di Cauchy s.d. in L] ()
si dira

A una predistribuzione su §2

Siano

(f17f27f37 .. ')7 (91;927937- : )

predistribuzioni su 2; ovviamente sono equivalenti gli asserti
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a) per ogni ¢ € Z(Q) si ha
dm [Ifx = glle =0,

b) per ogni p € Z() si ha

hm/fk(/?: hm/QW;
k—oo Jo k—oo Jo

in tal caso

V¥ diremo che
(f17f27f3>"')7 (917927937"‘)

sono predistribuzioni equivalenti

¢ scriveremo

(f17f27f37"') ~ (91792793,...) ;
ovviamente

A ~ & una relazione di equivalenza nell’insieme di tutte le predistri-
buzioni su €.

Per ogni predistribuzione
(f17f27f37 .. )

su () si consideri la sua classe di equivalenza

[(fh f2? f37 .- )] =
{(91, 92, g3, - . .) predistribuzione su Q :

(91:92:93,---) ~ (f1: 2 f3,- )} 5
date comunque predistribuzioni su €2

(f17f27f37"‘)7 (91792793)' . ) )

essendo ~ una relazione di equivalenza, si ha:

v (f1, f2, f3,--2) ~ (91,92,93,-..) =
[(f1, fos f3,- - )] = [(91, 92, 93, - - )]

A (f1,f2, f3,...) % (91,92,93,-..) =
[(f1, f2, f3,-- )] N [(91,92,93,-- )] =0 ;



2.10 2’ come spazio con PDML legate a 9; 9’'-convergenza 31

pertanto le classi di equivalenza sono una partizione dell’insieme delle pre-
distribuzioni su €.

Ciascuna di tali classi di equivalenza si dira una distribuzione su (2.
L’insieme delle distribuzioni su €2 si denota con

7'(9Q)
Una distribuzione su €2 si denota con un simbolo del tipo

fooo flz)

attenzione: il simbolo f(x) serve solo a ricordare che una distribuzione
su ) & un elemento costruito utilizzando funzioni su 2; dato a € €2, il simbolo
f(a) & privo di significato.

Sia f(z) € 2'(Q). Una predistribuzione (f1, f2, f3,...) su  tale che

f(x) =1[(f1, f2, f3,...)]
si dira

e un rappresentante di f(x).

2.10 %' come spazio con PDML legate a ¥; 7'-
convergenza

Sia 2 C R™ un aperto. Si consideri I'insieme 2'(2) delle distribuzioni su .
Le definizioni che seguono introducono in 2’(£2) una struttura di spazio
vettoriale su C:

v siano f(z),g(z) € 2'(Q), e sia ¢ € 2'(Q),

A scelti comunque rappresentanti

(f17f27f37 . ')7 (917927937' . )

rispettivamente di f(x), g(x)), si pone

v f(x)+g(x)=[(fi+91, fa+92,f3+93 )
A cf (z) = [(cf1,cfa, cfs3,- )]

(sono buone definizioni ossia il risultato ¢ indipendente dalle parti-
colari scelte di rappresentanti).
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La definizione che segue introduce, per YV € Z(Q2) (cui fare riferimento
come strumenti di misura), una PDML fi, € la relativa seminorma in 2’(12):

v sia p(z) € 2(),
A per Vf(x) € 2'(Q), scelto comunque un rappresentante

(f17f27f37'--) )
di f(z), si pone

V oue(f) = kh_)n;o /Q fre (& una buone definizione),

O py(f) si denota con i seguenti simboli aventi l’aspetto gra-
fico di integrali (per ricordarne l'origine logica), modificato
con [’iserimento del simbolo e (per ricordare che non sono

integrali):
[ 1@ eptarie= [ op.

¢ si ha quindi

nel) = [ ) es@ys = [ fog=tim [ fio.

5 17l =l = | [ £o).
Il seguente Teorema prova che le famiglie di PDML e di seminorme

tes I lle € 2(Q)

sono separanti in 2'(Q).

2.10.1 Sia f € 2'(Q). Se per Vo € 2(R) si ha

/fﬂp:O,
Q
allora si ha f = 0.

Cenno. Sia (fi, f2, f3,-..) un rappresentante di f. Si consideri la distri-
buzione 0 € 2'(Q), ossia la distribuzione un cui rappresentante &

(0,0,0,...) .
La condizione implica che

(f1s f2, f3,--.) ~ (0,0,0,...) ;
pertanto si ha f = 0. -
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La convergenza indotta in 2'(Q2) dalle famiglie separanti di PDML e di
seminorme

to - Ml pe2()

si chiama 2'-convergenza.
Siano fi, f2, f3,..., f rispettivamente una successione ed un elemento
di 2'(Q). Per il Teorema 2.4.2 si ha:

Vv sono equivalenti gli asserti
a) 7-lim f; = f,
k—o0

b) per Yo € 2(Q) si ha

lim/fkﬂp—/fw;
k—><>OQ QO

A sono equivalenti gli asserti

a) fi1, fa, f3,... € una successione di 2’-Cauchy,

b) per ogni p € Z(Q2), in C esiste
k—oo

2.11 L] come sottospazio di 7'

Sia Q C R™ un aperto. Si considerino gli spazi Li. (Q) e Z'(2).
Ovviamente nessun f € Ll _(Q) & una classe di equivalenza di predistri-
buzioni su Q: quindi L _(Q) non é un sottinsieme di 2'(Q).
Le considerazioni seguenti provano che tale negazione &€ puramente for-
male, ed indica un modo naturale per trasformare Li- () in un sottinsieme

loc
di 7'(9).
Sia f € L{ (9); ovviamente si ha:

loc
v (f,f,f,...) & una predistribuzione su §2;
si ponga
A fr=((f 1.1, )] €eZ'(Q)
Per Vf,g € L .(2), per Vc € C, e per Yy € 2(Q), si ha

Y (ff=9g%) < (f=g) (usare 2.6.2),
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(f+9)=r+g" (cf)y=c-f

¢ /f °p= /fso,
A | lle = 11fll-

Tali risultati provano che:

v linsieme
{rrerl.@}

con le operazioni
Fag et [ oo 1l
& una copia in 2'(Q) dell’insieme
Li(9)

con le operazioni
fro e f [ fo Il

A la convenzione di identificare

fr con [

ossia

[(F, 1 1)) con !

non porta ambiguita.
Con tale convenzione (adottata da qui in avanti) si ha:

v 2.11.1 L (Q) diviene un sottospazio di 2'(f2); di conseguenza,
tutti i sottospazi di L} (€2), in particolare:

chQ), 2™(Q) meN
(), 7(9)
LP(Q) 1<p<

divengono sottospazi di Z'(2);
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A 2.11.2 per ogni f € LL _(Q), e ogni p € 2()

v /wa:/ﬂfso,

A le seminorme:

o= [ 14| come aemita in (@)
Q

I flle = ’/Q fgo‘ come definita in Ll ()

coincidono;
di conseguenza, se f1, fo, f3,... € una successione di elementi di
LL (Q), e f € LL .(Q), si ha (provare per esercizio)
vV (lims.d. fy=fin Ll (Q)< (2"~ lim fy = f in 2'(V)),
k—o0 k—oo

A fi1, fo, f3,. .. di Cauchy s.d. in Li (Q) <=

loc

fl, fg, f3, ... di .@’—Cauchy in .@/(Q) 5

2.12 %' come completamento di L] s.d.

Sia 2 C R™ un aperto. Si considerino gli spazi
Lige(Q) € 2'(90) .

Il Teorema seguente prova che ogni successione di Cauchy s.d. di elementi
di L (©2) ha 2'-limite in 2'(Q).

loc

2.12.1 Teorema. Sia f1, fa, f3,... una successione di Cauchy s.d. di
elementi di LL (). Sussistono gli asserti:

vV (f1, f2, f3,-..) € una predistribuzione su €,
A posto f = [(f17f27f37 .. )] € QI(Q>7 si ha

.@’—klim fk = f .

Cenno. Per Yy € 2(1) si ha:

lim/fkogpz lim/fkng:/fogp.
k—o0 k—o0 Q
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Il Teorema seguente prova che ogni elemento di 2'(2) & il 2'-limite di
una successione di Cauchy s.d. di elementi di L{. (), ossia che L{. () &
P'-denso in 7'(Q2).

2.12.2 Teorema. Sia f € 2'(2). Dato comunque un rappresentante

(f1>f27f37" )

di f, sussitono gli asserti:

V f1, f2, f3,... & una successione di Cauchy s.d. di elementi di L{ (£2),

loc
A si ha (stesse considerazioni della dimostrazione del Teorema preceden-
te):
f=92-1lim f} .
k—oo
11 Corollario seguente (ovvia riformulazione di 2.12.2) consente di operare
sulle distribuzioni in € in due modi equivalenti:

1°) sia scegliendone un rappresentante,

2°) sia scegliendo una successione di Cauchy s.d. di elementi di LllOC ad
esse 9'-convergente.

2.12.3 Corollario. Sia f € 2'(2). Dati

fl>f27f37"' € LIIOC(Q) ’

sono equivalenti gli asserti:

v (f1, f2, f3,...) € un rappresentante di f ,
A f:.@’—hmfk .
k—o0

2.13 Convergenza in . Funzionali lineari e con-
tinui su ¥

NOTA: Per alcune dimostrazioni sui funzionali lineari e continui su 2, in
questa Sezione vengono fatti rimandi al testo di Viadimirov. Nel leggere
tali dimostrazioni si tenga conto in tale testo il simbolo 2’ viene usato per
indicare lo spazio dei funzionali lineari e continui su 9.

Sia 2 C R™ un aperto.
Da qui in avanti useremo le seguenti Notazioni.
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2.13.1 Notazioni. Per Vg = (q1, ..., ¢,) poniamo:

olgdl=q+ - +an,

gn+tan
0 01E |
ozt - O
— A .01 q
ozl = (x1,...,2p)1 =i -2} .

La seguente Definizione introduce una nozione di convergenza per suc-
cessioni nello spazio Z(f2).

2.13.2 Definizione. Siano @1, p2,¢s3,... , @ rispettivamente una succes-
sione ed un elemento di Z(12).
Se:

e esiste un compatto K C Q tale che
Vsupp ¢ C K, supp ¢ C K,

e per Vg € IN" la successione 0%p1, 0%p9, 03, ... converge unifor-
memente a 9% su K (e quindi anche su ),

allora:
e si dice che 1,2, v3,... Z-converge a @,
e si scrive Z- lim p = .
k—o0
Un funzionale lineare
T:2(Q)—C

si dice continuo se per ogni successione ¢ € Z(£2) e per ogni elemento
v € 2(Q) si ha:

2-lim o, = ¢ = lm T () =T(p) .
k—oo k—o0
I seguenti asserti forniscono le proprieta fondamentali di tali funzionali.

2.13.3 Teorema. Sia T}, una successione di funzionali lineari e continui su

2(9) tale che:

o per Yy € 2(Q) esiste: lim Tk ().

k—o0

Allora:
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a) il funzionale T : () — C definito da:

T(p) = lim Ti(p) ,

k—o0
¢ lineare e continuo;
b) per ogni p = Z- lim ¢, si ha: lim Ty (vx) = T(p).
k—o0 k—o0
Cenno. a). L’asserto segue da Vladimirov (Theorem, pg 12) applicato
ai funzionali T, e T .

b). Per Vo € Z(R") esiste C, > 0 tale che V|T,(p)| < C,. Per
Vladimirov (Lemma pg 12) si ha allora:

Jim [Ti(eo — )| = 0,

ossia:
lim [Tj,(¢) — Th(pr)| =0
k—o0
siccome klim T(p) = T(p), si ottiene I’asserto. [
—00

2.13.4 Teorema. Per Vf € L. (), il funzionale su 2(Q) definito da:

loc

P = / V%
Q
¢ lineare e continuo.

Cenno. Applicazione banale del Teorema di Lebesgue sulla convergenza
limitatata. L

2.13.5 Teorema. Sia T : 2(2) — C un funzionale lineare e continuo.
Esiste una successione n, € Z(2) tale che per Yy € 2(1) si ha:

T(p) = khm an@ :

— 00

Cenno. Per la dimostrazione vedi Vladimorov (Theorem pg 65). n

2.14 Completezza di &’

Sia 2 C R™ un aperto.
Il Lemma e il Teorema seguente provano che 2’(Q2) & uno spazio completo.



2.14 Completezza di 2’ 39

2.14.1 Lemma. Per Vf € 2/(Q), il funzionale su 2(Q2) definito da:

P / Jep
Q
¢ lineare e continuo.

Cenno. Sia (f1, f2, f3,...) un rappresentante di f. Per il Teorema 2.13.4
i funzionali

széh@

sono lineari e continui.

Per Vo € 2(Q) si ha:
4,0'—>/fo<p: lim T () ;
Q k—o0
allora I’asserto segue dal Teorema 2.13.3. |

2.14.2 Teorema. Sia fi, f2, f3,... € 2'(Q2) una successione di 2’-Cauchy.
Si ha:

a) esiste f € 2'(Q) tale che: f = .@’—klim fr s

b) per Vo = Z- lim ¢y, si ha: lim/fkogpk:/fogp.
k—oo k—oo J Q

Cenno. a). Per il Lemma 2.14.1 i funzionali

HM:Ahw

sono lineari e continui.
Essendo f1, fa2, f3, ... una successione di 2’-Cauchy, per il Teorema 2.13.3
il funzionale definito da:

T(p) £ lim Ti(y)

k—o0

¢ lineare e continuo.
Per il Teorema 2.13.5 esiste una successione 7, € Z(2) tale che per
Vo € 2(Q) si ha:
T(p)= lm [ nrp;
k Q

— 00

ne segue che:
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o (m,n2,7n3,...) ¢ una predistribuzione su {2,

o posto f = [(m,m2,7m3,...)] € Z'(Q), si ha
- lim fy = f .

b). Usare i funzionali T, T precedentemente definiti; ’asserto segue dal
Teorema 2.13.3. [ |

Il Teorema seguente prova che lo spazio 2(2) & denso in 2'(2), e che di
conseguenza anche ciascuno degli spazi

cm(Q), 2™(0Q),C®(Q), LP(2)
¢ denso in 2'(Q2).
2.14.3 Teorema. Per Vf € 2'(2), esiste una successione

M, N2,M3,-.. € -@(Q)
tali che f = .@’—klim M-
—00
Cenno. Si consideri il funzionale lineare e continuo definito da:

T(p) = [ feg. Per il Teorema 2.13.5 esiste una successione 1, € 2(Q)
Q
tale che per Vo € 2(Q) si ha:

T(p) = lim TP

k—o0

tale successione verifica banalmente ’asserto. [ |

2.15 Distribuzioni come funzionali lineari e conti-
nui su

Sia Q C R™ un aperto.
Sia f € 2'(Q2). Interpretando f come un fenomeno su Q e gli elementi
di 2(Q) come strumenti di misura sui fenomeni, si ottiene la famiglia

/QfQLpE(D o€ P(Q)

dei risultati di tutte le misure effettuabili su f. La Definizione seguente
formalizza tale nozione.
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2.15.1 Definizione. Sia f € 2'(Q); indichiamo con
Tr:2(Q2) — C

il funzionale lineare e continuo definito da (vedi Lemma 2.14.1):

T2 [ ey Vo).

La Nota che segue ricorda la definizione di distribuzioni su €2 nella
visione di Schwartz.
2.15.2 Nota(distribuzioni secondo Schwartz). Denotiamo con
T2(Q)

lo spazio dei funzionali lineari e continui su 2(Q2) ossia lo spazio delle
applicazioni lineari e continue

T:2(Q)—C,

con la convergenza indotta dalle famiglie ovviamente separanti di PDML e
di seminorme associate:

ps(T) 2 T(e) 5 ITI = |ps(T)] = [T(0)] pePQ) .
Si osservi che:

e le T € T2(RQ) sono le distribuzioni secondo Schwartz,
o T72(Q) ¢ lo spazio delle distribuzioni secondo Schwartz,

e la convergenza indotta dalle PDML e dalle seminorme associate &
la nozione di convergenza per successioni di distribuzioni secondo
Schwartz.

Il Teorema seguente descrive lisomorfismo canonico tra 2'(€2) con la
9'-convergenza e 7 2(Q) con la convergenza sopra definita.

2.15.3 Teorema. Si consideri ’applicazione
T:2'(Q) — T92(9Q)
definita da (vedi Definizione 2.15.1)
T(f) =Ty Vfe2'(Q).

Sussistono gli asserti:
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a) T ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali;

b) per Vf € 2'(Q) e per Vp € 2(Q) si ha:
to(Tr) = po(f) 5 NTrlls = [1f1le s

c¢) T ¢ un isomorfismo di spazi vettoriali con famiglie separanti di
PDML e di seminorme ad indici in 2(9Q).

Cenno. a). Linearita ed iniettivita sono ovvie. Sia quindi 7" € .7 2(9Q).
Per il Teorema 2.13.5 esiste una successione 1 € 2(2) tale che:

Vo € 2(R") : T(p) = lim R

k—o00
pertanto si ha:

o (m,n2,7M3,...) ¢ una predistribuzione su {2,

o posto f = [(n1,n2,n3,...)] € Z'(Q), si ha: T = Ty.

b). Segue dall’essere

/ fep=Tip).
Q
c). Segue da a) e da b). [ |

L’isomorfismo canonico T definito dal precedente Teorema consente di
identificare gli spazi 2'(2) e T 2(Q2). Tale identificazione rimuove I’ambi-
guita del simbolo 2/(2), da noi usato a priori impropriamente per indicare le
distribuzioni come completamento di Li. .(§2) s.d., simbolo che in letteratura
denota invece le distribuzioni su ) secondo Schwartz, ossia lo spazio delle
vere distribuzioni su €2, spazio che in questa sezione era stato prudentemente
indicato con il simbolo .7 Z(Q).

L’isomorfismo T consente quindi di guardare le distribuzioni su 2

e sia dalle altezze di Schwartz, vedendole come fenomeni che fanno
reagire tutti gli strumenti di misura dislocati in € (gli elementi
di 2(9)), generandoci dislocazioni numeriche di risultati di misura
coerenti con le operazioni di somma, multiplo e limite tra strumenti;

e sia dal basso di €2, vedendole come fenomeni limite di successioni
di Cauchy s.d. di elementari fenomeni LllOC su €.
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Operativamente, data una distribuzione f € 2'(),

e il simbolo alternativo f(z) ricorda la sua genesi come 2’-limite di
una successione fi(z) di vere funzioni L{ _su ;

e l'identificazione di f con T consente di indicare f con il simbolo
f(¢) considerandola come funzionale su Z(2), ossia considerandola
come una vera funzione

o che pero non assume valori sui singoli punti di €2,

o mentre assume valori sui singoli strumenti di misura (gli ele-

menti di 2(2)) dislocati in Q.

Le Sezioni seguenti forniscono esempi.

2.16 Esempi: le delta di Dirac

Questa Sezione introduce i 2’-limiti delle successioni di Cauchy s.d., ma non
convergenti s.d. in Llloc, descritte in 2.8.2, ossia delle successioni di densita
LllOC corrispondenti a tentativi di concentrare una massa unitaria sempre pit
vicino ad un punto.

Sia 2 C R™ un aperto; si consideri 2'(2).

2.16.1 Definizione (delta di Dirac). Sia a € €. Siano

I'1,I'5,I'3,... una successione di sottinsiemi di €2
f1, fa, f3,... una successione di funzioni L] su Q

scelte con il criterio descritto in 2.8.2; si ha:

Y (f1, f2, f3,...) € una predistribuzioni su €2,
¢ la distribuzione
ba € 9'(Q0)
definita da
5(1 é [(f17f27f37 .. )] )

¢ indipendente dalle particolari scelte di I'1,12,I's, ..., fi1, fo, f3,...
verificanti 2.8.2,

¢ I, sidice la delta di Dirac in a,
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¢ attribuendo alle funzioni fi, fa, f3, ... il significato di densita di massa
in Q, la §, e la distribuzione della massa 1 in 2, concentrata in a;

¢ per ogni ¢ € Z(Q), tenuto conto di 2.8.4, si ha

definito da:

aa«o)—/ﬂaaogo—so(a)

A 0a(x) ¢ Liyo(Q)

loc

Cenno. Se fosse &, € L] _(2), essendo per Vo € 2(Q)

lim/fk@:/(sa.@:/éasoa
k—oo /o Q 9

si avrebbe 0, = lim s.d. fg, e quindi f1, fa, f3, ... sarebbe convergente
k—o0
s.d.; assurdo per 2.8.5. |

Il Teorema seguente prova che la famiglia
Oa a €
delle delta di Dirac di €2 e linearmente indipendente.
2.16.2 Teorema. Siano aq,...,ap € 2, a due a due diversi. La famiglia
dayy- -5 0a,

¢ linearmente indipendente.
Cenno. Siano ci,...,¢, € C tali che

h
chéaj =0;
j=1

sia I(a1,e) C Q tale che

a27...,ah¢l(a17€) ;
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sia p € 2(N) tale che supp ¢ C I(a1,¢), p(a1) # 0. Allora si ha

h h h
0=/ ZCj5a]- °<P=ch/ Oa, °<P:ch90(aj) = cip(ar)
8\ j=1 j=1 79 j=1

da cui segue ¢; = 0. Analogamente, co = --- = ¢, = 0. |

La Definizione il Lemma e il Teorema seguenti provano che le combina-
zioni lineari di delta consentono di approssimare in senso opportuno qualsia-
si distribuzione. Tali approssimazioni giocano un ruolo determinante nella
Teoria dei sistemi lineari.

2.16.3 Definizione. Indichiamo con A(Q) il sottospazio di 2’(€2) definito
da
AQ) = (5, :a€Q),

ossia il sottospazio avente per base la famiglia

do (a€Q).

2.16.4 Lemma. Sia n € (). Esiste una successione
gk € (0a = a € supp ) C A(Q)
tale che: n = 2'- lim gy.
k—o00
Cenno. Ad esempio:
o per Yk € IN (k > 0) sia Ji U'insieme dei
j= 01, Jn) € N"

tali che:
o VYh:0< jp <2k%—1,

- in gn+1
oElakjE(suppn)ﬂ<hl_[1[—k+k ,—k + A })CQ;

1
o per Vk € N, k > 0 si ponga: gi(z) = Z k—nn(akj)dakj (2);

J€Jk
o ovviamente Yay; € supp 7, e per Vo € Z(Q) si ha:

k—o0

. , 1
lim ng°w=klggo]§ Mn(akj)w(akj)=/gn<p:/gnﬂp-
k
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2.16.5 Teorema. Sia f € 2'(2). Esistono:

o una successione K C £ di compatti,
o una famiglia g, (k,h € IN) di distribuzioni,

tali che:
o Vk: 9k1,9k2,9k3, " € <6a ac Kk>,
o f=2'-lim <@’— lim gkh).
k—oo h—o0

Cenno. Per il Teorema 2.14.3 esiste una successione n, € Z(R"™) tale
che f = 9’ —klim ni. E sufficiente porre K = supp 7, ed applicare a ciascun
o0

Nk il precednte Lemma 2.16.4. |

2.17 Esempi: masse concentrate su sottovarieta

Sia 2 C R™ un aperto.

Le delta di Dirac sono esempi di distribuzioni legate a masse concentrate
in sottovarieta (singoli punti) di Q.

In queta Sezione, a titolo di esempio, esaminiamo masse concentrate su
curve di €.

v Sia I' ¢ R™ una curva semplice con estremi, di classe C! e regolare
(ossia dotata di una parametrizzazione

~v:10,1] = R"™
iniettiva, di classe C'! e regolare), e sia
pw:I'—C

una funzione continua.
Consideriamo il funzionale

T(F,M) : .@(Q) — C

definito dall’integrale curvilineo su I' del prodotto tra u per ¢, ossia
da:

Tirw(p) = /F prpds

(: | no)e6)- |w<1><t>udt) Vo e 2(9) .
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¢ Argomentazioni usuali provano che:

©)

¢)

Tr ) ¢ un funzionale lineare e continuo, e pertanto ¢ una distri-
buzione su €2;

il comportamento della distribuzione
Ty € 7'()

rispetto alle misure in Z(2) ¢ dato da:

/QT(DM)up:/FMods Vo e 2(Q) .

A Le considerazioni che seguono suggeriscono una interpretazione fisica
della distribuzione T(r .

¢)

Consideriamo in € la massa Mt ;) concentrata su I’ con denista
di linea (.

Per ogni ¢ € 2(Q), interpretiamo ¢ come uno strumento di
misura per masse in ), ad esempio:

o un campo gravitazionale unidirezionale in € di intensita

o(),
o una bilancia che misura 1intensita della risultante delle
forze agenti su masse in €.

Se M & una massa in 2 di densita f(z) € L (), la misura di
M fornita dallo strumento ¢ ¢ quindi:

/Q f(@)p(a)da

La massa M r ) non é descrivibile tramite una densita in L{ ().

Ciascuno strumento ¢ misura comunque tale massa e ovviamen-
te il risultato della misura e:

/F/MPdS = Tir,u(p) -
Tali considerazioni attribuiscono alla distribuzione
T(RM) S .@/(Q)

i significati e quindi i nomi di
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o “distribuzione di massa in €2 concentrata sul' con densita
di linea p”,

o “densita distribuzionale in Q della massa di densita di
linea p concentrata su I'”.

Nota: L’esempio dato ¢ generalizzabile a varieta opportune I' C Q di
dimensione d con 1 < d < n, e a opportune densita u di tipo distribuzionale.

2.18 Esempi di distribuzioni su R

Esempio 1). Per k =1,2,3,...,in L] (R) si ponga

loc
Je(@) =kxoam@)  ge(x) = (B/2)X (1 /p1/m) (@) 5
per la Definizione 2.16.1 si ha:
v (f1, f2, f3,--.), (91,92, 93, ..) sono predistribuzioni equivalenti su R;

A [(f17f27f37" )] = [(91792)937“ )] = 50(33) € @,(R)
Esempio 2). Per k=1,2,3,...,in L{ (R) si ponga

loc
Fe@) = B X010 (®) = KX (1/ka/m) (@) 5
si ha:

vV (f1, f2, f3,...) € una predistribuzione su R;

Cenno. Sia p(z) € Z(R), e sia (z) una primitiva di ¢(z); appli-
cando la regola di L’Hopital alla parte reale e alla parte immaginaria
di ciascuna delle forme indeterminate 0/0 che seguono, si ha

Jim /R fi(@)p(@)da =
[ D) = D(0) = B(2h) + D(h) _
h—0+ h?
i P = 2¢(2h) + (k) _
h—0+ 2h -
O h) — 40D (2 M (p
hli%l+90 (h) —4p 2( )+ ( ):_¢(1)(0)
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o posto f = [(f1, f2, f3,.-.)] € Z'(R), per ogni ¢ € Z(R) si ha

/ feo=—p10).
R

Esempio 3). Per k =1,2,3,...,in L] (R) si ponga

loc
fi(x)
gk(z)

0.1/ (®) = 23X (12w () + KX 213/8) (2)

= kX (0,2/1) () = 2K*X 2/1.3/1) (%) ;
si ha:

vV (f1, f2, f3,...) € una predistribuzione su R (metodo: usare Cenno
Esempio 1.);

O posto f = [(f1, f2, f3,--.)] € Z'(R), per Vo € Z(R) si ha (usare
calcolo item precedente)

/ fop=¢?(0);
R

A (g1,92,93,...) non & una predistribuzione su R.
Cenno. Usare p(x) € Z(R) tale che p(x) € R per ogni = € R, e
che p((0) # 0. |

Esempio 4). Si consideri — come funzione definita q.o. su R; si osservi
x
che:

loc

1
v —¢Li (R) (ad esempio, non & integrabile sul compatto [—1,1]);
T

A le uniche funzioni ¢g: R — C definite q.o. che sono state identificate
ad elementi di 2'(R) sono le g € L _(R); ne segue che

loc
L¢P ®)
. .
Per k=1,2,3,..., si ponga
1
fuolz) =~ <1 - X(_1/k,1/k)(90)> € Lipc(R) .

Sia ¢(x) € Z(R). Scelto r > 0 tale che supp ¢ C (—r,r), si ha:
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Vv la funzione
o(r) — (0)
x

:R — C d.q.o0.
¢ prolungabile per continuita ad una funzione C° su R;
¢ ne segue

o) =) C 11 gy

A si ha

Cenno. Si ha

-1/k r
lim | fup = lim (/ o) +/ 90(33)) —
k—oo JR k—o0 —_r X 1/k X

onto [0 [0

—r x

L R p(x) —p(0) | [T elx) —9(0)) _
_klgrc}o</_r T +/1/k >_

:/’" () = #(0)

X

Se ne deduce che:
vV (f1, f2, f3,...) € una predistribuzione su R;

A posto

1_
=

1
pv = valore principale di [(f1, f2, f3,...)] € Z'(R) ,
per ogni ¢ € Z(R), e per ogni r > 0 tale che

supp ¢ C (—r,r)

[ (o D) estoao= [ £0=20,.

si ha
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Attenzione: Il procedimento applicato alla funzione 1/x non ¢ generaliz-
zabile: ad esempio (f1, fo, f3,...), ove

1

folz) = — (1 - X(_1/k,1/k)(9€)> € Lipe(R) ,

non ¢ una predistribuzione su R.






Capitolo 3

Prodotto, traslazioni e
dilatazioni, derivate,
restrizioni

3.1 Prodotto tra funzioni C* e distribuzioni

Sia 2 C R™ un aperto.
Il seguente proplema ¢ tuttora aperto:

Problema. Trovare le coppie (2, %) di sottospazi di 2'(f2) tali che
per ogni ¢ € A, f € A sia definibile un elemento di 2'(Q2) da poter
ragionevolmente definire prodotto di ¢ per f e quindi indicare con il
simbolo “Cf”.

Nota. L’avverbio ragionevolmente sottintende una lista (omessa)
di richieste estremamente tecniche.

Ne sono note poche soluzioni. La Definizione che segue fornisce quella
piu elementare e piu usata

3.1.1 Definizione(di prodotto tra funzioni C* e distribuzioni). Siano
(eC®(Q), feZ'(9).
Sussistono gli asserti:

a) La definizione seguente:

o scegliere un rappresentante (f1, fa, f3,...) di f,
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o porre

Cf £ [(Cfl?gf%c.ffia"')] € -@/(Q) )

¢ una buona definizione.

b) per ogni p € Z(1), si ha

/Q(Cf)wz/ﬂfo(@)-

NOTA. Per b), la definizione di (f data in a) ¢ coerente con la definizione
data da Schwartz (vedi Chapitre V, §1, Definition).

Cenno. Per Vk si ha (fy € Li(Q); inoltre per Vo € 2(1) si ha
Cpe2(Q
hm/ e = Jim [ filce) = [ 1eco):
ne seguono entrambi gli asserti. |

Il seguente Teorema fornisce le proprieta essenziali dell’operazione sopra
definita.

3.1.2 Teorema. Sussistono gli asserti:
a) L’applicazione

C®(Q) x 2'(Q) — Z'(Q)
(¢ f) —  ¢f

¢ bilineare.

b) Per V(,n € C®(Q) e Vf € 2'(Q) si ha
(Cn).f =<nf) -
c) Per V¢ € C*°(Q2) I'applicazione

7'Q) — 2'Q)
foo— <

& continua, ossia: per Vf € 2'(Q) e per Vfi, fa, fs,... € 2'(Q) si ha

/= .@’—klim fe=C(f = .@'—klim Cfr -
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Cenno. a),b). Verifiche banali. Quanto a c), per Vo € Z2(Q) si ha:

fim [ (o= tim [ fietco)= [ et = [ (chee.
|

Il seguente Teorema fornisce il prodotto tra funzioni C*° e delta di dirac.

3.1.3 Teorema. Sia a € Q, e sia ((z) € C*°(Q). Si ha:

Cenno. Per ogni ¢(x) € Z() si ha
/ C(@)bal)  0(x) = [ 8alx) o C(x)p() = C(a)p(a)
Q Q
/ C(@)6a(z) ® (z) = (a) / ba(2) ® 0() = C(a)p(a)
Q Q

|
La seguente Nota evidenzia un prodotto significativo in Z'(R).
. 1
3.1.4 Nota. In Z'(R) si ha: z (pv > =1.
x
1
Cenno. Si usi il rappresentante (f1, f2, f3,...) di pv - definito da
1
fr(z) = p (1 - X(_l/k,l/k)($)> ;
e si verifichi che (zfi(z), x fo(z), xf3(x),...) ~(1,1,1,...) . [

3.2 Traslazioni e dilatazioni in 2'(R")

La Definizione che segue introduce le nozioni di traslazioni e dilatazioni per
distribuzioni in R".

3.2.1 Definizione. Sia f(z) € Z2'(R"), e siano a € R", A € R, A # 0.
Sussitono gli asserti:

a) La definizione seguente:
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o scegliere un rappresentente (fi(x), fo(x), f3(x),...) di f(x),
o porre

fOz+a) 2 [(idz +a), oAz +a), s(M\z +a),...)] ,

¢ una buona definizione.
b) Per ogni p(z) € Z(R™) si ha
fOw+a)e (o) = o [ @) e (1x - 1a)

NOTA. Per b), la definizione di f(Az + a) data in a) & coerente con la
definizione di traslazione data da Schwartz (vedi Chapitre II, §5, considera-
zioni nella Dimostrazione del Théorém IV) e con generalizzazioni usuali in
letteratura (vedi Vladimirov, Section 1.9, pg 21).

Cenno. Per Vk si ha fy(Az +a) € LL _(R™); inoltre per Vo (z) € Z(R")

loc
si ha:
Lo L) eamm)
® )\x )\a )

lim [ fu(ha +a)p(z) =

k—o0 R

. 1 1
= klingo - fe(Az +a)p (A()\ZL‘ +a)— Aa) =

= lim 1 fe(z)e <ix — ia) =

]{I—>OO|)\|TL R
1 1 1
~ Sy 10 (5 30)
ne seguono entrambi gli asserti. |

Il seguente Teorema prova che traslazioni e dilatazioni sono operazioni
continue.

3.2.2 Teorema. Siano a € R", A € R, A # 0. L’applicazione
7'R") —  Z'(R")
fle)  — f(Az+a)

& continua, ossia perVf(z) € ' (R") e perVfi(x), f2(x), f3(z),... € Z'(R™)
st ha

f(@) = 7' lim fi(x) = fOz +a) = 7" lim fy(Az +a) .
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Cenno. Tenuto conto di b) della Definizione precedente, per Vo(z) €
2(R™) si ha:
1
hm - fe(Az +a) e p(x) = k:h—>oo|)\”/ fr(z < x — )\a> =
_
A" Jn

f@yee (50 50) = [ r0wtaes).

La seguente Definizione introduce “la” delta di Dirac in R™ e ne deter-
mina le traslate e dilatate.

3.2.3 Definizione(la delta di Dirac in R™). La distribuzione
d(xz) = do(x) € 7'(R")
si dice la delta di Dirac in R™. Sussistono gli asserti:

a) per Vo € Z(R") si ha:
o(z) ® p(z) = ¢(0) ;
R™
b) siano a € R", A € R, XA # 0; per Vo(x) € Z(R") si ha:

[ s0w+a)eote) = o [ swee (o 30) = e (<50) 5

ne segue che:

o 5(/\x+a) |A|n 1/)\)a(x)7

1
= W o(x),

o 0(x —a) = dq(x), ossia: §(x — a) é la delta di Dirac in a.

3.3 Derivate distribuzionali

In questa Sezione proviamo che per ogni distribuzione ¢ possibile definire
distribuzioni che ragionevolmente svolgano il ruolo di loro derivate; in par-
ticolare proviamo che la scelta della convergenza s.d. in LllOC soddisfa la
richiesta 2.1.5.

Sia 2 C R™ un aperto.

La definizione di derivazione distribuzionale richiede i seguenti due Lem-
mi.
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3.3.1 Lemma. Sia f € C!(Q) una funzione a supporto compatto. Per
j=1,...,nsiha
of

=0
8:13]

Cenno. Supponiamo j = 1. Sia f il prolungamento banale di f ad R™;
essendo supp f compatto si ha che f € CY(R™), essendo inoltre supp J.f / 0x1
compatto si ha che 0f / Oz € integrabile su R™. Per il Teorema di Fubini si

ha
of of / /af
— = — = — (x1,22,...,2p)dz1 | dao - - - dxy
anl R™ 3331 RnllRaxl( b2 ) ! 2

Per le ipotesi di regolarita e compattezza, per ogni (z2,...,2,) € R*! si

ha ~
of
— dx; =0.
/133331 (1'1,1'2, 7xn) X1
Ne segue ’asserto. |

3.3.2 Lemma. Siano f,g € C*() due funzioni, una delle quali a supporto
compatto. Per j =1,...,n si ha

&c] / I 8x]
Cenno. Si ha fg € C(Q); inoltre supp fg & compatto. Applicando
3.3.1 ad fg, si ottiene I'asserto. |

La Definizione seguente introduce le derivate distribuzionali prime di
ogni distribuzione.

3.3.3 Definizione(di derivate distribuzionali). Sia f(z) € 2/(2). Sussis-
stono gli asserti:
a) Per j =1,...,n, la definizione seguente:

o scegliere un rappresentante (f1, fa, f3,...) di f tale che
Vfi € CHQ)

(esiste per il Teorema 2.14.3),

o porre

Of A~ [(0fr Ofz Of3 ,
9a; [(%,%,%,...)]em,
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¢ una buona definizione.

a’) La definizione precedente non introduce ambiguita; precisamente, se
f € CY(Q), la distribuzione

9f & [<8f1 f2 Ofs )}

Ox;j ox;’ dx; O

8a:j’ aTj? &T]‘,”.
coincide con la usuale derivata parziale prima di f rispetto ad z;.
b) Per ogni ¢ € 2() si ha

Grrj *r= /f 8:):J

. . Oy
he — Q)).
(si osservi che oz, € 2(Q))

Le distribuzioni
of  of
a$ 1 8xn

si dicono le derivate parziali distribuzionali prime di f(x).

€ 7'(®)

NOTA. Per b), la definizione di o data in a) ¢ coerente con la definizione

695]-
data da Schwartz (vedi Chapitre II, §1, Formule (II,1;6)).
Cenno. a),b). Ovviamente

O fk

v@x]

Lloc(Q) )

inoltre per ogni ¢ € Z(£2), tenuto conto del Lemma 3.3.2, si ha

khl&/a (p__kl—wo/ f’“ax] /f 9z,

Ne seguono facilmente entrambi gli asserti.
a’). Usare come rappresentante di f la predistribuzione (f, f, f,...). B

Il Teorema seguente da le proprieta del prodotto di composizione tra
operatori di derivazione prima.

3.3.4 Teorema. Sia f € 2'(2). Sussistono gli asserti:
a) per Vj,l € {1,...,n} si ha

0 0 0 0

om0z, = 9w 0m
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b) per Vji,...,jn € {1, e ,n}, applicando ad f gli operatori

0 0
8.1'3'1’“"8.%']',1

in un qualsiasi ordine, si ottiene sempre lo stesso risultato;

c¢) ogni derivata distribuzionale h-esima di f(x) si puo scrivere nella

forma
gu++an

a1 q
0xi" -+ Oxy”

con q=(q1,...,q,) € IN" tale che |q| = h;

f=01f

d) per ogni p € Z(Q) si ha

[ @nee=0m [ ren

(si osservi che 0%p € 2(Q));
e) se f € CM(Q), i significati distribuzionale e classico di 92f coincidono.
Cenno. a). Sia (f1, f2, f3,...) un rappresentantre di f, con ogni fj €
C?(Q); per il Teorema di Schwarz, per ogni k si ha

0 0 0 0

37561373"}% = aTjaTglfk .

b),c),d). Seguono banalmente da a).
e). Segue dall'item a’) della Definizione 3.3.3. [

Il seguente Teorema estende alle distribuzioni le usuali regole di deriva-
zione di un prodotto.

3.3.5 Teorema. Per V¢ € C*°(Q) e per Vf € 2'(Q) si ha

%b@ﬁ <§C>f+6(ai>

Cenno. Sia (f1, f2, f3,...) un rappresentante C* di f; allora ((f1, (f2,(f3, .-

¢ un rappresentante C'* di ¢ f; pertanto

5 (e = [( (CR). G G ). ]

Ne segue l’asserto. |

)
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Il seguente Teorema prova che gli operatori di derivazione sono lineari e
continui, e che per 2 = R"™ sono anche invarianti per traslazione.

3.3.6 Teorema. Si consideri I'applicazione

0

g 7 — 7).

Sussistono gli asserti:

a) 9 ¢ lineare;
c%j
9
856j

st ha

b) & continua, ossia: per Vf € 2'(Q) e per Vfi, fo, f3,... € 2'(Q)

of i Afk
!/ / .
f=9- hm fk =_ oz, =9 kﬂooax]

0 . , oo . .
c) se Q =R" — & invariante per traslazioni, ossia: per Ya € R™ si ha
.
J

) _of
aij(x —a) = EE(% —a)

Cenno. a). Ovvio.
b). Per ogni ¢ € Z(Q) si ha

lim ka(p_—hm/fko =
a.%']

k—o0 895] k—o0

of
/f 8:1:J q 0z *¥
c). Per ogni ¢ € 2(1) si ha
/8% x—a) /f:r—a 8x](x):
/f x+a /f oz +a)=

of

o
[ e so<x+a>—/gaxj<x—a>-w<x>
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3.4 Derivate distribuzionali in 2'(R"): esempi

3.4.1 Rappresentanti di 0 e delle sue derivate. Sia ¢(x) una qualsiasi
funzione verificante le condizioni:

o(2) € Z(R"), Vo € R" p(z) >0, supp ¢ C I(0,1), / o=1;

ad esempio la funzione definita da (vedi Sezione 2.6):

(z) = ce=V/A=l=l®) i) < 1
e 0 el =1

con ¢ € R tale da normalizzare ad 1 l'integrale di ¢.
Sia
9, lgl=heN

un operatore di derivazione h-esima. Sussistono gli asserti:
a) Per la Definizione 2.16.1,
(K"p(kx) - k=1,2,3,...)

¢ un rappresentante di §(z).

b) Per a) e per il Corollario 2.12.3 si ha: 6(x) = @’—klingok”¢(kx) .
c¢) Per la continuita di 09 (vedi Teorema 3.3.6) si ha:
0% (x) = @’—klingoknaq(go(kx)) = 9’—kli_)ngok"kq1 kI (0) (kx) .
d) Per c) e per il Corollario 2.12.3,
(k"%(aqgo)(kx) k=1,2,3,. )
¢ un rappresentante di 99(z).

3.4.2 Funzioni “gradino” e loro derivate. Usiamo la seguente termi-
nologia:

o (e1,...,e,) € la base canonica di R";

o E, 2 (e,,>L = (el,...,ey_l,ey+1,...,en);



3.4 Derivate distribuzionali in 2'(R™): esempi 63

o Hy(x): R™ — C¢ la funzione gradino in direzione e, ossia la funzione

definita da:
0 sex, <0
H,(z) = { :

1 sex, >0

(nota: per n = 1 la funzione gradino Hi(z) ¢ 'usuale funzione di
Heaviside H(z) in R)

o og,(z) € Z'(R™) & la distribuzione di massa in R"™ concentrata in E,
con densita (n — 1)-dimensionale unitaria costante, ossia la distribu-
zione in R"™ definita da (vedi Sezione 2.17):

/naEy(@-so(m):/ysoda:

= / 90(1'1, ey Ty—1, 0, Ty, - vl‘n)dxl coeday g o daygq-c-dag,
Rn—1

per Yp(z) € 2(R") .

Sussiste 'asserto: per 7 =1,...,n si ha:
8Hl, 5Ey (.'17) ) ] =V
-(7) = .
ax] 0 y J 7é 4

Cenno. Consideriamo ad esempio il caso: v =1, j = 1. Per Vp(zx) €
Z(R™) si ha:

0H, B Dy B
/]Rnaxl(x)ow(x)—— Hl(m).%(x)_

Oy / dp
Y L 2 (5)dz =
R 1( )81}1( ) (2€Rn 2150} axl( )

+o0
:—/Rn_l {/0 SZ(xl,xQ,...,xn)dxl] dzy---dz, =

= —/ [—(0,z2,...,z,)]dxy - - -dzy = O, (x) e p(x) .
Rn—1 Rn

I rimanenti casi hanno dimostrazione analoga. |

E esperienza comune che misurando con un oscilloscopio (senza variarne
le tarature) ampiezza di segnali sinusoidali di ampiezza costante, al crescere
della frequenza le ampiezze misurate risultanti tendono a svanire. Il seguente
Esempio prova che le misure relative alle ¢ € Z(R"™) si comportano rispetto
alle funzioni circolari in modo analogo alle misure effettuate con oscilloscopi.
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3.4.3 Evanescenza delle funzioni cirolari al crescere della frequen-
za. Per Yw = (w1,...,w,) € R™, la funzione circ,(x) della variabile x =
(x1,...,2y) € R" definita da

. A ilw- ;
ClI‘Cw(.%') A ez(w x) _ ez(wlcr:l—i- +Wnn) 7

si dira la funzione circolare complessa in R™ di pulsazione w.
Sia
W = (wk:lv--'awkn) e R" , k=1,2,3,...
una sucessione di pulsazioni tale che
lim [jwg| = +o0;
k—o0
sussitono gli asserti seguenti:
a) si ha 2'- lim circ,, (z) =0 ;
k—o0

b) per ogni polinomio complesso P(X) = P(X1,...,X,) nelle indetermi-
nate X = (X1,...,X,), si ha

9’—klim P(wy)circy, (z) =

= P'-1im P(wp, . .., Wy ) @1t Fwinzn) —
k—oo

Cenno. a-caso particolare). Supponiamo che 35 tale che klirn Wgj = 0.
—00

In tale caso si ha:

. I
L*- lim ——circ,, (x) =0 ;
k—oo Wy

il Teorema 1.6.1 prova che la L°°-convergenza implica la Llloc—converganza,
il Teorema 2.5.1 prova che la Llloc—convergenza implica la convergenza s.d.;

di conseguenza si ottiene:

N
.@’—khrrolommrcwk () =0;
- J

tenuto conto che

circy, (z) = ai (Fcircwk (x)>
j

WWEj
e che 0/0x; € un operatore continuo, si conclude che:

2'- lim circy, (z) =0,
k—oo
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ossia che a) sussiste sotto la particolare ipotesi considerata.
a-caso generale). Siccome lim ||wg|| = oo, esistono
k—o00

A1, Ao, Ag, ... E{l,...,n}

tali che
lim wyy, = oo .
k—o00
Per j =1,...,n siano
k‘lj <k‘2j <k3j < -

gli indici k tali che A\, = j; per tuttii j per i quali tali indici sono in numero
infinito, tenuto conto di a-caso particolare), si ha

() =0;

S
2'- lim circy,
V—00 J

tenuto conto che, a parte un eventuale numero finito di k, ogni k figura in
una delle al piu n successioni relative a tali j, si conclude che

2'- lim circg, (x) =0 .
k—o0

b-caso particolare). Supponiamo che P(X) sia un monomio monico, ossia
che
P(X) = X0 Xi s
in tal caso si ha:
1 u++an

iq1+"'+Qn 83}%1 N 8:1:%"

P(wy)cirey, (z) = circy, () ;

per 'item a) e per la continuita degli operatori di derivazione si ottiene:

2'- lim P(wy)circ,, (x) =0 .

k—o00

b-caso generale). Conseguenza banale del caso precedente. |

3.5 Restrizioni di distribuzioni

Siano I' C 2 C R™ aperti.

3.5.1 Definizione(di restrizione di una distribuzione). Sia f(x) € 2'(Q).
Sussisstono gli asserti:
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a) La definizione seguente:

o scegliere un rappresentante (f1, fo, f3,...) di f,

o porre
A

fov =I[(fir far.f3,1,- )]
¢ una buona definizione.

b) Per ogni ¢ € Z(I') si ha

/Ff/r°¢=/gf°80~

La distribuzione f r si dice la restrizione di f a T'.
Cenno. Ovviamente Vfi r € L%OC(F). Inoltre, per ogni ¢ € Z(I),
tenuto conto che ¢ € Z(Q), si ha:

tim [ ()= Jim [ o= [ fee.

Ne seguono entrambi gli asserti. |
Il seguente Teorema evidenzia che 'operazione di restrizione € coerente
con il prodotto per funzioni C*° e con gli operatori di derivazione, ed &

continua.

3.5.2 Teorema. Sussistono gli asserti:

a) Per V( € C*(Q) e per Vf € 2'(Q) si ha:
€fl r=¢rfr.

b) Per Vf € 2'(Q) e per Vj € {1,...,n} si ha:
ory  _ o)
Ba:j T 81']' '

7' — 7'(T)

c¢) L’applicazione

f — for

¢ lineare e continua.

Cenno. Verifiche dirette. [ |
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La nozione di restrizione consente di considerare le proprieta di una
distribuzione sui sottinsiemi aperti del dominio ove ¢ definita. Si adotta la
terminologia seguente.

3.5.3 Terminologia. Siano f,g € 2'(Q).

a) Se f,r =g, r, ossia se per Vo € Z(I') si ha

/Qfﬂp:/ggﬂp,

allora f e g si dicono uguali su I'.
b) Se f,r =0, ossia se per Vo € Z(I') si ha

/ﬂf°s0=0,

allora f si dice nulla su I'.
¢) Se f,r € Li (T), allora f si dice L{ _ suT.

d) Se f,r € COT"), allora f si dice C” suT.

e) etc.
3.5.4 Esempi.

a) Sia a € Q; si consideri 0, € 2'(2). Per ogni aperto I' C 2 sono
equivalenti gli asserti:
o 0, ¢ nulla su I,
oad¢gl.

1
b) In Z'(R), la distribuzione v ¢ sia Ll sia C® su R\ {0} .

3.6 Incollamento di distribuzioni

Sia 2 C R™.
Il Lemma seguente ¢ alla base del teorema di incollamento tra distribu-
zioni.

3.6.1 Lemma(partizioni dell’unita). SiaI';, j € J, una famiglia di aperti

tale che:
Ur,=a.
jeJ

Esiste una famiglia di funzioni o € C*°(Q2), j € J, tale che:
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o per Vj € J si ha: aj(x) > 0 per Vz € Q,
o per Vj si ha: supp o; C Iy,

o per ogni insieme compatto K C Q, quasi tutte le a; (ossia: tutte,
eccetto un numero finito) sono nulle su K,

o per Vx € {2 si ha:

> aj(x) =1

jeJ

(si osservi che per Vz € €, in tale somma quasi tutti gli addendi sono
nulli).

Una tale famiglia di funzioni si dice una partizione dell’unita su §2 associata

alla famiglia di aperti I';.
(Per la dimostrazione, vedi Schwartz, Théoreme II, Chapitre I) |

Il Teorema seguente precisa il significato di incollamento di distribuzion;.

3.6.2 Teorema. Sia I';, j € J, una famiglia di aperti tale che:
Uri=a.
Jj€J

Sia f; € 2'(T';), j € J, una famiglia di distribuzioni. Se:

a) per Vi,j € J tali che I'; N T'j # 0, le restrizioni di f; ed f; aI; NT;
coincidono.

allora:
b) esiste una ed una sola f € 2'(Q2) tale che f v, = f; per Vj € J .

Cenno. Sia o, j € J, una partizione dell'unita associata alla famiglia
di aperti I'j. Per Vo € 2(Q) si ha:

o Voaj; € (1) ,

o quasi tutte le pa; sono nulle sul compatto supp ¢,

o p= Z oy (si osservi che quasi tutti gli addendi sono nulli).
Jj€J
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Supponiamo in primo luogo che esista una distribuzione f € 2'(Q) tale che
Vi r;, = [fj- Per Vo € 2(Q) si ha:

/QfNOZ/Qf'jEZJSOOéjZjEZJ/Qf”Paj:jZE;/ijj'soaj-

Consideriamo quindi il funzionale su Z2(2) definito da

‘P'—>Z/F.fj‘900‘j§
J

jedJ

tale funzionale verifica le proprieta seguenti (per i dettagli delle dimostra-
zioni, vedi Schwartz, Théoréeme IV, Chapitre I):

o ¢ lineare e continuo, pertanto ¢ una distribuzione f € 2'(Q),

o come conseguenza delle ipotesi sulle f; e della scelta delle a;, per

Vo € 2(I) si ha
/wa:/mfup-

Le considerazioni precedenti provano 1’asserto. |

Il seguente Corollario prove che se una distribuzione ¢ nulla su tutti gli
elementi di una famiglia di aperti, allora e nulla anche sulla loro unione.

3.6.3 Corollario. Sia f € 2'(Q0), e sia
ricQ, jeJ

una famiglia di aperti tale che f r, =0 per ogni j € J.

Posto
r=Jr,
jeJ

siha f,r=0.
Cenno. Entrambe le distribuzioni f,r, 0 € 2'(I') hanno nulla la re-
strizione a ciascun I'j. Per il Teorema precedente, si ha allora f, r = 0.
|
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3.7 Supporto di una distribuzione
Sia 2 C R™ un aperto, e sia f € 2'(Q2). Si pone (vedi Sezione 2.3):
Iy ={a € Q:esiste I(a,e) C Q tale che f, 4. =0}
supp f = supporto di f =Q\I'y =
={a € Q:per ogni I(a,e) CQ, siha f, . # 0}
Sia a € €; si ha:
o sono equivalenti gli asserti:

a) a < Ff,
b) esiste I(a,e) C 2 tale che per Vo € Z(I(a,¢)) si ha

/Qf°90=0;

o sono equivalenti gli asserti:

a’) a € supp f,
b’) per ogni I(a,e) C Q, esiste ¢ € Z(I(a,e)) tale che

/Qf-wéo.

Si osservi che:

ose f € L (Q), allora il supporto di f come elemento di 2'(Q) e il

loc
supporto di f come elemento di Ll () coincidono;

of
oFfCFﬁ suppECsuppf;
Ox; J

o per ogni a € Q si ha supp 0,(x) = {a}.
I seguente Teorema prova che I'y & il massimo sottinsieme aperto di €
sul quale f € nulla.
3.7.1 Teorema. Sussistono gli asserti:
o I'y ¢ aperto,
Cenno. Per Va € T’y sia I'y = I(a,e,) C €2 un intorno sferico

aperto di a sul quale f ¢ nulla. Si verifichi che I'y = U T, . |
GGFf
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o f ¢ nullasuly,
Cenno. Si applichi il Corollario 3.6.3 a I'y e alla famiglia I',
dell’item precedente. |

o I'y ¢ il massimo sottinsieme aperto di €2 su cui f ¢ nulla.
Cenno. Segue dai due item precedenti. |

11 seguente Teorema prova che se una p € Z() & nulla su un aperto che
D supp f, allora la p-misura di f & nulla.

3.7.2 Teorema. Sia ¢ € Z(Q). Si ha:

1) Sono equivalenti gli asserti:
a) g€ 2(L'y),
b) ¢ & nulla su un aperto D supp f,
c) (supp f) N (supp ¢) = 0.
Cenno. a) = supp ¢ C I'y = I'y, Dsupp f = b).
b) = esiste un aperto A tale che supp f C A C Q e che p A =
0=Ty,D>A=T,Dsupp f = c).
c) = (supp f)N(Q\Ty) =0 =supp f CT'y, = supp p C Ty =
a). |

2) Se ¢ € nulla su un aperto D supp f, allora si ha / fep=0.
Q
Cenno. Per il Teorema 3.7.1, f & nulla su I'y. L’ipotesi su ¢, per 1)
implica che ¢ € 2(I'y). |
Attenzione: lipotesi che ¢ sia nulla su supp f non & sufficiente a

garantire che la ¢-misura di f sia nulla; ad esempio:

o si consideri ) (z) € Z2'(R), e sia ¢ € Z(R) la funzione definita da
(vedi Sezione 2.6):

o) = { pe 0= g <1

0 , zl =17

o ¢(0) = 0, pertanto ¢ & nulla su supp 6 = {0},

o si ha pero:

/5(1).90:_/5.¢(1):_¢(1)(0):—1/e7é0.
R R
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Il Corollario seguente prova che se una funzione ¢ € C*°(€)) ha valore
costante 1 su un aperto D supp f, allora (f = f.

3.7.3 Corollario. Sia ((z) € C*®(R) tale che ((z) = 1 su un aperto
Dsupp f. Siha: (f=f.

Cenno. Per ogni ¢ € 2(Q), essendo (1 —)p € 2(2) nulla su un aperto
D supp f, ed applicando 3.7.2, si ha

La-afee=[ rea-0p=0:

ne segue (1 —¢)f =0, e quindi f = (f. [ |



Capitolo 4

Distribuzioni a supporto
compatto

4.1 Alcune nozioni topologiche in R"

Sia Q C R™ un aperto.
Il seguente Lemma prova che {2 € I'unione di una famiglia crescente di
aperti limitati ciascuno maggiore della chiusura del precedente.

4.1.1 Lemma. Sussistono gli asserti:

a) Esiste una successione €2 di aperti limitati tale che:

MO --c, Q:UQk
f=1

b) Sia ) una tale successione. Per ogni compatto K C (2, esiste k tale
che: K C .

Per la dimostrazione vedi Capitolo 10.

11 seguente Teorema prova l'esistenza di ¢ € Z(£2) aventi comportamenti
opportuni rispetto a compatti K C €.

4.1.2 Teorema. Siano K un compatto ed U un aperto tali che:
KcUcQ.

Esiste ¢ € 2(Q2) tale che:



74 4 Distribuzioni a supporto compatto

o supp ¢ C U,
¢ ¢ =1 suun aperto D K.

Cenno. Per il Lemma 4.1.1 applicato ad U, esistono aperti limitati A, B
tali che:
KCcACACBCBCU.

Si considerino gli aperti:
=B, To=0Q\A4;

si ha: @ = T’y UT9. Sia aj,as € C*°(2) un partizione dell’unita su
associata a I'1, 'y (vedi Lemma 3.6.1).

Si ha: supp a1 C I'y = B C B; essendo B compatto, si ha a; € 2(Q).

Inoltre: essendo supp az C s = Q\ A, si ha (vedi Sezione 2.3) Ty, D A4,
pertanto aa(x) = 0 per Vo € A; essendo aq(z) + az(z) = 1 per Vo € Q, ne
segue che aq(z) =1 per Vz € A.

Ponendo ¢ = a3, si ottiene 'asserto. ]

4.2 Lo spazio &' delle distribuzioni a supporto com-
patto

Sia 2 C R™ un aperto.
Il seguente Teorema fornisce condizioni equivalenti a che una distribu-
zione su {2 abbia supporto compatto.

4.2.1 Teorema. Sia f € 2'(Q). Sono equivalenti gli asserti:

a) supp f & compatto;
b) esiste ¢ € Z(Q) tale che (f = f;
¢) esiste un rappresentante a supporto compatto di f, ossia un rappre-

sentante (f1, fo, f3,...) di f per il quale esiste un compatto K C
tale che Vsupp fi C K.

Cenno. a)=-b). Per il Teorema 4.1.2 applicato al compatto supp f C €2,
esiste ( € Z(Q) tale che ((x) = 1 su un aperto D supp f. Per il Corollario
3.7.3siha Cf = f.

b)=-c). Sia (g1, 92,93, ...) un rappresentante di f; si ponga:

(f17f27f37' . ) £ (C9174927C937"‘) .
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(f1, f2, f3,...) € un rappresentante di (f; essendo Cf = f, (f1, fo, f3,...) €
un rappresentante di f. Siccome Vsupp fr = supp (Cgx) C supp ¢ , e supp ¢
¢ compatto, (f1, f2, f3,...) € a supporto compatto.

c¢)=-a). Siano (f1, f2, f3,...), K comeinc). Siaa € Q\ K, esia I(a,e) C
2 tale che I(a,e) N K = 0; per Vo € Z(I(a,e)) si ha Vfrp = 0: ne segue

[ ree=jin [ fip=o0;
Q k=00 /g
ne segue a € I'y. Pertanto Q\ K C I'y, e di conseguenza supp f C K. W

Il seguente Teorema prova che ogni distribuzione a supporto compatto
su {2 ammette un prolungamento banale a tutto R".

4.2.2 Teorema. Sia f € 2'(2) una distribuzione a supporto compatto.
Esiste una ed una sola distribuzione su R™ verificante le proprieta seguenti:

o ha supporto contenuto in §2,

o la sua restrizione ad 2 ¢ f.

Tale ditribuzione si dice il prolungamento banale di f ad R", e si denota con
f, ossia con la stessa sigla della distribuzione di cui & prolungamento banale.
Cenno. Si applichi il Teorema 3.6.2 agli aperti e alle distribuzioni:

['=Q, Te=R"\supp f; fi=fe€P'(T1), =0 2'(Ty) .
|

4.2.3 Definizione. &'(Q2) denota l'insieme delle distribuzioni f € 2'(£)
tali che supp f € compatto.

In particolare &”(R™) denota 'insieme delle distribuzioni su R™ aventi
supporto compatto.

Per il Teorema 4.2.2, &’(Q) & l'insieme delle restrizioni ad 2 delle f €
&'(R™) tali che supp f C €.

4.2.4 Teorema. Sussitono gli asserti seguenti:
a) &'(Q) & un sottospazio di 2'(Q);
b per Vf € &'(Q) e Vo € C®(Q) si ha pf € &'(Q);
c per Vf € &'(2) e Vg € N" si ha 91f € &'(Q).
Cenno. a). Usare rappresentanti a supporto compatto.

b). Usare un rappresentante a supporto compatto di f.
¢). Si ha: supp df C supp f (vedi Sezione 3.7). |
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4.3 Lo spazio &. PDML e seminorme indotte da &
in &

Sia 2 C R™ un aperto.
Al fine di adottare la terminologia usata da Schwartz poniamo:

E(Q) 2 C®(Q) .

La Definizione che segue introduce, per Vo € &(Q) (cui fare riferimento
come strumenti di misura), una PDML p, e la relativa seminorma || - ||, in
E'(Q).

4.3.1 Definizione. Sia ¢ € &(Q). Per Vf € (), scelti comunque:

o (f1, f2, f3,--.) rappresentante a supporto compatto di f (vedi Teorema
4.2.1),

o ( € 2(9) tale che ( =1 su un aperto D supp f,
si ha:

)kacpELl(Q, Cp € 2(9),

hm/fw /f Cp;

si pone:

/fw— hm/fkso /f Cp

(per litem b), tale definizione & una buona definizione ossia non di-
pendente dalla scelta di (f1, fo, f3,...) e di {, inoltre se p € Z(Q) tale
simbolo non diviene ambiguo),

ou@(f)é/gfw,

o 1fllp = la()l = ‘/Qf-so' |

L’applicazione / o:&(Q) x &) — C & ovviamente bilineare; in partico-
Q
lare f1, € una PDML in &'(2).

Dimostrazione di b). Sia K C 2 un compatto D Vsupp fx; si osservi
che allora si ha anche K D supp f. Sian € 2(Q) tale che n = 1 su un
aperto D K, e quindi in particolare su un aperto D Vsupp fx. Si ha:
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o Vnfr = fr, e € 2(22

o kl;r{)lo/ frp = hm/ nfe)p = hm/fk np) /f ne,

o tenuto conto che (¢ —n)p € Z(2) & nulla su un aperto che O supp f,
per il Teorema 3.7.2 si ha:

/Qf°Cs0/Qf°n<p=/Qf°(Cn)s0=

Il seguente Terema prova che 'operazione / e ha il comportamento atteso

rispetto agli operatori di moltiplicazione per funzioni C*° e di derivazione.

4.3.2 Teorema. Sussitono gli asserti:

a) per Vf € &'(R), Vn € C>®(Q), Yy € £(Q) si ha:

/anwoz/ﬂfﬂw;
/axjfow— /Qf-ax]

Cenno. a). Calcolare primo e secondo membro usando ¢ come nella
Definizione 4.3.1.
b). Sia ¢ come nella Definizione 4.3.1. Si osservi che

| artee=[ grrece- /f-@)
/f cax] - [ 1 soa

0
e che 6—C € 2(Q) & nulla su un aperto che D supp f. [ |
Lj

4.4 &'-convergenza in &’

Sia 2 C R™ un aperto.
11 seguente Teorema prova che le famiglie di PDML e di seminorme (vedi
Definizione 4.3.1)

tos |- Il pe&Q)

sono separanti in &”(€).
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4.4.1 Sia f € &'(2). Se per Vp € &(Q) si ha
/fNP:O,
Q
allora si ha f = 0.

Cenno. Dall’ipotesi segue che per Vo € Z(Q) si ha /fup = 0.
Q

L’asserto segue quindi dal Teorema 2.10.1. |

La convergenza indotta in &”/(Q) dalle famiglie separanti di PDML e di
seminorme

tos |- Il pe&(Q)

si chiama &”-convergenza.
Siano f1, f2, f3,..., [ rispettivamente una successione ed un elemento
di &(€2). Per il Teorema 2.4.2 si ha:

o sono equivalenti gli asserti:
a) &-lim fi = f,
k—o00
b) per Vo € £(Q2) si ha: lim fkocp:/fup;
k—o0 /) Q
o sono equivalenti gli asserti:
a’) fi, f2, f3,... & una successione di &’-Cauchy,
b’) per ogni p € &(R), in C esiste klim freop.
— 00 Q

Il seguente Teorema caratterizza le successioni di &’-Cauchy in termini
di 2'-convergenza e di condizioni topologiche sui supporti.

4.4.2 Teorema. Sia f1, fa, f3,... una successione di elementi di &”’(9);
sono equivalenti gli asserti:

a) f1, f2, f3,... & una successione di &’-Cauchy;

b) f1, f2, f3,-.. ¢ una successione di 2’-Cauchy, ed esiste un compatto
K C Q tale che Vsupp fr C K.

Per la dimostrazione vedi Capitolo 10.

I seguenti Teoremi provano che &’(£2) ¢ completo e che 2(Q) ¢ &’-denso
in &'(Q).
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4.4.3 Teorema. Sia fi, fo, f3,... € &'(£2) una successione di &’-Cauchy.
Sussistono gli asserti:

o per il Teorema 4.4.2 esiste f = @/—klim fr € 2'(Q),
—0Q
o fed& (),
o &-lim f = f.
k—o0
In particolare: lo spazio &”(€2) & completo rispetto alla famiglia di seminorme

-l pe&(©).

Cenno. Sia K C  un compatto tale che Vsupp f C K, esia ( € 2(0)
tale che ( = 1 su un aperto D K. Si ha

(f = .@’—klim Cfr = 9’—klim fi=1f

quindi f € &'(Q).
Per Vo € £(Q) si ha

lim/fkup_ lim/kaocp_ lim/fkoggo_
k—oo J k—oo J0 k—oo J

=/Qf°C<p=/QCf°<p=/Qf°sO-

4.4.4 Teorema. Z(2) ¢ &’-denso in &"(1).

Cenno. Sia f € &'(Q) e sia @1, p2, @3, ... € Z() una successione tale
che

f= .@’—klim Ok -
Sia ¢ € 2(Q) tale che (f = f. Si ha
f=¢f =2 Jim Cor.

Ovviamente V(pr € 2(1); inoltre, essendo Vsupp (¢ C supp ¢, per il
Teorema 4.4.2 si ha:

f= éa’—klim Cox
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Il Lemma e il Teorema seguenti riformulano il Lemma 2.16.4 e il Teorema
2.16.5 (relativi all’approsssimazione di distribuzioni tramite combinazioni
lineari di delta di Dirac) in termini di &’-convergenza.

4.4.5 Osservazione. Sussitono gli asserti:

o per Ya € € si ha:

o supp 0, = {a},
o 04 € &'();

o A(Q) C &'().
4.4.6 Lemma. Sia n € 2(Q). Esiste una successione g € A(f2) tale che:

o Vsupp g C supp 17,

on= éa’—klim Gk -
4.4.7 Teorema. Sia f € 2'(Q) (risp. f € &'(Q2)). Esiste una famiglia
gkh (k,h € IN) di distribuzioni tale che:

o Vk,h: ggn € A(Q),

o f= @’—khm <@@’—hlim gkh) (risp. f = é?'—klim (é?’—hlim gkh>).

Cenno. Per la parte del secondo item relativa ad una f € &(Q), si
tenga conto del Teorema 4.4.4. ]

NOTE: Sia 2 C R" un aperto.
1) Sia a € Q. Si consideri ¢, € 2'(Q). Si ha:
o per Yo € &(Q) si ha: / do @ ¢ = ¢(a) (usare ¢ € 2(Q) tale che
Q

¢ = 1 su un aperto D supp d,, ed applicare la Definizione 4.3.1);

o il prolungamento banale di 6, € &'(2) a R"™ ¢ §, = §(x —a) €
E'(R™).

2) Siano f1, fa, f3,... € &'(Q), f€&'(Q). Siha:

g/—klim fk = f - .@’—klim fk = f .
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3) Sia a € Q e sia a1, a9, as,. .. € {) una successione tale che
lim ar = a .
k—o0

Si ha: @@’—klim 8a, = 0q (usare la Nota 1).

4) Sia b ¢ Q e sia aj, a9, as, ... € £ una successione tale che
lima,=5.
k—o0

Si considerino: in &’(€2) la successione d,, , e in &’ (R™) la successione
da, () = 6(x — ay,) dei corrispondenti prolungamenti banali ad R™. Si
ha:

o in &'(Q) la successione d,, non é di &’-Cauchy;
o in Z2'(Q) si ha: _@’—klim 0o, =0€ 2'(Q) ;
o in & (R") si ha: @@’—klim da, = 0p € &'(R™) .

4.5 Convergenza in &: distribuzioni a supporto
compatto come funzionali lineari e continui su

&

Sia 2 C R™ un aperto.
La seguente definizione introduce in &(£2) una nozione di convergenza
per successioni.

4.5.1 Definizione. Siano ¢1, v2, @3, ..., @ rispettivamente una successio-
ne ed un elemento di &(Q2); se per

vol, qeIN"

e per ogni compatto K C € la successione 09p1,0%po, dps3, ... converge
uniformemente su K a 9y, allora:

¢ si dice che la successione @1, p2, @3, ... &-converge a @

o si scrive &- lim g = .
k—oo

I seguente Lemma prova che lo spazio Z(2) € denso in &(12).



82 4 Distribuzioni a supporto compatto

4.5.2 Lemma. Sia ¢ € &(2). Esiste una successione

P1,92,P3,... € @(Q)

tale che:
p=2&-lim gy .
k—o0

Cenno. Per il Lemma 4.1.1 esiste una successione {2 di aperti limitati
tale che:

UL CcHcBHcQcQyc---CQ, Q:UQk.
k=1

Per il Teorema 4.1.2 esistono ¢ € Z(Q) tali che:

o supp Cx C Qp1,
o (t =1 su un aperto D Q.

. A . .. . .
La successione ¢y, = (i verifica la condizione richiesta. |

Il Teorema seguente Teorema mette in relazione la &’-convergenza con
la &-convergenza.

4.5.3 Teorema. Sussistono gli asserti:

a) se é‘”—klirn fe=1/[e é"—klim ok = ¢, allora si ha
lim/fkﬂpk:/fﬂp;
k—oo ) Q
b) per Vf € &'(Q), il funzionale
@H/foso, vy € &(Q)
Q
¢ lineare e continuo su &(f), cioe:
E-lm pp = =— lim/fogpk,:/fogo.
k—o0 k—o0 Q
Cenno. a). Sia K C © un compatto tale che

K D Vsupp f, K Dsupp f,
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e sia ¢ € Z(Q) tale che ¢ =1 su un aperto D K.
Si ha: .@’—klim fi=1, Q—klim Cor = Cp. Per il Teorema 2.14.2 si ha:
—00 —00

tim [ feco= [ fece:

I’asserto ne segue osservando che:

v/ﬂfk‘QOké/ka‘CSOkv /QfNDé/Qf‘CSO-

b). Applicare a. alla successione costante fr = f e alla successione .
|

La Nota che segue ricorda il significato attribuito da Schwartz al simbolo
4(647/ 77.

4.5.4 Nota. Denotiamo con
TE(N)

lo spazio dei funzionali lineari e continui su &(€2) ossia lo spazio delle
applicazioni lineari e continue

T:8(Q) —C,

con la convergenza indotta dalle famiglie ovviamente separanti di PDML e
di seminorme associate:

po(T) £ T (), ITIS £ | (T)| = [T (p)] p e &) .
Si osservi che:

o J& ¢ lo spazio chiamato “&”” da Schwartz,

o la convergenza indotta dalle PDML e dalle seminorme associate ¢ la
nozione di convergenza per successioni in “€’” secondo Schwartz.

Sia f € &'(2). Interpretando f come un fenomeno su §2 e gli elementi
di £(€2) come strumenti di misura sui fenomeni, si ottiene la famiglia

/qupeC p €&

dei risultati di tutte le misure effettuabili su f. La Definizione seguente
formalizza tale nozione.
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4.5.5 Definizione. Sia f € &(Q2); indichiamo con
Tp:8() — C
il funzionale lineare e continuo definito da (vedi b. del Teorema 4.5.3):
Ty(#) Z/wa V€ £(Q) .
Il Teorema seguente descrive l’isomorfismo canonico tra &'(2) con la
&’-convergenza e 7 & () con la convergenza sopra definita.
4.5.6 Teorema. Si consideri 'applicazione
T:&(Q) — TE(Q)
definita da (vedi Definizione 4.5.5)
T(f)=Ty  ¥fe& Q.
Sussistono gli asserti:

a) T & un isomorfismo di spazi vettoriali;
b) per Vf € &'(Q) e per Yy € &(N) si ha:

1o (Tr) = po(f) 5 NTrllG = [1flle 5

¢) T & un isomorfismo di spazi vettoriali con famiglie separanti di
PDML e di seminorme ad indici in &(€2).

Per la dimostrazione vedi Capitolo 10.

L’isomorfismo canonico T definito dal precedente Teorema consente di
identificare gli spazi &'(Q) e T& (). Tale identificazione rimuove 1’ambi-
guita del simbolo &”(€2), da noi usato a priori impropriamente per indicare
le distribuzioni a supporto compatto su §2, simbolo che in letteratura denota
invece lo spazio dei funzionali lineari e continui su &(£2), spazio che in questa
Sezione era stato da noi prudentemente indicato con il simbolo .7 &().



Capitolo 5

Distribuzioni temperate (a
crescita lenta)

5.1 Funzioni a crescita lenta e a decrescenza rapi-
da. Gli spazi Llloc/d, Oviy S

La seguente Definizione introduce la nozione di funzioni a crescita lenta.

5.1.1 Definizione. Si f : R — C una funzione.

”

o f si dice una funzione a crescita lenta s.u. (“s.u.” sta per “in senso

usuale”) se esistono C' > 0, h > 0 tali che
h
@l <o (Vi) = @+l .

o f si dice una funzione LllOC a crescita lenta se:
o f €L (R,
¢ f e a crescita lenta s.u. ;
lo spazio delle funzioni L], a crescita lenta si denota con LllOC /Cl(]R”).
o f si dice una funzione C'° a crescita lenta se:
o feC®MRM),
o 09f & a crescita lenta s.u. per ¢ € IN";

lo spazio delle funzioni C* a crescita lenta si denota con Oy(R™).

La seguente Definizione introduce la nozione di funzioni a decrescenza
rapida.
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5.1.2 Definizione. sia f: R" — C una funzione.

o f si dice una funzione a decrescenza rapida s.u. se per Vh € IN si ha:

lim Hxth(x) =0.

l[z[|—oc

o f si dice una funzione LllOC a decrescenza rapida se:

o f € Ly, (R"),

loc
o f e a decrescenza rapida s.u. ;

. . . 1 . . 1 ny.
lo spazio delle funzioni L; . a decrescenza rapida si denota con L. / ar(R™);

ovviamente Llloc/dr(IR”) C LY(R™).
o f si dice una funzione C* a decrescenza rapida se:
o feC®R").

o 01f & a decrescenza rapida s.u. per ogni ¢ € IN".

Lo spazio delle funzioni C* a decrescenza rapida si denota con .(R").

5.1.3 NOTE:

1) CIX] c ou(R™) C L%OC/CI(IR”) (C]X] & T'anello dei polinomi in n

indeterminate, qui considerato come anello delle funzioni polinomiali).
2) 2(R") C L (R"), e lel* e #(@Rm).
3) Se f : R® — C ¢ a crescita lenta s.u., allora f ¢ limitata su ogni
insieme limitato.
4) Se f:R™ — C ¢ a decrescenza rapida s.u. si ha:
o esiste p > 0 tale che f e limitata su R™\ (0, p),

¢ f puo essere non limitata su insiemi limitati.

5) Gli spazi L _ /CI(R”), Ov(R™), 7 (R™) sono chiusi rispetto alla mol-
tiplicazione.
6) Llloc/d(IR”) (R Cc LYR"), OyR") - (R™) C .7 (RM).
5.2 Convergenza in .. Funzionali lineari e conti-

nui su .¢

NOTA: Per alcune dimostrazioni sui funzionali lineari e continui su ., in
questa Sezione vengono fatti rimandi al testo di Vladimirov. Nel leggere
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tali dimostrazioni si tenga conto in tale testo il simbolo . viene usato per
indicare lo spazio dei funzionali lineari e continui su .7 .

La seguente Definizione introduce in . (R™) una nozione di convergenza per
successioni.

5.2.1 Definizione. Siano 1, @2, p3,... , @ rispettivamente una succes-
sione ed un elemento di ./(R™). Se:

o per Vv, q € IN" la successione
0%y (x)
converge uniformemente su R™ a 2¥90%(x),
allora:
o si dice che 1, @9, @3, ... S-converge a @,
o si serive .- lim pp = .
k—o0
I seguente Lemma prova che Z(R") ¢ denso in . (R").

5.2.2 Lemma. Sia ¢ € ¥ (R"). Esiste una successione

P1,$2,P3,... € @(]Rn)

tale che:
p =.7-lim ¢y .
k—o0
Cenno. Sian € Z(R") tale che n =1 su 1(0,1). Si ponga

m(x) =n((1/k)z) .

La successione o = nyp verifica le condizioni richieste (vedi Vladimirov pg
75 di Section 5.1). [ |

Per la Nota 6. di 5.1.3 si ha Llloc/Cl .. C L'; il seguente Lemma prova
1

che ad ogni funzione L; Jal ¢ associato un funzionale lineare e continuo su
. coerente con tale inclusione.
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5.2.3 Lemma. Sia f € L%OC/CI(IR”); I’applicazione:

S(R") — C

@ = fe
R™
¢ un funzionale lineare e continuo.
Cenno. Essendo f € Ll _(R"), esistono C > 0,h > 0 tali che

If@) <C(1+ ||m||2)h/2; posto v = h/2 + n, si ha allora:

@) .
T+ ey €L’

Siano @1, @2, @3, . . . , @ rispettivamente una successione ed un elemento di
< (R") tali che . —klim @ = . Tale ipotesi implica in particolare che la suc-
— 00
cessione (1+ ||z||?)"¢r(z) converge uniformemente su R™ a (1 + [|z[|?)" ¢ ().
Ne segue che la successione:

en(z) £ (1+ [[2]*) (pr(z) — ¢(x))

converge uniformemente su R™ a 0, e quindi in particolare che 3H > 0 tale
che: |ex(z)| < H per Vk, Vz.

Si considerino in L*(IR™) la successione fyy e I'elemento f; si ha:

o per Vx € R" si ha: klim f(@)pr(z) = f(z)p(x),

—00

o per Yk si ha:
_f@)
(1 + [l=[12)”

< 1@l + | s

X

@)l = ’f(x)w(w) T (o)

e L' (R")

Per il Teorema di Lebesgue sulla convergenza limitata si ha allora:

lim for = fo .
k—oo Jjn R”
[ |

Sussiste il seguente Lemma tecnico sulle successioni di funzionali lineari
e continui su ./ (R").
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5.2.4 Lemma. Sia T} : .(R") — C una successione di funzionali lineari
e continui tale che:

o per Yy € .7 (R") esiste klin;oTk(¢).
Allora:
a) il funzionale lineare T : . (R") — C definito da:
T(p) = lim Tp(p) Ve € L(R")

k—oo
¢ continuo;
b) se ¢ = Y—kllrgocpk, si ha: kli_{I;OTk(SOk) =T(p) .
Cenno. a). Per la dimostrazione, vedi Vladimirov (Corollary 3, pg 78).

b). Per Vo € S(R") esiste C, > 0 tale che V|Ti(¢)| < C,. Per
Vladimirov (Theorem(L.Schwartz), pg 77) si ha allora:

lim [Tk (¢ — @) =0,
k—oo

ossia:
lim [T} () — Tk ()| = 0 ;
k—oo
siccome klim Tr(p) = T(p), si ottiene I'asserto. [ |
— 00

Il seguente Lemma prova che ogni funzionale lineare e continuo su ./
puo essere descritto in tale maniera tramite una successione di funzionali
associati (nel senso del precedente Lemma 5.2.3) a funzioni 2.

5.2.5 Lemma. Sia 7' : ¥(R") — C un funzionale lineare e continuo.
Esiste una successione (; € Z(R") tale che:

o T(p)= lim [ (rp, Vpe S (V).

k—oo Jjn

Cenno. Per la Dimostrazione del Corollario pg 85 (Vladimirov), esiste
una successione & € Op(R™) tale che:

T(p) = lim | &, Veoe S (R");

k—oo R™

si consideri la successione di funzionali lineari e continui (vedi Lemma 5.2.3):

Ti(p) = Ekp -
Rn
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Sia n € Z(R") tale che n =1 su I(0, 1), e si ponga:

m(z) = n((1/k)zx) € Z(R")
k() = () (z) € Z(R") .
Per Vyp € Z(R") si ha:
o y—klir{:onkgp = ¢ (vedi la Dimostrazione del Lemma 5.2.2),
o lim Tj(p) = T(p)-
Allora, per b. del Lemma 5.2.4, per ogni ¢ € . (R") si ha:
o kli_{l(}oTk(nW) =T(p), cioe: Jm o Eenre = T(p),
da cui segue:

o H;O/ Ceyp = kli_{go/]R Seney = T(¢). u

i
k—
5.3 Distribuzioni temperate. Lo spazio .7’

La seguente Definizione introduce una particolare classe di predistribuzioni
su R™.

5.3.1 Definizione. Sia (fi, f2, f3,...) una predistribuzione su R"; se:

o ogmi fi € Ll (R,
o per ogni Yy € .7 (R"), esiste finito

lim [ frp
k—oo JRn

(si ricordi che frp € LY(R™) — vedi Nota 6. di 5.1.3),
allora:

o (f1, f2, f3,-..) si dird una predistribuzione temperata su R".

La seguente Definizione introduce la nozione di distribuzioni temperate
(o distribuzioni a crescita lenta) su R™.

5.3.2 Definizione. Sia f € 2'(R"). Se:
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o esiste un rappresentante temperato (fi, fa, f3,...) di f,
allora:
o f sidira una distribuzione temperata su R"™.

Il sottospazio di 2’(R™) i cui elementi sono le distribuzioni temperate si
denota con .'(R™).

La seguente Nota indica alcuni sottospazi di .#/(R").

5.3.3 Nota. Sussistono gli asserti:
a) L}OC/CI(IR”) c ' (R™).
b) 2(R™), (R"™), L*(R") Cc &' (R").
c) &R c S (R™).

Cenno. a). Sia f € LIIOC/CI(IR”); allora (f, f, f,...) € un rappresentante
temperato di f.

b). I tre spazi considerati sono sottospazi di L. sl (R™).

c). Sia f € &'(R"); per il Teorema 4.4.4 esiste un rappresentante a
supporto compatto (f1, fo, f3,...) di f con ogni fr € 2(R). Ogni f €

L%OC/CI(IR"); inoltre per la Definizione 4.3.1, per Vp € &(R"™) D .7 (RR") esiste

finito klim frp; pertanto (f1, f2, f3,...) € un rappresentante temperato
— 00 R

di 1. ]

5.4 PDML e seminorme indotte da . in .’

La Definizione che segue introduce, per Vo € . (R™) (cui fare riferimento
come strumenti di misura), una PDML p, e la relativa seminorma || - ||, in

F(R).

5.4.1 Definizione. Sia ¢ € /(R"). Per Vf € .#/(R"), scelto comunque
un rappresentante temperato (fi, fa, f3,...) di f (vedi Definizione 5.3.2), si
ha:

o Vfrp € LY(R"),
o dlim frp;
k—oo JRn

si pone:
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o fogpélim/ frip, e si ha:
Rn k—oo Jjn

a) la definizione di f ® ¢ & una buona definizione, ossia non di-
Rn
pende dal particolare rappresentante temperato (fi, f2, f3,...),

b) il simbolo f ® ¢ non diviene ambiguo quando ¢ € Z(R"),
]Rn

¢) il simbolo f ® ¢ non diviene ambiguo quando f € &'(R"™),
Rn

d) se f € Ly, jq(R") & /]Rnfw: - fes
o u 2 [ fee.
o Al =liot)l =| [ 70|

n

L’applicazione / o . Y'(R") x L(R") — C & ovviamente bilineare; in
R
particolare p, ¢ una PDML in .&#'(R™).

Cenno. a). Siano (fi, f2, f3,...), (91, 92,93, ...) rappresentanti tempe-
rati di f; siano
F,.G: R") —C
le applicazioni definite da

F(o) = kh_>nolo Rfka, G(o) = kli)ngo ]nga Vo € Z(R").

Si ha:
o per i Lemmi 5.2.3, 5.2.4, F' e GG sono funzionali lineari e continui,
o per Vo € Z(R") si ha F(o) = G(o) = / feo.
Rn
Essendo ¢ € . (R"), per il Lemma 5.2.2 esiste una successione o, € Z(R")
tale che ¢ = Y—klim ok; si ha quindi:
—00
F(p) = lim F(oy), G(p) = lim G(oy) ;
k—o0 k—o00

siccome per ogni o & F(oy) = G(ok), si ha F(¢) = G(p).

b). Ovvio.

c¢). Usare un rappresentante (f1, fa, f3,...) a supporto compatto di f ed
applicare la Definizione 4.3.1.

d). (f, f,f,...) € un rappresentante temperato di f. |
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5.5 .¥’-convergenza in .7’

Il seguente Teorema prova che le famiglie di PDML e di seminorme

o -l p e S (RY)

sono separanti in ./(R™).

5.5.1 Sia f € (R"). Se per Vp € .(R") si ha
fep=0,
]RTL
allora si ha f = 0.
Cenno. Dall’ipotesi segue che per Vo € Z(R") si ha fep = 0.

]R7l
L’asserto segue quindi dal Teorema 2.10.1. |

La convergenza indotta in .#/(R™) dalle famiglie separanti di PDML e
di seminorme

tor -l p e S(R")

si chiama .¥’-convergenza.
Siano fi, fa, f3,..., f rispettivamente una successione ed un elemento
di /(R™). Per il Teorema 2.4.2 si ha:

e sono equivalenti gli asserti:
a‘) y,_ lim fk = f7
k—o0

b) per Vyp € #(R") si ha: lim frop= fey:
]RTL

k—oo Jrn

e sono equivalenti gli asserti:
a’) f1, f2, f3,... & una successione di .#’-Cauchy,

b’) per ogni p € . (R"™), in C esiste klim freop.

—00 R

I seguenti Teoremi provano che .#/(R") & .#’-completo e che Z(R") &
&"'-denso in .'(R").

5.5.2 Teorema. Sia f1, fo, f3,... € ' (R") una successione di .’-Cauchy.
Si ha:
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o df € (R") tale che: f = Y’—klim Jr-

In particolare: lo spazio .#/(R™) & completo rispetto alla .’-convergenza.
Cenno. Si consideri il funzionale 7' : .(R"™) — C definito da:

T(p) = lim [ frep;
k—oo Jjn
si ha:
o per la dimostrazione di a) della Definizione 5.4.1, i funzionali
p | frep, e (R")
R"
sono lineari e continui;

o essendo fi una successione di .’-Cauchy, per il Lemma 5.2.4 anche il
funzionale T ¢ lineare e continuo;

o per il Lemma 5.2.5 esiste una successione ( € Z(R"™) tale che:

7o) = Jim [ G VoS (9)

k—oo

o (¢1,¢2,(3,...) € ovviamente una predistribuzione temperata, e posto

f = [(Cla C27 <37 .. )] )
ovviamente si ha: f € ' (R"), y’—klim fe=1r. [ |
—00
5.5.3 Teorema. Sia f € ./(R"™). Esiste una successione (; € Z(R") tale
che: f=.7"-1im (.
k—o00
Cenno. Si consideri il funzionale 7" : .(R"™) — C definito da:
T(p)= | [fep;
R7l
si ha:
o per la dimostrazione di a) della Definizione 5.4.1, T' ¢ lineare e conti-
nuo;
o per il Lemma 5.2.5 esiste una successione ( € Z(RR") tale che:

T(p) = lim | Gup, Vo€ SL(Q);

k—o0 R™



5.5 .#’'-convergenza in .’ 95

o ovviamente si ha: f = .- lim (. [ |
k—o0

Il Teorema seguente rilegge A(R™) come spazio generato dalle traslate
della delta di Dirac e, tenuto conto del Teorema 5.5.3, adatta il Teorema
4.4.7 all’approssimazione di distribuzioni temperate tramite combinazioni
lineari di traslate della delta di Dirac. Ricordiamo che tale risultato gioca
un ruolo determinante nella Teoria dei Sistemi lineari.

5.5.4 Teorema. Sussitono gli asserti:

o A(R") = (§(z — a) : a € R™);

o per Vf € (R") esiste una famiglia gi;, € A(R™) (k,h € IN) tale
che:

=" lim | &'- i :
7= im (6 m

(Nota: una dimostrazione pitt complessa prova che Vf € /(R"™)
¢ .'-limite di una successione di elementi di A(R™): vedi Teorema

7.3.7)

NOTE:
1) Sia fi € /(R™) una successione. Se:
o fr & di #'-Cauchy,
allora:
o fi & di 2’-Cauchy,
o i b= g
2) Siaa € R", a # 0; si consideri la successione: e¥8(z — ka) € .7/ (R™).
Si ha:
o Z'-lim " §(x — ka) =0,

k—o0

o e¥*8(z — ka) non & di .#"-Cauchy  (se lo fosse, per la Nota 1.
si avrebbe:

Y’—klim ekgd(a: —ka) =0

usando ¢(z) = e 1#I”/1al* ¢ .7 (R™) se ne dedurrebbe un ovvio
assurdo).
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3) Siaa € R"™ a#0,esiame N. In.(R") si consideri la serie
Z E™6(x — ka) ,
k=0
ossia la successione Z E™o(x —ka) (v=0,1,2,... ). Si ha:
k=0

o tale serie & convergente in 2'(R™); si pone:

@’—Z kK™6(z — ka) & 2'- lim Z E"6(x — ka) € 2'(R") ;
k=0 k=0

o tale serie & convergente in .’ (R™); si pone:

SN K2 — ka) &9 lim Y k"6 (2 — ka) € . (RT) ;

k=0 =0
o si ha: Y’—Z E™o(x — ka) = @’—Z E™6(x — ka).
k=0 k=0
4) Siaa € R™, a # 0. Si ha:
400 )
o la serie Z e*" §(x — ka) & convergente in Z’'(R"),
k=0
+o0 5
o la serie Z ¥ §(x — ka) non & convergente in .7/ (R™)  (se lo
k=0

fosse, utilizzando ¢(z) = e~l=l*/llal* ¢ .(R™), si otterrebbe un
ovvio assurdo).

5.6 Distribuzioni temperate come funzionali linea-
ri e continui su .%

Sia f € /(R™). Interpretando f come un fenomeno su R™ e gli elementi
di Z(R™) come strumenti di misura sui fenomeni, si ottiene la famiglia

/Qfﬂpe@ pe2(Q)

dei risultati di tutte le misure effettuabili su f. La Definizione seguente
formalizza tale nozione.
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5.6.1 Definizione. Sia f € ./(R"); indichiamo con
Ty : S(R") = C
I’applicazione definita da:

Ti(p) = Rnfup Vo € S (R") .

I Teoremi seguenti forniscono le proprieta basilari dei funzionali T’.

5.6.2 Teorema. Sussistono gli asserti:

a) per Vf € &/(R"™), Ty ¢ un funzionale lineare e continuo su .#(R"),
b) se - lim fi = f e /- lim ¢} = @, allora si ha
k—o00 k—o00

kli_)H;onk(SOk) =Ts (o) ,

ossia
lim [ frepr= [ fop.
Cenno. Gli asserti seguono dal Lemma 5.2.4. |

La seguente Nota ricorda la definizione di distribuzioni temperate su R™
nella visione di Schwartz.

5.6.3 Nota(distribuzioni temperate secondo Schwartz). Denotiamo con
T (R")

lo spazio dei funzionali lineari e continui su #(R™) ossia lo spazio delle
applicazioni lineari e continue

T:R") —C,

con la convergenza indotta dalle famiglie ovviamente separanti di PDML e
di seminorme associate:

o (T) £ T (), T = | (T)] = [T (p)] p € L(Q);
si osservi che:

o le T € 7.7(R"™) sono le distribuzioni temperate secondo Schwartz,
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o 7.7(R") e lo spazio delle distribuzioni temperate secondo Schwar-
iz,

e la convergenza indotta dalle PDML e dalle seminorme associate ¢
la nozione di convergenza per successioni di distribuzioni temperate
secondo Schwartz.

Il Teorema seguente descrive lisomorfismo canonico tra .'(R"™) con la
<"'-convergenza e 7. (R™) con la convergenza sopra definita.

5.6.4 Teorema. Si consideri I'applicazione
T: Y R") — J7(R")
definita da (vedi Definizione 5.6.1)
T(f) =Ty Ve S (R").
Sussistono gli asserti:
a) T & un isomorfismo di spazi vettoriali;
b) per Vf € .#/(R") e per Vp € (R") si ha:

po(Tr) = pe(f) 5 I Txlle = M1 flle 5

¢) T & un isomorfismo di spazi vettoriali con famiglie separanti di
PDML e di seminorme ad indici in . (R"™).

Cenno. a). Linearita ed iniettivita sono ovvie. Sia quindi 7' € 7. (R");
per il Lemma 5.2.5 esiste una successione (; € Z(R") tale che:

T()= | G Vo SR

si verifica banalmente che:

o (¢1,¢2,(3,...) € una predistribuzione temperata,

o posto f = [(C1,¢2,G3,--.)] € L'(R"), si ha: T =F(f).

b). Segue dall’essere

foep="Tp).
Rn

c). Segue da a) e da b). [ |
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L’isomorfismo canonico T definito dal precedente Teorema consente di
identificare gli spazi ./(R"™) e 7. (RR"). Tale identificazione rimuove 1’am-
biguita del simbolo .#/(R™), da noi usato a priori impropriamente per in-
dicare lo spazio delle distribuzioni su R™ dotate di un rappresentante tem-
perato, simbolo che in letteratura denota invece lo spazio delle distribuzioni
temperate su R" secondo Schwartz, ossia lo spazio delle vere distribuzio-
ni temperate su R", spazio che in questa sezione era stato prudentemente
indicato con il simbolo 7. (R").

L’isomorfismo T consente quindi di guardare le distribuzioni temperate

su R™

e sia dalle altezze di Schwartz, vedendole come fenomeni che fanno
reagire tutti gli strumenti di misura a decrescenza rapida dislocati
in R™ (gli elementi di .(R")), generandoci dislocazioni numeriche
di risultati di misura coerenti con le operazioni di somma, multiplo
e limite tra strumenti;

e sia dal basso di R", vedendole come fenomeni limite di successioni
di Cauchy, relative a tali strumenti, di elementari fenomeni LllOC Jal
su R™.

Operativamente, data una distribuzione f € .'(R"),

e il simbolo alternativo f(z) ricorda la sua genesi come .%’-limite di

) . . . . 1 n.
una successione fi(z) di vere funzioni L _ Ja1 su R

o l'identificazione di f con T consente di indicare f con il simbolo
f(¢) considerandola come funzionale su ./(R"), ossia consideran-
dola come una vera funzione

o che pero non assume valori sui singoli punti di R",

o mentre assume valori sui singoli strumenti di misura a decre-
scenza rapida (gli elementi di .(R")) dislocati in R".

La Sezione seguente caratterizza intrinsecamente le distribuzioni tempe-
rate su R"™.

5.7 Derivate in .¥’. Caratterizzazione di .’

11 seguente Teorema prova che .#/(IR"™) & chiuso rispetto alle operazioni di
derivazione.
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5.7.1 Teorema. Sia f € ./(R"); si considerino
of of

/]Rn
Oz’ Oz, € 7'(R%) .
Per Vj si ha:
of 'R
axjey(l[{)
n h —
o per Yy € . (R") si a/nax] © Rnf 8%

Cenno. Sia ({1, (2,(s,...) un rappresentante temperato di f con V(i €
Z(R™) (esiste per il Teorema 5.5.3).
of

Ovviamente un rappresentante di e € 72'(R") &
L

o .
<ax]]—1,2,3,) y
O

ed Va— € 2(R"™). Inoltre per Vo € #(R") si ha (vedi il Lemma 3.3.2 e la
Zj
Definizione 5.4.1):

: (k. dp
klinéo/ <axj>¢__klfﬂo C’“(ax) _/nf <8x]>

Ne segue che:

0 .
<8<k 17 =1,2,3,.. > € una predistribuzione temperata,
Ly
o —— verifica entrambi gli asserti. |
Ly

Il seguente Teorema prova che gli operatori di derivazione in .’ sono
continui.

5.7.2 Teorema. Per Vj = 1,...,n, 'applicazione
0
(R S (R"
5, (R = F (R

¢ continua.

Cenno. Sia [ = y’-klim fr. Per Vo € Z(R") si ha:

of
li = =—1 =— —
T R 0% *v oo R Tk ® o 8.7,‘J R» Je 0;16] Rrr 0% *



5.7 Derivate in .. Caratterizzazione di .’ 101

Il seguente Teorema fornisce una prima caratterizzazione di .’ (una se-
conda verra fornita nel Capitolo sulla Convoluzione: vedi a) della Definizione
6.6.1) come insieme delle derivate (di ogni ordine) delle funzioni continue a
crescita lenta s.u..

In particolare prova che .’ ¢ il piu piccolo tra i sottospazi A di &’
verificanti le condizioni:

o 4 possiede tutte le funzioni continue a crescita lenta s.u.,

o 4 ¢ chiuso rispetto alla derivazione.

5.7.3 Teorema. Sia f € 2'(R"); sono equivalenti gli asserti:

a) fe " (R"),

b) esistono g € CO(R") a crescita lenta s.u. e ¢ € IN” tali che f = dg.

Cenno. a)=b). Per la dimostrazione, particolarmente tecnica e profon-
da, vedi Schwartz (Chapitre VII, Section 4, Théorem VT).

b)=a). g € LIIOC/CI(IR”) c '(R™). Allora, per il Teorema 5.7.1, si ha
f=01g € S (R™). [ |

Il seguente Esempio mostra come 6(z) € ./ sia la derivata di una
funzione continua a crescita lenta s.u..

5.7.4 Esempio. Sia H(z) : R™ — C la funzione di Heaviside in R™ (vedi
Schwartz, Ch. IV, §5, Example 3), ossia la funzione definita da:

1 sex1 20,....2, 20
H(m):{ 1 n =

0 per ogni altro x

Sussistono gli asserti:

a) H(zx) € 7' (R");
an

¢) x1 -+ oy - H(z) & una funzione continua a crescita lenta s.u ;
an
8277,
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Cenno. a),c) sono ovvii. b),d) si verificano direttamente. e) segue da
b),d). |

NOTE.
1) La presente Nota ¢ un Lemma per la Nota 2).
Sia g € L (R") C 2'(R™). Per j =1,...,n poniamo

Zj
G](:c) :/0 g(a:l,. . .,xj_l,t,mj+1,... ,a:n)dt .

Si ha (vedi Schwartz (Chapitre 11, §5, Théorem V, e relativa dimostrazione)):
o G ¢ definita g.o.,
o Gy € LL(R") € 7'(R™),
0G

o g=—2 (derivata distribuzionale).
Zj

Si ha inoltre:

o se g € CY(R™), allora G; € C°(R™) (usare il Teorema di Lebesgue
sulla Convergenza dominata),

oseg € Ll /CI(R"), allora G; € Li /CI(IE{") (usare una maggio-

razione |f(z)] < C(1 + ||lz]|*)*?, e dedurne una maggiorazione
polinomiale per |G;(z)|).

2) Le seguenti considerazioni provano che ogni distribuzione temperata
ammette primitive temperate.
OF;
Sia f € ' (R"). PerVj =1,...,nesiste F; € &/(R") tale che f = 8—7
Lj
Infatti:

o per il Teorema 5.7.3 esistono g € C°(R™) a crescita lenta s.u. e
g € IN™ tali che f = 9g;

o per la precedente Nota 1), esiste G; continua e a crescita lenta s.u.

0G;
tale che g = 8733];
J

o per il Teorema 5.7.1, F; £ 39G; € &' (R");

0 0 OF;
1 . =0 = 01 _— ; = — q 7)) — 7‘7
o si ha allora: f = 0% =0 (8;@ G]> oz, (01GY) oz,
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3) Ovviamente si ha e” € Z'(R); pero e* ¢ ./ (R).

Cenno. Siano g(z) € 2'(R), h € N tali che ¢! (z) = e*. Per Schwartz
(Chapitre II, §4, Corollaire al Théorém I) esiste P(z) € Clz] di grado h — 1
tale che g(z) = e® + P(z). Tali g(z) sono funzioni C° ma nessuna di esse &
a crescita lenta s.u.. L’asserto segue allora da 5.7.3.

Nota. Pil in generale si ha: e”2T T & ¢/(R™). Per una dimostrazio-
ne elegante occorre la Trasformata di Fourier. |

> v
4) Si consideri la serie Z % . Si ha:
v=0
k pn
o Per Vk € IN si ha: Zj e ' (R).
v=0

o ;L'V k xl/
o _@’—Z = e® (infatti: e* = Ll - lim  —).
v=0

k—o00 v!
e

> v
o Z % non ¢ convergente in .’ (R) (se lo fosse, sarebbe e* € ./ (R):

v=0

assurdo per la Nota 3)).
5) Sia f(x) = e®sine® € C*°(R). Si ha:
o f(z) & una funzione non a crescita lenta s.u.;

o f(z) & una distribuzione a crescita lenta, ossia f(z) € '(R) ( in-
fatti: — cose” & limitata e quindi — cose” € .'(R); per il Teorema
5.7.1 si ha e®sine® = D(—cose®) € '(R)).

5.8 Moltiplicatori in .’
Sia ¢ € C*°(R"). Per Vf € '(R™) si ha:

(fe2'(R"),

ma puo essere:
Cf ¢ S(R")
(ad es.: ((z) = e® € C°(R), f(z) =1 € &'(R); ma per la Nota 3) della
Sezione 5.7 si ha: ((z)f(z) = e* & ' (R)).
Tali osservazioni motivano la seguente Definizione.
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5.8.1 Definizione. Sia ( € C*°(R"). Se:
o per Vf € '(R™) si ha: (f € '(R"),
allora ( si dice
o un moltiplicatore, o un operatore di moltiplicazione, in .#'(R™).

Il Lemma e il Teorema seguenti provano che gli operatori di moltiplica-
zione in .’ sono gli elementi di Oy (tale risultato spiega l'origine della sigla
On).

5.8.2 Lemma. Sia ( € C*°(R") una funzione non a crescita lenta s.u..
Esiste f € /(R™) tale che: (f & /'(R").

Per la dimostrazione vedi Capitolo 10.
5.8.3 Teorema. Sia ( € C*°(IR"). Sono equivalenti gli asserti:

a) ¢ & un moltiplicatore in .%/(R").
b) ¢ € Om(R™)

Cenno. a)=b). Per Vf € ./(R") si ha che:

. . 0 0 ' on .
o perVj=1,...,nsiha 873;3'(<f>’ C(@:J:]f> € ' (R"), e di conse-

guenza:
o) 0 9 HRMY -

N -
pertanto per Vj : a—g ¢ un moltiplicatore.
Py

J
Come conseguenza, per ogni ¢ € IN", 99¢ ¢ un moltiplicatore; per il Lem-

ma 5.8.2 si ha allora che 99¢ ¢ a cresctita lenta s.u.. Pertanto ¢ € Oy (R™).
b)=-a). Sia f € '(R") e sia (f1, f2, f3,...) un rappresentante tempe-
rato di f. Si ha:

¢ (Cf1,(f2,(f3,...) & un rappresentante di (f € 2'(R");
< vak € ﬁM(Rn) ’ Llloc/cl(IR‘n) - Llloc/cl(Rn);
o per ogni ¢ € (R") si ha (p € O(R™) - Z(R") C S(R") e

quindi:

im [ (e =Jim [ fico) = [ fieco= [ reces

k—oo
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pertanto (¢ f1,(f2,(f3,...) € una predistribuzione temperata e quindi f €
S (R™). |

Il seguente Teorema prova che la moltiplicazione per elementi di Oy e
continua.

5.8.4 Teorema. Sia ( € O\(RR™). Per ogni successione fi, € ./ (R") e per
ogni f € .#'(R") si ha:

y’—klim fi=f = Y’—klim Cfi=Cf.
Cenno. Verifica diretta. [ |

Utilizzando il Teoerema 5.8.3, il seguente Corollario prova che ogni L? &
sottospazio di ..

5.8.5 Corollario(del Teorema 5.8.3). Per ogni 1 < p < oo si ha:
o LP(R") C #(R™),
o per Vf € LP(R"™) e per Vy € .Z(R") si ha:
o foe Ll(IR"

o= re

Cenno. Per p = 1, I'asserto segue osservando che:

o dato f € L*(R"), per Vk € IN si ponga:

[ f@) self@) <k
fk(w){ 0 se |f(z)| >k

o Vfi € L q(R™),

o per Yo € .#(R"), applicando alla successione frp € L'(R") il Teore-
ma di Lebesgue sulla Convergenza dominata (con funzione dominante
|fel]), si ottiene:

o foe LYR™),
o lim [ fup= / fo.

In generale, dato f € LP(R"™), si ha:
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o [EaED € L1(R™) per ogni 1 < ¢ < 0o e quindi in particolare per
x

o posto
1

r)=—"—+—
9 = T el
per il Teorema 1.4.4 (di Hélder) si ha: g € L'(R");

essendo g € LY(R™) C /'(R™), 1+ ||z|*® € Om(R™), per il Teorema
5.8.3 si ha: f(z) = (14 ||z)*")g(z) € &' (R"),

per Yy € .(R"), tenuto conto che

fz),

o

o

g€ LR"), (1+ [zl")¢(z) € S (R")

per la prima parte di questa dimostrazione si ha:
o fo=g(). (1 +|lz]*")¢(x)) € L'(R"),

o [ Few= [ (el st -
= [ gtwe 1+ lalPpte) =
R
= [ s@+le™e@ = [ s .



Capitolo 6

Prodotto di convoluzione

6.1 Definizione di convoluzione in LllOC

Siano f,g € L (R™). Se:

loc

o per q.o. x € R" la funzione

y— flz—y)g(y)
e integrabile su R",

o la funzione definita q.o. da

z— | f(z—y)g(y)dy
Rn

e localmente integrabile su R",
allora:

o la funzione f * g € Li (R™) definita q.o. da

loc
(f*g)(x) = - flz —y)g(y)dy

si dice il prodotto di convoluzione di f per g;

o si dice che é definito il prodotto di convoluzione di f per g, o piu
concisamente che esiste f * g.

La Nota seguente prova che il prodotto di convoluzione in Llloc, quando
& definito, € commutativo.
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6.1.1 Nota. Siano f,g € LL (R"). Se esiste f * g, allora:
o esiste anche g * f,
osihag*f=fxg.
Cenno. Per ogni x € R” si ponga:
wo(y) = @ —y)g(y) ;

si ha
9@ —y)f(y) =ws(~y + ) .

Per q.o. = € R™ si ha w,(y) € LY(R"). Tenuto conto di cio, le
osservazioni precedenti provano che per q.o. z € R" si ha:
sa=nfw) e IR, [ gl —niwis= [ fe= oty

n

1.

6.2 Convoluzione in L; :

compatto

un fattore a supporto

Il seguente Teorema prova che in Llloc, quando un fattore ¢ a supporto
compatto, la convoluzione ¢ definita.

6.2.1 Teorema. Siano f,g € L _(R™). Se almeno una di tali funzioni & a
supporto compatto sussistono gli asserti:

a) ¢ definito f * g;
b) supp (f * g) C (supp f + supp g).

In particolare, se f, g sono entrambe a supporto compatto, anche f x g ¢ a
supporto compatto.
(Per la dimostrazione vedi Capitolo 10)

Il seguente Teorema, insieme alla Nota 6.1.1, prova che se fi,..., fn €
LllOC sono tutte, eccettuata al piu una, funzioni a supporto compatto, allora
il prodotto di convoluzione

ik fp

esiste, € associativo e commutativo, ossia che tale prodotto comunque inter-
pretato come successione di prodotti a 2 a 2, esiste, il risultato ¢ indipendente
dall’interpretazione usata, ed € indipendente dall’ordine dei fattori.
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loc*

6.2.2 Teorema. Siano f,g,h € L{ _(R™). Se almeno due di tali funzioni
sono a supporto compatto sussistono gli asserti:

a) sono definiti entrambi i prodotti: (f *g) *h, f*(g*h),
b) siha: (fxg)xh= fx*(gxh).

(Per la dimostrazione vedi Capitolo 10)

6.3 Convoluzione in L] : fattori L?

Il Teorema seguente fornisce condizioni di esistenza del prodotto di convo-
luzione tra funzioni di tipo LP (1 < p < o0).

6.3.1 Teorema di Young. Siano f € LP(R"), g € L(R™). Supponiamo
che sussisto la condizione:

1 1 1 1 1

,

o—+->1(sital<r<ootaleche —+-=1+

P q P q )

allora:
o esiste fxgesiha: fxge L"(R™), | f*gl. <|fllpllgllq -

Il seguente Teorema prova che la convoluzione tra funzioni di tipo LP ha
un buon comportamento rispetto alle LP-convergenze.

1 1
6.3.2 Teorema. Siano 1 < p,g< oo taliche: —+=->1,esial <r<oo
p q
tale che:
1 1 1
—+-=1+-.
P q r
Se:

o in LP(R™) si ha LP- lim f; = f,
k—o0
o in LI(R™) si ha L% lim g, = g,
k—o0
allora:

o in L"(R") si ha LT-klim Te*xgr=[*g.
—00
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Cenno. Per il Teorema di Young 6.3.1, per Vk si ha:

1(Fe = )= gllr < [k = Fllpllgllq
1 (g = 9llr < [ flIpllgr — 9llq
1(Fe = 1) (96 — Dl < M1 fe = Fllpllgr — 9gllq

Tenuto conto della ovvia bilinearita del prodotto di convoluzione, dalle prime
due relazioni segue che:

L™-lim fyxg=fxg, L'-lim fxgy=[fxg;
k—oo k—oo

dalla terza relazione, tenuto conto dei due limiti precedenti, segue facilmente
I’asserto. |

I seguenti due Teoremi fornisce condizioni sull’esistenza e associativita
del prodotto di convoluzione tra 3 funzioni di tipo LP.

6.3.3 Teoremal(esistenza). Siano f € LP(R"), g € LY(R"™), h € L"(R").
Supponiamo che sussistano le condizioni:

1 1 1 1 1
a) —+ — >1 (sia p tale che — + - =1+ — ),
p q b q P
1 1 1 1 1
b) —4+ —>1 (sia s taleche -+ - =1+ —).
p T p T s

Sussitono gli asserti:

o per il Teorema 6.3.1, la condizione a) e la definizione di p garantiscono
che: 3f g e che f x g € LP(R");

o per il Teorema 6.3.1, la condizione b) e la definizione di s garantiscono
che A(f * g) x h e che (f *g) x h € L*(R"™);

e le condizioni a),b) implicano che:

1 1 1 1 1
a) —+—>1(slaptaleche —+—-=1+4+—),
q T q T 2
1 1 1 1 1
b)) —+—>1(eche —4+—=1+4-);
p K p K s

o per il Teorema 6.3.1, la condizione a’) e la definizione di p garantiscono
che: 3g * h e che g x h € LF(R");

o per il Teorema 6.3.1, la condizione b’) e la proprieta di s garantiscono
che 3f « (g * h) e che f* (g=h) € L5(R").
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6.3.4 Teorema(associativita). Siano f € LP(R"), g € LY(R"), h € L"(R").
Supponiamo che sussistano le condizioni:

1 1 1 1 1
a) —+—>1 (siaptaleche —4+ - =1+ —),
p q P q p
1 1 1 1 1
b) —4+ —>1 (sia s tale che —+ - =1+ — ).
p T p T s

Sussitono gli asserti:

o per il Teorema 6.3.3, esistono (f * g) « h, f*(g=*h) e si ha:
(f*xg)xh, fx(gxh)eL*(R");
osiha: (fxg)xh=fx(g*h).
(Per la dimostrazione vedi Capitolo 10)

Nota 1. L'(R") con le operazioni “+,*” & un anello commutativo.
Nota 2. Sia L{ , (R") lo spazio delle funzioni L a supporto compatto

loc/sc
su R™. LllOC /SC(]R”) con le operazioni “4,%” & un anello commutativo; in

particolare & un sottoanello di L*(IR™) con le operazioni “+,%”.

6.4 Pseudoconvoluzione in 2’ con un fattore in ¥

Questa Sezione presenta alcune proprieta delle funzioni del tipo:

F(z) = - f(y) e p(az + By)dy : R* — C,

ove: f € 2'(R"), p € Z2(R"), o, € {-1,1}.
6.4.1 Nota. Posto:

f(il]) = f(—.’B), (Z(l’) = 90(_3;) ’

sussitono le uguaglianze seguenti ove il secondo membro ha [’aspetto grafico

di una convoluzione ed & una vera convoluzione quando f € Li (R™):

o se (0,) = (1,-1) si ha: F(a) = | f(g) s ole—)dy

o se (a,8) = (=1,1) si ha: F(z) = - f(y) e o(z —y)dy ,
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o se (0,8) = (1) si ha: F(a) = [ f(y) s ole—y)ay

o se (o, f) = (=1,-1) si ha: F(z) = - fly)e oz —y)dy .

Tenuto conto di tali uguaglianze, la funzione F(x) verra chiamata una
pseudoconvoluzione della distribuzione f per la funzione test ¢.

Il Teorema seguente fornisce alcune proprieta di tali pseudoconvoluzioni,
in particolare prova che sono funzioni C'*°.

6.4.2 Teorema. Siano f € 2'(R"), ¢ € 2(R"), «a, 3 € {—1,1}. Si ponga:

F(r) = - fy) e plaz + By)dy .
Sussitono gli asserti:
a) F(z) € £(R");
b) per Vg € IN” si ha:
o7 ()= [ f) e Oplom + By))dy =

= | 1) e (a"07) (ax + By)dy ;
]R'IL

a’) se f € &'(R") si ha:
supp £ C (—a/B)supp f + (1/B)supp ¢ ,
in particolare si ha: F(z) € 2(R"™) .

Cenno. a),b). Entrambi gli asserti seguono da Schwartz, §1 Chap. IV,pg
105.
a’) Per Vxp € R” si ha:

supp p(axo + By) C (—a/B)zo + (1/8)supp ¢ ,
(supp f) N ((—a/B)zo + (1/3)supp ¢) # 0 <
< x0 € (—B/a)supp f + (1/a)supp ¢ ;

Allora per Vzo & (—3/a)supp f + (1/a)supp ¢ si ha:
(supp f(y)) N (supp w(awo + By)) =0,

e quindi per il Teorema 3.7.2 si ha: F(xo) = 0. [
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Il seguente Teorema da informazioni sulla continuita della pseudoconvo-
luzione per una funzione test.

6.4.3 Teorema. Siano f, fi, € 2'(R") (risp. f, fr € &'(R™)) tali che:
@’—klim fe = [ (risp. é‘"—klim k=1,
e siano ¢ € Z2(R"), a,p € {—1,1}. Si ponga:

Fx) = - f(y) e plax + By)dy, Fi(x) = o fe(y) o plax + By)dy -
Si ha: F(z) = @‘"—kli)n(}oFk(m) (risp. F(z) = @—kli_{xgoFk(x)).

Cenno. Sia K C R”™ un compatto; si consideri la seguente famiglia di
elementi di Z(R"),:

D, (y) £ plax+ By), zeK.
Ovviamente si ha:

o tale famiglia e limitata in 2(R"™), nel senso di Chwartz, Th IV, Ch 3
82, pg 69, infatti:
¢ esiste un compatto di Ry che include tutti i loro supporti,
o per ogni g € IN”, tutte le loro 99 sono maggiorate in modulo da
107
o Z'-lim (f — fr) =0;
k—o0

quindi per Schwatz Th XI, ChlII §3, pg 73, F' — F}, converge a 0 uniforme-
mente su K.

Per V9!, tenuto conto di b) del Teorema 6.4.2, le considerazioni pre-
cedenti applicate a al19% € Z(R") provano che d9F — d9F}, tende a 0
uniformemente su K.

Pertanto F' = @@—klim Fy.. Sotto l'ipotesi piu restrittiva é"’—klim fe = f,

—00 — 00
per a’) del Teorema 6.4.2, esiste un compatto che include i supporti di tutte
le F}, e quindi la &-convergenza ¢ in particolare una Z-convergenza. ]

6.5 Convoluzione in Z’: un fattore a supporto com-
patto

La Definizione seguente estende la nozione di prodotto di convoluzione ad
una coppia di distribuzioni almeno una delle quali a supporto compatto.
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6.5.1 Definizione. Siano f,g € Z'(R") due distribuzioni, almeno una
delle quali a supporto compatto. Sussistono gli asserti:

a) La seguente definizione:

o considerare (f1, fo, f3,...), (g1, 92,93, ...) rappresentanti di f,g
almeno uno a supporto compatto (vedi Teorema 4.2.1),

o porre f* g = [(fi* g1, f2* g2, f3 ¥ g3,...)] € Z'(R™),
€ una buona definizione.
b) Per Vo € Z(RR") si ha:
o se f €& (R™) (risp. g € &'(R™)), per il Teorema 6.4.2 si ha:

- f(y) e p(z +y)dy € Z(R")y,

[ atw) s ola+ )y € £®,
(risp. - f(y) e p(z +y)dy € E(R")z,

| )ty e 2@, )

o [(fxg)ep=

= [ s@e ([ atwecto+ ) -

= [ e ([ oot nay)as.

c¢) La definizione di f % g & coerente con la definizione di Schwartz
(Ch. VI, §2, Th. I e formula (VI,2;6) pg 155).

Cenno. Per Yy € Z(R"), si ha:

o [ era@ewis= [ [ - nata] s

o fr(r — y)gr(y)p(x) ¢ a supporto compatto su R} x Rj; una ovvia
applicazione del Teorema di Tonelli prova che e integrabile;

o la sostituzione: “x 4y ~» x, y ~» y” prova che:

/ fol@ — y)an(y)pl(z)dady = / fol@) g ()l + y)dady ;
Rz xRy R7 xR
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o per il Teorema di Fubini si ha allora:

/n(fk * gr) (2)p(z)dz = . fr(x) [/ g(y)ele + y)dy] dz =
frl(a) e [/}Rn gr(y)p(z + y)dy} dz ;

procediamo supponendo ad es. f € & (R"™);

o si ha: 5’—klim fr = f; allora per il Teorema 6.4.3 si ha:
—0Q
o [ ate+un [ ga)e ey SR

o 6 Jim [ ety = [ gfe)epla+ )y

o per il Teorema 4.5.3 si ha allora:

lim [ (fx*gr)(x)e(x)dr =

k—oo JRn
= Jen f(z)e </ 9(y) e p(z + y)dy> dz

Gli assrti a),b),c) seguono banalmente dall’ultimo item. [ |

Il seguente Teorema fornisce informazioni sul supporto della convoluzione
tra due distribuzioni almeno una delle quali a supporto compatto.

6.5.2 Teorema. Siano f,g € 2'(R™) due distribuzioni almeno una delle
quali a supporto compatto. Sussistono gli asserti:

a) supp f*g Csupp f+supp g,
b) f,g€ &' R") = fxge .

Cenno. a). Sia ¢ € Z(R") tale che: (supp ¢) N (supp f + supp g) = 0.
Si ha:

/ (fxg)e /f (/ g(y) e go(a:—i—y)dy)dx (vedi Defini-

zione 6.5. 1
o supp / g(y) » o(z + y)dy
Rn

C {x € R™ : (supp g) N (—x + supp ¢) # @}
(vedi Teorema 3.7.2);
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o (supp f)N {a: € R"™ : (supp g) N (—x + supp @) # @} = 0 (altrimenti
esisterebbe x5 € supp f tale che (supp g) N (—zys +supp ¢) # 0 , e
quindi esisterebbero anche o, € supp g, o, € supp ¢ tali che

Og=—Tp+0, l.e. Op=xp+04 :
assurdo per l'ipotesi su ¢);

o per il Teorema 3.7.2 si ha allora: / (fxg)ep=0.
Rn

Le considerazioni precedenti provano che f % g € nulla sull’aperto

R™\ (supp f +supp g) ,

e quindi che supp f * g C supp f + supp g.

b). Ovvia conseguenza di a). [ |
Il seguente Teorema prova che se fi,...,fn sono distribuzioni tutte,
eccettuata al pit una, in &' allora il prodotto di convoluzione
frooeox b

esiste, € associativo e commutativo, ossia che tale prodotto comunque inter-
pretato come successione di prodotti a 2 a 2, esiste e il risultato ¢ indipen-
dente dall’interpretazione usata e dall’ordine dei fattori.

6.5.3 Teorema. Siano f,g,h € 2'(R"™). Sussistono gli asserti:

a) Se almeno una delle distribuzioni f,g ¢ elemento di &’(R"), si ha:
frg=gxf.
b) Se almeno due delle distribuzioni f, g, h sono elementi di &’(R") si ha:
i) sono definiti entrambi i prodotti: (f * g) *h, f*(g=h),
ii) siha: (fxg)xh=fx*(g=h).
Cenno. a). Segue immediatamente dalla Definizione 6.5.1.
b-i). Si considerino le coppie “f * g, h” e “f, g+ h”; in ciascuna coppia,
almeno un membro ¢ elemento di &’(R").

b-ii). Siano (f1, f2, f3,...), (91,92,93,--.), (h1,h2,hs,...) rappresentan-
tidi f,g,h, almeno due dei quali a supporto compatto. Allora:

o per la Definizione 6.5.1,
((fk*gk:)*hk:k: 1,2,...), (fk*(gk*hk)k:1727)

sono rappresentanti rispettivamente di (f * g) x h, f* (g*h);
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o per il Teorema 6.2.2, per Vk si ha: (fx * gi) * hi = fr * (g x hg). W

Il seguente Teorema prova che le convoluzioni
x: 8 x P -9, x:8xE — &

sono continue, come funzioni di due variabili, rispetto alle nozioni di con-
vergenza per successioni proprie di ciascuno degli spazi coinvolti.

6.5.4 Teorema. Siano f,g e fi, g, rispettivamente una coppia di distri-
buzioni e una coppia di successioni di distribuzioni in 2’(R™). Sussistono
gli asserti:

a) 2-lim fy=f, &-limgr=9g = 2-lim fy*xgr=7fxg;
k—o0 k—o0 k—o0

b) &-lim fr=f, & limgy=9g = &-lim frxgr=[f*g.
k—o00 k—o0 k—o0

Cenno. a). Per Yo € Z(R") si ha:

o lim (fr*xgr)ep= kh_{n fr(z)e (/n 9k (y) ® p(x + y)dy) dz

k—o0 JRn oo JRrn

(vedi Definizione 6.5.1),
o 7'-lim fi = f,

7-lim [ gu(y) e pla+y)dy = / g(y) ® p(z +y)dy

—00 R” n
(vedi Teorema 6.4.3),
o Jin [ pioe ([ atestornay)as-

k—oo Jrn

= (z)e </ 9(y) e (e + y)dy> da

Rﬂ/
(vedi b) del Teorema 2.14.2);

per gli item precedenti e per la Definizione 6.5.1 si ha quindi:

Jim (fk*gk)NPZ/ (fxg)eyp.

b). Per le ipotesi e per a) del Teorema 6.5.2 i supporti delle fx * gx
sono equilimitati da un unico compatto. L’asserto segue quindi da a) e dal
Teorema 4.4.2. |
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Il seguente Teorema riconduce la convoluzione per una funzione di ¥
ad una pseudoconvoluzione; in particolare prova che tali convoluzioni sono
funzioni C*°, e che le loro derivate sono convoluzioni per le corrispondenti
derivate della funzione di 2.

6.5.5 Teorema. Siano f € 2'(R"), ¢ € Z(R™). Si ha:
a) frpe&(R");
b) per ogni x € R" si ha:

(f*e)(z /f p(r—y dy—/ f@—y)ep(y)dy ;

c) per Vg € N" si ha: 99(f x @) = f * (0%p) .

Cenno. Sia f; € L (R") una successione tale che @’—klim =1/ Si
—00
ha:

o (fexo)( / Je)e(z —y)dy =

/ fely —y)dy € L, (R")
o 9'- hm (fk xp)(z) = (f *p)(z) (vedi Teorema 6.5.4),

o &- hm fe(y) @ p(x —y)dy = f(y) @ p(x — y)dy (vedi Teorema
R" R"
6.4 3) e quindi:

7' i [ fi(y)ep(e —y)dy = | fy)eplr—y)dy;
R™ R™

ne segue che in 2'(RR") sussiste 'uguaglianza:

(f x)(z) = - f(y) ez —y)dy .

Gli asserti a),b),c) sono conseguenza di tale uguaglianza e del Teorema 6.4.2.
|

Il seguente Teorema prova che la convoluzione per una funzione di Z ha
un significato fisico concreto.

6.5.6 Teorema. Siano f € Z'(R"), ¢ € Z2(R").
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o Si consideri la funzione ¢ € Z(R") definita da:
p(x) £ (=) ;
o si consideri la famiglia di strumenti di misura, uno per ciascun punto
a € R™, ottenuta traslando ¢ in a, ossia la famiglia:

Pa(x) 2 P(x —a) acR™.

Per il Teorema 6.5.5, si ha:
(f xo)(@) = X f(y) e @a(y)dy (Vo € R") ;
pertanto:

o (fxp)(z) ¢la funzione che per Vo € R" fornisce la misura del fenomeno
f effettuata con lo strumento ¢ traslato in x.

Seguono, sotto forma di Note, alcune informazioni di uso corrente.

6.5.7 Nota(convenzione). Siano f(z), g(z) una coppia di funzioni o di di-
stribuzioni per le quali risulti definita la convoluzione (f * g)(x).

Il simbolo “f(x) % g(x)” & privo di significato (I'unico significato che er-
roneamente suggerisce ¢ assurdo). Useremo tale simbolo con il seguente
significato convenzionale:

f(@)*g(a) £ (f * g)(z) .
6.5.8 Nota(convoluzione con §). Sia f(z) € 2'(R™). Si ha:
a) f(z)*d(x) = f(z),
b) per Vg € IN" si ha: f(x) * 0%0(x) = 09f(x) ,
c) per Va € R" si ha: f(z)*d(x —a)= f(r —a) .

Cenno. c¢). Per Vyp € Z2(R"), tenuto conto che 97§ € &' (R™), si ha (vedi
Definizione 6.5.1):

| @ oy sp@iae= [ g@re| [ et nar] ar-

n

=0 [ sare| [ o) e @)+ i)y ar -
.

]Rn

n

= (—1)ldl f(z) e (%) (x4 0)dz = / df(x) e p(r)dx .
R’n

a),c). Dimostrazioni analoghe. [ |
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6.5.9 Nota(esempio di non associativita della convoluzione). Siano f, g, h €
2'(R™). Se non sussiste la condizioni b) del Teorema 6.5.3, ossia se due delle
distribuzioni f, g, h non hanno supporto compatto, puo accadere che esista-

no fxg, (f*g)*h, gxh, fx(gxh), machesia (f*g)xh# fx(gxh)
(esempio: in 2'(R) si considerino: f(z) =1, g(z) = 6 (z), h(z) = H(x),

ove H ¢ la funzione di Heaviside.)

6.5.10 Nota(derivazione e traslazione di una convoluzione). Siano

fi,o fh € 7' (RY)

distribuzioni tutte, eccettuata al piti una, a supporto compatto. Sussitono
gli asserti:

a) per Vg € IN" si ha:
QU fr - % fr) =
=(0U1)* fox-oxfrp=-rr=frax fro1 % (0Un) ;
b) per ¥a € R si ha:
(frs - * fo)(z—a) =

= (i — ) * fal) -5 fulw) = ...
o= fi(@) sk froa (@) (fu(z —a))

Cenno. a). Essendo 9'6 a supporto compatto, le distribuzioni:

aq(safla"'afh

sono tutte, eccettuata al pitt una, a supporto compatto; allora il prodotto:
(096) * fr*---x fp

¢ definito, associativo e commutativo. Tenuto conto di b) della Nota 6.5.8,
si ottiene allora ’asserto.
b). Conisderazioni analoghe sulla famiglia: 6(z —a), fi(z),..., fa(z). R

6.6 Lo spazio 0§/ delle distribuzioni a decrescenza
rapida
Questa Sezione introduce lo spazio delle distribuzioni a decrescenza rapida.

Le due Sezioni seguenti ne precisano il ruolo nella defizione di convoluzione

in ..
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6.6.1 Definizione. Sia f € 2'(R").

a) Sussistono gli asserti:
i) per Vo € Z2(R"™) si ha fxp € &(R"™) (vedi Teorema 6.5.5);
ii) fe . (R") seesolose “per Vo € Z(R") si ha fxp € Oy (R™)”
(vedi Schwartz, considerazioni al Th IX, §5 ChVII, pg 244)
(nota: per il Teorema 6.5.5, tale condizione & equivalente alla
seguente: “per Vo € Z(R"™) si ha che f * ¢ ¢ una funzione a
crescita lenta s.u.”).

b) Se:

o per Vo € Z(R™) si ha fx ¢ € S(R")
(nota: per il Teorema 6.5.5, tale condizione & equivalente alla
seguente: “per Vo € Z(R") si ha che f x ¢ & una funzione a
decrescenza rapida s.u.”),

allora:
o f si dice una distribuzione a decrescenza rapida su R,
(vedi Schwartz, Th. IX, §5 Ch VII, pg 244).

Lo spazio delle distribuzioni a decrescenza rapida su R™ si denota con
OL(R™); ovviamente GL(R"™) C .7'(R™) .

Il seguente Teorema fornisce esempi di distribuzioni a decrescenza rapida
ed un esempio di funzione a decrescenza rapida come disribuzione ma non a
decrescenza rapida S.u..

6.6.2 Teorema. Sussistono gli asserti:

a
b

'(R") C G5(R™) -
loc/dr(Rn) C ﬁé(Rn) :

¢) &'(R") + L 0, (R") C GL(R™) .

) &
)
)
d) La funzione f(z) = ¢ € Z'(R) verifica le proprieta:
o f(z) € G4(R),

o f(z) non & a decrescenza rapida s.u..

Cenno. a). Sia f € &'(R™). Per Vp € Z(R") si ha: f* ¢ € 2(R").

b). Si verifica facilmente che per Vo € Z(R") si ha: f*¢ € una funzione
a decrescenza rapida s.u.; asserto segue quindi dalla Definizione 6.6.1 (vedi
note).
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c) L’asserto segue da a)e b), tenuto conto che O5(R™) ¢ uno spazio

vettoriale.
d) Vedi Schwartz, Ch. VII, §5, Example pg. 245. |

Il seguente Teorema fornisce una definizione alternativa delle distribuzio-
ni a decrescenza rapida e contestualmente ne descrive la struttura intrinseca
(vedi Teorema 5.7.3).

6.6.3 Teorema. Sia f € 2'(R"). Sono equivalenti gli asserti:

a) feOLR");
b) per Vv > 0 esistono:

meN, f2e CORY) N LR (re N, |r| < m)

tali che, posto
/7 (@)

fola) = — 2
) (1+ J|lz)|2)*/?

si abbia: f= Y 0"f, .

Ir<m

(per la Dimostrazione vedi Schwartz, Th. IX, §5 Ch VII, pg 244)

6.7 Pseudoconvoluzione in .’ con un fattore in .¥

Questa Sezione presenta alcune proprieta delle pseudoconvoluzioni del tipo:

F(z) = - f(y) e p(az + By)dy : R* — C,

ove: f e ' (R"), p € S(R™), o, € {—1,1}. Per il termine pseudoconvo-
luzione vedi Sezione 6.4 e in particolare la Nota 6.4.1.
I seguenti due Lemmi forniscono gli strumenti base delle dimostrazioni.

6.7.1 Lemma. Sia p(z) € .(R"). Si ha:
a) /- lim p(z+h) =p(x),

[[2[|—0
hes) —
b) y—%in%@(x—i_ e}]l) #(r) = 0%p(x) (si ricordi che e; e il j-esimo
0
elemento della base canonica di R™ e si osservi che 9% = —).

Lj
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(Per la dimostrazione vedi Capitolo 10)
6.7.2 Lemma. Siano «, § € {—1,1}. Esiste C' > 0 tale che per Vz,y € R”

si ha:
L+ [zf]* < O+ |lyI*) A + [loz + Byl|*)

(vedi Schwartz, formula (VIL5;7), pg 247).

(Per la dimostrazione vedi Capitolo 10)

Il seguente Teorema prova che la pseudoconvoluzione per una ¢ € .7,
ossia ’applicazione:

f() /f(y) o ooz + By)dy |

¢ un’applicazione (ovviamente lineare)
f: " — O,

continua rispetto alla .#’-convergenza in .’ ed alla &-convergenza in Oy
(nota: in questi appunti non ¢ stata introdotta la Oy-convergenza).

6.7.3 Teorema. Siano ¢ € .¥(R"), «, € {—1,1}. Sussitono gli asserti:

a) sia f € '(R"™); posto:

si ha: F(x) € Op(R™);
b) per Vq € IN” si ha:

O1F () = N f(y) @ O (p(ax + By))dy =
= fla)e (Oz'q'aqso) (o + By)dy .
]RTL
c) sia fr € '(R") una successione tale che: y’—klim frx = f; posto:

Fila) = [ fu(w) e oloa + By)dy € Ou(B") (vedi w))

si ha: &-lim F, = F .
k—o0
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(Per la dimostrazione vedi Capitolo 10)

Il seguente Teorema prova che la pseudoconvoluzione di una f € G} per
elementi di ., ossia ’applicazione:

() /f(y) e ooz + By)dy

¢ un endomorfismo
i — 7

continuo rispetto alla .#-convergenza.

6.7.4 Teorema. Siano f € OL(R"), o, € {—1,1}. Sussitono gli asserti
seguenti:

a) sia ¢ € .Z(R") ; posto:

F(x) = - f(y) e plax + By)dy ,

si ha: F(z) € S (R"™).
b) sia ¢ € . (R™) una successione tale che Y—klim Yk = @; posto:
Filz)= | () e erlax+fy)dy € Z(R7) ;
si ha: Y—klim F,=F.
(Per la dimostrazione vedi Capitolo 10)

Il seguente Teorema, parziale Corollario del precedente Teorema 6.7.4,
fornisce una versione piu fine del Teorema 6.7.3 limitata alle sole distribu-
zioni a supporto compatto: precisamente prova che la pseudoconvoluzione
per una ¢ € ., quando opera sulle distribuzioni a supporto compatto, e
un’applicazione (ovviamente lineare)

f: 8 — 7,
continua rispetto alle convergenze proprie di tali due spazi.

6.7.5 Teorema. Siano ¢ € ./ (R"), a, 5 € {—1,1}. Sussistono gli asserti:
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a) sia f € &'(R") ; posto:
Flx)= [ f(y)eplaz + fy)dy ,

si ha: F(z) € S (R");
b) sia fr € &'(R™) una successione tale che: éa’—klim fe=1f, esia

Fi(z) = fk( ) e p(az + By)dy € S (R") ;
si ha: ﬂ-klim F.=F.

(Per la dimostrazione vedi Capitolo 10)

6.8 Convoluzione in .’: un fattore in

I due Lemmi e la Definizione seguenti estendono la nozione di prodotto di
convoluzione ad una coppia di elementi di . almeno uno dei quali in &,.

6.8.1 Lemma. Siano f € O4(R"), g € .#/(R"). Sussistono gli asserti:

a) La seguente definizione:

o considerare un rappresentante temperato (g1, go2, g3, - - .) di g tale
che Vg, € Z(R™) (vedi Teorema 5.5.3),

o porre: % g2 [(f*g1,f*ga fxgs...)] €S (R"),
¢ una buona definizione.
b) Per Vp € /(R") si ha:

o f( Yo p(x+y)dy € S (R"), (vedi Teorema 6.7.4),
: / (f@g)w:/ se)e| [ s et ] an
R™ Rn
Cenno. Gli asserti sono provati dalle considerazioni seguenti:

1) Vfxgp € S(R") C L .(R™) (vedi Definizione 6.6.1);
2) per Vo € Z(R") si ha:

/n(f*gk)ﬂé’:/mgk(x%{ f(y)e (x+y)dy]dx

(infatti: sia ¢ = .- lim ¢, con Yy, € Z(R") (vedi Lemma 5.2.2);
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o per il Lemma 5.2.4 e la Definizione 6.5.1, per Vk si ha:

/H{"(f*gk).@:uh—{go/ﬂ{n(f*gk) oy, =

— i [ oo [ 1) eptas ] o

v—00 JRn

o per il Teorema 6.7.4 si ha:

- lim fy) e pu(z+y)dy = - f(y)ew(z+y)dy ;

V—00 R"

¢ tenuto conto dei precedenti due item, I’asserto segue dal Lemma
5.2.4) .

3) per Yo € S (R"), siccome g = y’-klim gk, per il Lemma 5.2.4 appli-
—00

cato allitem 2) si ha:

i [ (emro- |

k—o0 Jn - g(x)e [ e f(y)ew(z+ y)y] dzx .

6.8.2 Lemma. Siano f,g € OL(R"). Sussistono gli asserti:
a) fog=g%f;
b) f% ge OL(R™) .

Cenno. a). Per il Teorema 6.6.3 esistono m € N, f°, g5 € C°(R") N
L*(R"™) (r € N",|r| < m) tali che, posto

B fo(x) 2y = gr(x)
T = a7 O T

si abbia: f = Z dfr, g= Z " g .

Ir|<m Ir|<m
Per Vo € 2(R") si ha (vedi Lemma 6.8.1):
/ (f % g)ep=

:/n O fr(x) | @ /Rn( 9"gs(y) | e p(z +y)dy| dz =

= X oM e | [ ot 0o et 4] aa
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= X o[ aae | [ gt 00 et iy o

[rl,|s|<m

Essendo f.,gs € L*(R"), 05 € 2(R"), una ovvia applicazione del
Teorema di Tonelli prova che:

fr(@)gs(y)p(z +y) € LYRY x RY) ;

per il Teorema di Fubini si ha allora:
[ 5@ | [ oo eta s nay] as
[ awe| [ fweo .
Per ¢ € Z(R") si ha quindi:

[ umgee= [ = nee.

e pertanto f % g =g f.
b). Per Vyp € Z(R"™) sussistono gli asserti:

i) per il Teorema 6.5.5 applicato a f* g, ¢ si ha:

(1% 9+ o)) = [ (%)) o el —y)dy € S
i) per Vo € R" si ha o(z — y) € Z(R"), ; per il Lemma 6.8.1 si ha:
Jr = 9oty -
= [ ate| [ sGrepte - i an-
= [ ate| [ sGeetta =) -2 ay

iii) per il Teorema 6.7.4 applicato ad f, ¢ si ha:

F(g) = - f(z) 0 p(§ = 2)dz € S (R")¢ ;
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siccome:

| ate] [ s eetta =) -2z ay

=/ g(y) e F(z —y)dy ,
-

per il Teorema 6.7.4 applicato a g, F' si

ha:

[ o) s Fo— iy e 787

iv) tenuto conto di tutti gli item precedenti, per Vo € Z(R") si ha:
(f % g)xp € (R"™); tenuto conto della Definizione 6.6.1 si ha quindi:

[ ge OLR").

6.8.3 Definizione. Siano f,g € ./(R"™) due distribuzioni, una almeno

delle quali in &7, (R™). Sussistono gli asserti:
a) la definizione:

&%

f% g se
frg=
g* f se

fe LR
g € OL(R™)

¢ una buona definizione (infatti: se f,g sono entrambi elementi di &,
per il Lemma 6.8.2 si ha f % g = g% f);

b) fxg=g=xf (ovvio).

Il seguente Teorema prova che la convoluzione per un elemento f di &,

ossia ’applicazione
fx: S =S

¢ lineare, invariante per traslazioni e continua, e ha § per elemento neutro..

6.8.4 Teorema. Sia f € OL(R™). Sussistono gli asserti:

a) per Vg,h € ' (R™) e per Ve € C si ha:
fx(g+h)=fxg+f=h,

b) per Vg € //(R") e per Va € R" si ha:

fx(eg)=c(f=g):

f(@)xgle—a) = (f*g)(x—a);
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c) se g = .- lim gy, allora si ha:
k—o0
frg="-1im f * gy ;
k—o0

d) siha: fxd=7f.

Cenno. a). Verifica diretta.

b). Sia ¢ € Z(R"). Si ha:
[ (@) gta =) s pla)da -
:/ng(x—a)o[ () (x—i—y)dy}d:v—
:/ng(x)o[ f(y) o (m+a+y)dy} dr =
:/n(f*g)(q:)ogo(a:—i—a)dx:/ (f *9)(x — a) o p(a)dz .

n

c). Sia ¢ € . (R"). Per il Lemma 6.8.1 si ha:
L J W ee@ty)dy € SR,

lim [ (fxgr)ep=

k—o0 R

= lim {/ fly) e p(z+ y)dy] dx =

k—o0

/ [/ [y w+y)dy}dx—/n(f*g)w-

d). Sia ¢ € Z(R"™). Si ha:
[ asoree=[ swe| [ s eetatia]a-
. -
= Rnf(y)-cp(Oer)dy: fep.

]Rn

Tenuto conto che il prodotto tra due distribuzioni temperate di cui al-
meno una in &) & commutativo, il seguente Teorema prova che se fi,..., fj
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sono distribuzioni temperate tutte, eccettuata al pit una, in OF allora il
prodotto di convoluzione

fix-x fp

esiste, € associativo e commutativo, ossia che tale prodotto comunque inter-
pretato come successione di prodotti a 2 a 2, esiste e il risultato & indipen-
dente dall’interpretazione usata e dall’ordine dei fattori.

6.8.5 Teorema. Siano f, g, h € ./(R"™). Se almeno due delle distribuzioni
[, g, h sono elementi di &4 (R™) si ha:

a) sono definiti entrambi i prodotti: (f xg)*h, f*(gx*h),
b) siha: (fxg)*h= fx*(g*h).

Cenno. a). Ovvia conseguenza della definizione e di b) del Lemma 6.8.2.
b). Supponiamo in primo luogo che f,g € G.(R™). In tal caso I’asserto
¢ provato dalle considerazioni seguenti:

o per il Teorema 5.5.4 la distribuzione h(x) ammette una rappresenta-
zione del tipo:

Vkh

he) = Y’—kli_{r;o y/_hh};ozg ckngd (T — akng) |
‘]:

o per il Teorema 6.8.4, tenuto conto che f,g, f * g € OL(R™), si ha:

Vkh

o (f*g)*h:Y’—klim y’-hliﬂgojglckhj(f*g)(x_akhj) )

—00

Vkh

o gxh=."1lim | 71 gz —am) |,
o= 7 3t~

Vkh

o [x(gxh) =" lim | .7 lim e (£() * (9(x = arng) | -
j=1

o V(f(x))* (g(x — agnj)) = (f * 9)(x — akn;) -

Le osservazioni precedenti provano che se f,g € G./R™, allora (f * g) * h =
f*(g=h).

Supponiamo adesso che g,h € OL(R"™). In tale caso si ha: (h* g) *
f =hx(g=f). Ovvie considerazioni di commutativita ne deducono che:
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(fxg)xh=fx(gxh).
Supponiamo infine che f,h € O/R™. In tal caso si ha:

(fxh)xg=[fx*(h*g)
(hx f)*g=nhx*(f*g)

Ovvie considerazioni ne deducono che: (f *g)xh = fx*(g*h). [

Il seguente Teorema pova che la Definizione 6.8.3 di convoluzione tra due
elementi di ./, uno almeno dei quali in &, & coerente con la Definizione di
Schwartz e con le altre nozioni di convoluzione precedentemente introdotte.

In particolare prova che la convoluzione tra due distribuzioni di ., una
almeno delle quali a supporto compatto, ¢ una distribuzione di ..

6.8.6 Teorema. Siano f € OL(R"™), g € ' (R™). Sussistono gli asserti:

a) sia f ® g la convoluzione di f e g come in Schwartz (vedi: Ch. VII,
85, La convolution dans (.#'), pg. 246); si ha: f*xg= f ® g;

b) se f € &'(R"), sia f ®g la convoluzione di f e g come nella Definizione
6.5.1;siha: fxg=f®g;
c) seg € &' (R"), sia f®g la convoluzione di f e g come nella Definizione
6.5.1;siha: fxg=f®g;
d) se f € LP(R"), g € LY(R™) , con
1 1 1
-+-=1+- (1<p7q77a<00)7
p q r
sia f ®¢g € L"(R™) la convoluzione di f e g come nella Definizione
6.3.1;siha: fxg=f®g.

Cenno. a). Indichiamo con “® : O4L(R™) x '(R") — Z'(R")” la
convoluzione definita da Schwartz.

L’operazione f® ¢ lineare, invariante per traslazione, e .#’-continua.
Inoltre, data una successione Sj € &'(R™) che converge ad f nel senso di
OL(R™) (vedi Schwartz, Ch. VII, §5, Les distributions a décroissance rapide,
pg. 244), per Vo € Z(R") si ha:

/ (f®5)og0éklim (Sk*é)ogozklim Spep= feyp:

— OO JR" —O0JR" R

pertanto f@® verifica anche la proprieta: f ® = f.
Tenuto conto di tali considerazioni e del Teorema 6.8.4, posto (vedi
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Teorema 5.5.4):

Vkh
PTIRT 1 S — aun s
g(x) = —kllj(r)lo 5 —hlirgoz:l cenio(x — arng) |
]:
si ha:
Vkhj

- (5//_ 1 y,— 1 — - = .
f@g Jim Jim ; ckng(x —agn;) | = f*g

b),c). In entrambi i casi, per Vo € Z(R™) si ha (vedi Definizione 6.5.1 e
Lemma 6.8.1) :

[ tenee=[ dwe|[ swesrna]a=[ oo

d). Primo caso: q = 0o, e quindi p = 1. Sia ¢ € Z(R"™). Una ovvia
applicazione del Teorema di Tonelli prova che:

f(@)gy)e(z +y) € LNRE x RY) ;

per il Teorema di Fubini e per la Definizione 6.8.1 si ha allora:
| (F@9@ ol -
= [ ate| [ @eetrnic|di= [ (Fra@e et

Secondo caso: q # oco. Per Vk € IN si ponga:

[ ale) el <k
s ={ 57 S

e si osservi che:
o g € LY(R™), LI-lim g, = g ;
k—oo

¢ per il Teorema 6.3.2 si ha: f® g = Lr—klim f ® gi ; una ovvia applic-
—00

zione del Teorema di Lebesgue sulla Convergenza limitata prova allora
che: f®g= y’-klim f®gr;
—00
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¢ essendo Lq—klim gr = g, una ovvia applicazione del Teorema di Lebe-
—00
sgue sulla Convergenza dominata prova che: .’ —klim gr = g ; per b)
—00

del Teorema 6.8.4 si ha allora: f*g = Y’—klim f*or;
—00

o essendo supp g compatto, per b) si ha: f ® g = f * gx ; pertanto:
f@g=7[xg. u

Il seguente Teorema prova che la convoluzione (si ricordi che &’ C &)
x:8' xS — S

¢ continua, come funzione di due variabili, rispetto alle nozioni di conver-
genza per successioni proprie di ciascuno degli spazi coinvolti. In partico-
lare completa le informazioni del Teorema 6.5.4 nel caso delle distribuzioni
temperate.

6.8.7 Teorema. Siano:

e fi, [ rispettivamente una successione ed un elemento di &”’(R")
tali che: é"’-klim fi=1,
—00

e g, g rispettivamente una successione ed un elemento di .#/(R™)
tali che: y’—klim fe=1f;
—00

si ha:
o F-lim fige=frg.
Cenno. Per Yy € .7(R"), essendo:
o - lim gi(x) = g(x) ,

o Z-lm [ fi(y)ep(x+y)dy = - f(y) e o(z+y)dy (vedi Teore-

k—oo JRn

ma 6.7.5),

per b) del Lemma 5.2.4, si ha:

lim [ gi(z)e [ - Te(y) @ o(x + y)dy] dr =

k—o0 R

=/n9(w)° [/}Rnf(y)w(“y)dy} dz ;
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ossia, tenuto conto di b) del Lemma 6.8.1 si ha:

lim (fk*gk)w:/n(f*g)w-

k—oo JRn

Siccome

/
Lloc/dr C ﬁC’ 1 ¢ 7

loc/c

risulta definita la convoluzione tra una funzione di LllOC Jdr ed una funzione di
Ll 11 seguente Teorema prova che una tale convoluzione (a priori distri-
loc/cl”

buzione di .#’) & una funzione di LlOC Jel» © 1€ fornisce una rappresentazione

elementare in termini di un usuale integrale di convoluzione.

6.8.8 Teorema. Siano f € Lloc/dr(Rn)7 g € L%OC/CI(IR"). In base alla
Definizione 6.8.3 esiste f * g € .#/(R™). Sussistono inoltre gli asserti:

b) per ogni x € R" si ha:
o fly)glz —y) € Ll(]R )y

(f * 9)a / F@)a( - v)dy

Cenno. Si consideri la successione g € Li. .(R™) definita da:

9

w2 [ 9@ Ll <k
0 flall >k

sussistono gli asserti:

i) per Vo € R" ovviamente si ha: f(y)g(z—vy), f(y)gr(z—y) € L}(R"™),
si ponga:

G(z) = - fWg(z —y)dy, Gi(z)= - f@W)gr(r —y)dy ;

ii) essendo f,gx € LIIOC(IR”) ed essendo g; a supporto compatto, si ha:

G = fxgr € Lipo(R") ;
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iii) G € L .(R™)
(infatti: sia K C R™ un compatto; si consideri la funzione:

fWg(x—y): Ry x Kz — C

si ha:
o per Vy € R", ovviamente si ha: |f(y)g(z — y)| € LY(K), ,

o esistono A,v > 0 tale che: |g(z)] < A(14|z[|?)*/? ; tenuto conto
del Lemma 6.7.2, si ha:

[ 1wt = nide < 4 1)+ =) 200 <

< AC [ 1)1+ P20+ ol e <
K
< AC ( [a+ |r:cu2>”/2dx) F@I+ 912772

essendo f € L] / g (R™), si ha allora:

/ |fly y)[dz € L' (R™)y ;
¢ per il Teorema di Tonelli si ha quindi:

fglx —y) € "Ry x K,) ;

o l’asserto segue allora dal Teorema di Fubini. );
iv) G =2'-lim G,
k—o0
(infatti: sia ¢ € Z(R"); imitando le considerazioni precedenti si

verifica facilmente che:

fWg(z —y)e(x), fW)ge(z —y)p(x) € LNRY x RY) ;

si ha allora:

¢ per il Teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata si ha:

Jim F@Wgr(z —y)p(x)dydr =
—00 R;‘XR”x

- / FW)a(z — y)p(z)dyde |
R72xR"x
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¢ quindi per il Teorema di Fubini si ha:
lim Greyp= Gey)

k—o0 R R"

v) essendo g = Y’—klim gi per il Teorema 6.8.4 si ha:
—00
fxg="-1lim fxqg,=.-1im G, = 2'-lim G, = G ;
k—o00 k—o0 k—o00

e quindi sussiste l'asserto b);

vi) per litem iii) si ha allora: f g€ L} _(R");

vii) G (e quindi f *g¢) ¢ una funzione a crescita lenta s.u., e quindi sussite
lasserto a)
(infatti: esistono A,v > 0 tale che: |g(z)| < A(1 + ||z]|*)*/? ; tenuto

conto del Lemma 6.7.2, per Vx € R" si ha quindi:
G@I< [ 1wl - ldy <

<A
R”

F@)+ llz =yl dy <

<AC (/]Rn [F()I(L+ Hy\l2)”/2dy> (1 + fll?)*/2 )
_

Il seguente Teorema riconduce la convoluzione per una funzione di .
(si osservi che . C @) ad una pseudoconvoluzione; in particolare prova
che tali convoluzioni sono funzioni di &y e in alcuni casi di .%, e che le loro
derivate sono convoluzioni per le corrispondenti derivate della funzione di

.

6.8.9 Teorema. Siano f € . (R"), ¢ € L (R"). Si ha:
a) fxpe Oum(R) ;
b) per ogni x € R" si ha:

@)@ = [ S e e—n)ay= [ fa—u)e ey

¢) per Vg € IN" si ha: 99(f * @) = f * (8%) ;
d) se f € OL(R™) siha: f*¢p e S(R") .
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Cenno. a),b). Sia f; € Z(R") una successione tale che ﬂ’—kli_{gofk =f:
o siccome ¢ € S (R") C GL(R™), per b) del Teorema 6.8.4 si ha:
fro=5" 1 fixp =2 lin fixp;
o siccome f € Z(R"), ¢ € (R™), ovviamente si ha:
s )@ = [ fuliow=ndy= [ o) e oo =)y
o tenuto quindi conto di a),c) del Teorema 6.7.3 si ha:

On(R™) 2 - f(y) ez —y)dy =

= &-lim | fi(y) e p(z —y)dy =

k—o0 R

=7-lim | fi(y)ep(z —y)dy =7 lim fyxp=fxp.

k—oo JRn

c). Per il precedente b), e per b) del Teorema 6.7.3 si ha:
o1 fr)=n ([ ) e ple ) -
= [, S W) o @)z —y)dy = f = (97)

d). Segue dal precedente b), e da a) del Teorema 6.7.4. |






Capitolo 7

Analisi e sintesi di
distribuzioni temperate
tramite delta di Dirac

Questo Capitolo fornisce metodi per descrivere(analisi) una distribuzione
temperata tramite limiti di combinazioni lineari di delta di Dirac, e quindi
per costruire sue approssimazioni (sintesi) tramite combinazioni lineari di
delta di Dirac.

I risultati verranno usati nel Capitolo successivo dedicato alla Trasfor-
mata di Fourier: precisamente consentiranno 1’analisi e la sintesi di una
distribuzione temperato tramite limiti di combinazioni lineari di funzioni
circolari con coeeflicienti dedotti dalla sua Trasformata di Fourier.

7.1 Successioni regolarizzanti

La seguente Definizione introduce la nozione e il ruolo delle successionsi
regolarizzanti.

7.1.1 Definizione. Sia ¢}, € Z(R") una successione tale che:

&'-lim pp =6 .

k—o00
Sussistono gli asserti:

a) per Vf € 2'(R") si ha:
o Vf+ g € &(R?) (vedi 6.5.5),
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o 9’—klim frpr=1/f (vedi 6.5.4 € 6.5.8);

b) per Vf € & (R") si ha:
o Vfxpr € Z2(R™) (siricordi che supp f * ¢ & compatto),
o éo’—kllngof xpp = f (vedi 6.54 e 6.5.8);
c) per Vf € /' (R") si ha:
o Vfx o € O(R™) (vediii) di 6.6.1),
o Y’—kliigof x o = [ (vedi 6.8.7 e 6.5.8).

Tenuto conto di cio si usano le locuzioni seguenti:
o per Yo € Z(R"), la funzione
[fxpe&R") (risp. € Z(R"), € Op(R™))

si dice una regolarizzata di f,

o f* g ¢ una successione di regolarizzate di f che ha f come %’-limite
(risp. come &”'-limite, .’-limite),

o g si dice una successione regolarizzante.

7.2 Derivazione come limite di rapporti incremen-
tali

Il seguente Teorema descrive le derivate parziali prime di 6 come &’-limiti
di rapporti incrementali elementari e le derivate parziali successive come
&’-limiti di rapporti incrementali generalizzati.

Si noti che tali rapporti incrementali sono elementi di &”: come tali, privi
di qualsiasi significato puntuale.

Si noti che gli usuali limiti di successioni sono qui sostituiti da limiti di
famiglie dipendenti da un paramentro reale tendente a 0: sia la generaliz-
zazione della nozione di limite per tali famiglie, sia la riformulazione di tale
nozione in termini di limiti di successioni sono ovvie.

Premettiamo le seguenti osservazioni e convenzioni:

o si ricordi che per Vo € &(R"™) si ha: 0(x) @ p(x)dx = p(0) (vedi

Rn
Nota 1 nella Sezione 4.4);
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si ricordi che

(e]

Sz —ap)x--xd(x—ay) =0(x—(a1+-+a))
(vedi c. della Nota 6.5.8);

(e]

si ricordi che per Vp,q € IN" si ha: (9P(x)) * (095(x)) = IPTI5(x)
(vedi b. della Nota 6.5.8)

o

per Vg € &'(R") e per Vr € IN poniamo:

g*x---xg se r>0
Y .
= M :

1) se r=20

”

o per Vm,q € IN" l'asserto “m < ¢” significa “m1 < q1,...,mn < qn” ;

o

per Vm < g € IN" poniamo:

()2 () ()

7.2.1 Teorema. Si consideri §(z) € &' (R™). Sussistono gli asserti:
a) Per Vj € {1,...,n} si ha:

0 , . O0(x+ hej) —0(x)
L §(z) = &1 .
a$]5(x) ¢ hli% h

b) Per Vj € {1,...,n} e Vg; € IN si ha:
a; *qj
i) = (o) =

q; .
ox i Ox;

qj
=&"lim [ > < i )(—1)qj—mj5(x+hmjej) /R .

h—0 m;
mj=
c) Per Vg € IN" si ha:
aQ1 8‘177,
0% (x) = ﬁé(x) Kook Mé(a:) =

= &'-lim Z( 9 )(—1)q_m|5(1‘+hm) /hldl

h—0 m
m<q
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Cenno. a). Per Vo € &(R") si ha:
d(x + hej) —6(x)

iy [, S ot =
— he:) —
“pim [ 5(z) e PEZRG) Z @)y
h—0JRn h
. p(=hej) — »(0) 0 9
= 1 = —— g —_ .
lim W 8%@0(0) - axjé(fﬂ) e p(z)dz ;
. O0(x + hej) —o(x) 0
: &-1 J = — .
ne segue: & lim Y oz, d(z)
b). Segue dal precedente a) e da b) del Teorema 6.5.4.
c). Segue dal precedente b) e da b) del Teorema 6.5.4. [

Il seguente Teorema descrive le derivate parziali prime delle distribuzioni
su R™ come limiti distribuzionali di rapporti incrementali elementari e le de-
rivate parziali successive come limiti distribuzionali di rapporti incrementali
generalizzati.

Si noti che tali rapporti incrementali sono distribuzioni: come tali, privi
di qualsiasi significato puntuale.

7.2.2 Teorema. Sia %'(R"™) uno degli spazi:
&'(R"), S (R"), 2'(R") .
Sia f(z) € Z'(R™). Sussistono gli asserti:
a) Per Vj € {1,...,n} si ha:

9 oy o S @+ hey) — f(z)
%j (.’E)—@/—}llli)% ]; )

b) Per Vj € {1,...,n} e Vg; € N si ha:

9% % q;
P ) = -1 i) (—1)% ™ f(x 4 hmge;) | /B9 .
g )= m%:o(mj)( 5 Gt hmses) |/

c) Per Vg € IN" si ha:
Of(x) ="-lim [ Y ( 4 ) (=D)le=™lf (2 + hm) | /Bl

h—0 m
m<q
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Cenno. Gli asserti a),b) sono casi particolari di c), esplicitati solo per
comodita. Le considerazioni seguenti provano c).

o Per b) della Nota 6.5.8 si ha: 09f(z) = f(z) * 090(x) ;

o per ¢) del precedente Teorema 7.2.1 si ha allora:

h—0 m

f(z) = f(z) * &-lim Z( 4 )(—1)|q_m5(x+hm) /Rl

m<yq

o tenuto conto

¢ del Teorema 6.5.4 nei casi ' = &' e ' = 9,
¢ del Teorema 6.8.7 nel caso ' = .7,

si ha allora:

0" (w) = - Jim Z(%)(l)q‘m'f(w)*é(ﬁhm) /i

o per c¢) della Nota 6.5.8 si ottiene I’asserto c). [ |

7.3 Approssimazioni con combinazioni lineari di
delta

La seguente Definizione sara utilizzata in tutti le procedure seguenti.

7.3.1 Definizione. Per £k = 1,2,3,... si considerino:

o un reale g > 0

o una famiglia finita di pacchetti di punti di R™:
®k17 .. ‘7@kl/k )

limitati, misurabili di misura > 0, a due a due disgiunti, ciascuno di
diametro < e

tali che:
Vi
o posto O = U Oy, si abbia:
j=1

©,CO,CO3C--- U@kZRn,
k=1
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o lim g, = 0;
k—o0

per ciascun pacchetto ©y; si consideri un punto campione 0y; € Oy;.

Descriveremo una tale assegnazione dicendo che ©y; ¢ un ricoprimento
progressiwvo di R™ in pacchetti esaustivi di punti, e che 0; ¢ una scelta di
campioni, uno per ciascun pacchetto.

Il seguente Teorema fornisce rappresentazioni implementabili delle fun-
zioni Llloc Ja1 © delle funzioni L' come limite di combinazioni lineari di delta
di Dirac.

7.3.2 Teorema. Sia f(z) una funzione verificante una delle due seguenti
condizioni:

1) f(@) € LL, (R ,
2) f(z) € LY(R").
Scelti ef, Opj, Ok; come nella Definizione 7.3.1, si ha:
Vg
f(z) ="~ lim </ f) d(x — Orj) .
k—o00% O,
J=1 ki

Cenno. Dimostriamo in primo luogo 'asserto sotto lipotesi f(x) €
Li. /CI(IR”). Poniamo:

i) =3 ( L f) 5z b5) € A(RY)
Per Yy € Z(R") si ha
[ ) i) = 3 ( L f) o(0r,) =
-3 ([ s, @) wieu) = [ At .
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Le considerazioni seguenti provano che:

lim Fy(z)dx = f@)p(z)dx ,
Rn

k—oo Jpn
e quindi che: y'—klim fr(z) = f(x) , ossia I'asserto.
— 00

a) Per Vz € Oy, esiste un unico j(k,z) tale che: = € Oy ;1) ;

o poniamo: &(k,x) £ Oy j 0 — T
¢ si ha: Hk:,j(k,x) = l‘+f(k7$) , OVe ||£(k7$)” SEk -
b) Ne segue:

Fu(a) = { 0 se T & O

F@) Ok jrz)) = f(@)p(z +&(k,x)) sex € O
c) Essendo f(z) a crescita lenta s.u., esistono C1, > 0 tali che:
|f(@)] < Cr(L+ [l ;
essendo ¢(x) € .7 (R"), esiste Cy > 0 tale che:

(s
< .
‘W(ﬂ?)’ X (1 H$H2)(“+n+1)/2 )

per il Lemma 6.7.2, esiste C'3 > 0 tale che:

2
1At

— < (3—= Vo, & e R"™) ;
T erel SCTiepE )

ne segue:
Co .
(1+ [ + €[J2)lutntD)/2 =

na1y/2 (14 [|€]]2) tntD)/2
< C1(1+ [l P2 cp0g Y El + ’|”$“|\2;(u+n+1)/2 -

|f(@)p(z+ &) < CL1 + ||z||*)*/?

(1 + flg|f?)ltnsb/
(1 + [J][2)tr /2

ove C' = CyCoC{P /2
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d) Ne segue:
—0 se x & Oy
I 2\ (u+n+1)/2
| F()] < oA Nk, 2) )0 se z € Oy
(1+ [|z]|?)(n+D)/2

posto quindi
e =supf{er,e0,€3,...} < +00, B=C(1+2)ltntl)/2

si ha:

|Fr(x)] < e LY(R") .

(1 [J]?) (D)2

e) Allora le funzioni Fj(x) ammettono una dominante comune integra-

bile.

f) Siaxg € R™. Siha definitivamente z¢ € Oy, e quindi ¢ definitivamente:

Fi.(z0) = f(xo)p(xo + &(k, 20)) ;

essendo ||€(k,zo)|| < ek, essendo klim er = 0, ed essendo ¢ continua,
— 00

lim Fy(zo) = f(z0)p(z0) -

k—o0

si ha:

g) Per il Teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata si ha allora:

lim Fy(x)dx = f(z)p(x)dx .
R»

k—oo R

Sotto lipotesi f(x) € L'(R™), ¢ sufficiente rileggere la dimostrazione
precedente con le seguenti modifiche:

o eliminare gli item c),d);

o sostituire 'asserto dell’item e) con il seguente asserto: “Allora le
funzioni Fy(x) ammettono sup |p| - |f(z)| come dominante comune
integrabile”. |

1

loc/cl’

di continuita, in particolare per funzioni LllOC .1 continue, il seguente Teorema

fornisce una versione piu naturale del Teorema 7.3.2. Il Controesempio 7.3.4

prova che esistono funzioni L' verificanti tali condizioni di continuita per le

quali tale versione non sussiste.

Limitatamente alle funzioni L il verificarsi di opportune condizioni
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7.3.3 Teorema. Sia f(z) € LIIOC/CI(R”); supponiamo inoltre che f(x)
verifichi la seguente condizione:

o per quasi ogni g € R"™ esiste un intorno I(zg,r) tale che f(z) &
continua su I(xg,r) (chiamiamo tali punti punti di 0-regolarita di f;
si osservi che per ogni tale zg ¢ definito f(xg) € C).

Scelti eg, ©p;j, 0kj come nella Definizione 7.3.1, con l'ulteriore condizione che
i 1, siano scelti tra i punti di 0-regolarita di f (scelta certamente fattibile,
essendo Vmis Oy, > 0), si ha:

fla) =" lim Vkl f(Ok;) - mis Op; - 6(x — Or;) -
o
Cenno. Poniamo:
fe(@) = if(%‘) -mis O; - 6(z — Or;) € A(R") .
p
Per Vo € .7(R") si ha:
o fe(@) @ p(x)d(z) = jﬁ;f(@kj)@(%)mis Orj = /n Fi(z)d(z)
ove:
Fi(z) = iif(ij)w(ij)Xekj (z) .
p

Le considerazioni seguenti (strettamente analoghe a quelle del precedente
Teorema 7.3.2 relative alle funzioni a cresita lenta s.u.) provano che:

lim Fy(z)dx = f(z)p(x)dx ,
R»

k—oo R
e quindi che: y’—klim fr(z) = f(z) , ossia lasserto.
—00

a) Per Vz € O, esiste un unico j(k,z) tale che: x € Oy ;1 4) ;

o poniamo: &(k,x) £ Ok jka) — T
¢ si ha: ek,j(k,x) = :L‘—l—f(k,l‘) , OVe ||£(k7$)” SEk -
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b) Ne segue:
0 se x & Oy

Fy(x) = T Ok ) PO j(h,z)) =
= flx+ &k, 2))p(x +E(k,x)) sex €Oy

c) Essendo f(z) a crescita lenta s.u., esistono C1, > 0 tali che:
[f(@)] < Cr(1+ JJa|?) ;
essendo ¢(x) € L (R"), esiste Cy > 0 tale che:

C _
(1 + o) @i 72

lp(z)] <

per il Lemma 6.7.2, esiste C'3 > 0 tale che:

2
11t

T erde SOirep mEeRY
ne Segue:
Cy
2)p/2 =
[f(z+ ez + & < Cr1(1+ ||z + &%) (1 + [z + &[|2)(tntD)/2
C1Cy < (1+ [|g]>)n+D)/2

IR R D (R P DICTEN

ove C' = C1C,C{" T2
d) Ne segue:

=0 se x & O

F@ (L el ) )2 ;
SO ey e

posto quindi
e = sup{e1,e0,€3,...} < +00, B=C(1+3)ntD/2
si ha:

B
(1+ [|lz]|?)m+0)/2

|[Fr(2)| < € L'(R") .
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e) Allora le funzioni Fy(x) ammettono una dominante comune integra-

bile.

f) Siaxg € R™. Siha definitivamente z¢ € Oy, e quindi ¢ definitivamente:

Fy(wo) = f(wo + &(k, 20)) (w0 + (K, 20))

essendo ||€(k,xo)|| < ek, essendo hm e = 0, ed essendo ¢ continua,

per tutti gli xg di O-regolarita di f e qumdl per q.o. g € R", si ha:
lim Fy(20) = f(zo)¢(z0) -
k—o0

g) Per il Teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata si ha allora:

lim Fy(z)dx = f(z)p(x)dz
R»

k—oo R

7.3.4 Controesempio. Sia f(z) : R — C la funzione definita da:

Fa) = 3wy @) A =T (mov/(mte))

m=1
si osservi che:

o per Vz € R al pit un addendo ¢ non nullo, quindi f(z) ¢ ben definita,
o fe L' (R") e/f:2\/§- Zl/mz,
R m=1

o i punti non di 0-regolarita di f sono gli estremi degli intervalli A,,; in
particolare:

¢ l'insieme di tali punti ¢ numerabile,
o tali punti € Q ,

o per Yk € IN, k & un punto di O-regolarita di f e f(k) = k2e*; in
particolare f non ¢ a crescita lenta s.u..

Si Ponga:

o O = [—k,k‘—l— 1),
0 O = [—k+(—1)/k,—k+j/k), j=1,...,vp =2k>+k, e, =1/k,
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o Oyj = —k+(j —1)/k (si osservi che 6, esseno razionale ¢ un punto di
O-regolarita di f).

Sussiste 'asserto:

o la successione

VE

fu(x) = f(6h;) - mis Op; - 6(z — O;) € A(R™)

j=1
non & una successione di .#’-Cauchy.
Cenno. Sia p(z) = e € .Z(R) . Per Vk , posto ji = 2k% 4+ 1 , si ha:

o Opj, =k,
o tenuto conto che Vf(x) > 0, p(z) > 0, si ha:

Vi

| Ji@) s e(@)d(@) = 3 S OO )mis O >

j=1
> f(Okj,)e(Orz,)mis Oj, = f(k)g(k) - (1/k) =k ;

ne segue l’asserto. |

Per distribuzioni temperate qualsiansi, descrizioni sono fornite dai due
seguenti Teoremi:

o il primo, corollario del Teorema 7.3.3, utilizza la nozione e il ruolo delle
successioni regolarizzanti e fornisce descrizioni implementabili sotto
forma di doppio limite di combinazioni di delta di Dirac,

o il secondo utilizza la rappresentazione delle 370 data nel Teorema 7.2.1
e fornisce descrizioni ben difficilmente implementabili (tenuto conto
della grandezza dei coefficienti che usa) sotto forma di limite di com-
binazioni lineari di delta di Dirac; I'interesse di questo risultato e di
natura teorica: migliora il Teorema 5.5.4 provando che lo spazio A(RR™)
& denso in ./ (R™).

Al primo Teorema premettiamo una Nota che esplicita le informazioni
fornite su una distribuzione temperata da una sua descrizione come doppio
limite.
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7.3.5 Nota. Siano F' e Fj; rispettivamente una distribuzione ed una fa-
miglia a due indici h, k € IN di distribuzioni € .%/(R") tali che:

F = jﬂ/— lim <5ﬂ— lim Fhk> .
h—o00 k—o0

Per Yy € #(R"™) e per Ve > 0, esistono

h, k(h),k(h+1),k(h+2),...

tali che per ogni

si ha:

/H(FFhk)°<P‘<5-

7.3.6 Teorema. Sia f(z) € .&/(R").

o Scelta una successione regolarizzante ¢, € Z(R"™) (vedi Definizione
7.1.1),

o scelti eg, O;, Ok; come nella Definizione 7.3.1,

si ha:

h—o00

Vg
fla) =" lim_ | 7"~ lim D (f % @n)(0ks) - mis Op; - 5(x — Oy)
—)OOj:]-

(Si ricordi che per c¢) della Definizione 7.1.1 si ha che Vf * ¢ € Oy(R™))
Cenno. Per ¢) della Definizione 7.1.1 si ha: [ = y’-hlim fxon .

Essendo Vf * o), € On(R™) |, per il Teorema 7.3.3 si ha:
Vk
(f *n) (@) = "= lim Y 7(f % on) (Bh;) - mis Op; - 3 — Orz)
j=1

e quindi 'asserto. |

7.3.7 Teorema. Sia f(z) € .//(R").

o Posto: f(z) = 09g(x), con ¢ € N" e g(x) € C°(R") a crescita lenta
s.u. (vedi Teorema 5.7.3),

o scelti: €, Oj, O; come nella Definizione 7.3.1,



152 7 Analisi e sintesi di distribuzioni temperate tramite delta di Dirac

si ha:
f(z) = 7" lim. ;9(%‘) - mis Op;-
5(3) oo

Cenno. L’asserto e provato dalle considerazioni seguenti:
o per il Teorema 7.2.1 si ha:
915(x) = &'~ 1i C) (—p)lamlglds(z + (1/k)m)
@) k;ngon;(my okl 4 (1/K)m)

o per il Teorema 7.3.3 si ha:
Vi
= .- 1i Ok;) - mis O, - §(x — O;) ;
g9(z) kg{}o; 9(Or;) - mis Op; - 6(x — ;) ;
o per il Teorema 6.8.7 si ha allora:

f(x) = 5" lim ; < gl ) (=D)lemlglal sz + (1/k)m) |

Vi

| Y g(Bry) - mis O - 6(z — bj)

j=1



Capitolo 8

Analisi e sintesi di
distribuzioni temperate
tramite funzioni circolari:
Trasformata di Fourier

La Teoria della Trasformata di Fourier ha come obbiettivo la descizione di
fenomeni in termini di funzioni circolari complesse e di loro ovvie generaliz-
zazioni a piu variabili.

In letteratura si trovano versioni diverse della Trasformata di Fourier a
seconda del particolare parametro (frequenza, pulsazione, etc.) usato per
caratterizzare tali funzioni. Il passare dall’'una all’altra ¢ concettualmente
banale ma formalmente non ovvio.

Le considerazioni della Sezione 8.1 consentono una trattazione concet-
tualmente e formalmente unitaria della Trasformata di Fourier che for-
nisce in modo automatico ed ovvio tutte le versioni incontrate e quelle
potenzialmente incontrabili.

8.1 Convenzione sulla rappresentazione di funzio-
ni circolari complesse

Con il termine funzioni circolari complesse si intendono le funzioni
gt) : R—-T={ceC:|c =1}

che rappresentano parametricamente moti su I'
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o di velocita angolare costante,
o di punto iniziale g(0) = 1.

La seguente Convenzione consente una caratterizzazione di tali funzioni
che unifica tutte le descrizioni possibili e consente in modo banale il passaggio
dall’'una all’altra.

8.1.1 Convenzione. Consideriamo, e teniamo costanti:

o un reale a € (0, 27],

¢ un angolo A di « radianti.

Le funzioni circolari complesse verranno caratterizzate tramite la loro
pulsazione 0 in unita A, ossia tramite il numero 6 di angoli A percorsi in
senso antiorario ogni secondo.

Con tale convenzione, la famiglia delle funzioni circolari complesse ¢
descritta da:

e (g e R).

Con la Convenzione 8.1.1, chi & abituato a definire tali applicazioni g(t)

. in tutti i risultati ad esempio, . .
tramite diverra

e le formule, porra la formula

la frequenza, ossia
la pulsazione f a=2r O=f g(t) = e | g(t) = 2"/t
in angoli giro

la pulsazione w . .
=1 0 = t) = iaft t) = iwt
in radianti @ v gt) =e glt) =e

la pulsazione n 27 B bt _ i2ry
n g?“adi o = 360 0 - 77 g(t) =€ g(t) = €360
la pulsazione ng 27 B  iabt _i2mpo
in gradi centesimali @ 400 0=mo g(t) =e g(t) = etion

La seguente Definizione generalizza a pit variabili la nozione di funzioni
circolari complesse.

8.1.2 Per ogni

0= (01,...,0,) € Ry, == (x1,...,2) € R}
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poniamo: 6 -z £ 6121 + - + 0,2, € R . La funzione:

eia@-x — eia91 T1+-Fi1abp

della variabile x € R? si dira la funzione circolare complessa di pulsazione
0 € Ry in unita A.

8.2 Trasformata di Fourier in L!

La seguente Definizione introduce la Trasformata e 1I’Antitrasformata di
Fourier delle funzioni L'.

8.2.1 Definizione. Sia f € L}(R"):
FT) Per ogni # € R” si ha: f(z)e 0 ¢ Ll(IR”)x;
o la funzione f(# / f(x)e 02y Ry — C si dice la

trasformata di Fourier della funzz’one f(z) € LY(R™),;
o (Zf)(0), (Ff(x))(H) sono simboli alternativi per indicare f(6).
AFT) Per ogni z € R si ha: f(#)e’®?* € L1(R")y;
a

o la funzione f(z) = (27)11 f(0)e*0*dg : R? — C si dice la
s R™

antitrasformata di Fourier della funzione f(0) € L'(IR™)g;
o (Zf)(z), (Z f(0))(z) sono simboli alternativi per indicare f(z).

Si osservi che tra le funzioni f e f sussistono le relazioni:

Fo) = (52) dear o) = () f-0).

(0%

I seguenti Teoremi evidenziano proprieta di uso corrente della trasfor-
mata e della antitrasformata di Fourier in L.

8.2.2 Teorema. Sia f € L'(R"). Sussistono gli asserti:
f(0), f(z) € L®(R") ;
1o < 111, 1o < (=) 11

f(6), f(z) e COR") ;
lim f(§)=0, lim f(z)=

[16]]—o00 llz[|—o00

a

b

C

)
)
)
d)
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Nota: tenuto conto di a), possiamo considerare le applicazioni:
F,F : LM(R") — L®(R") ;
tali applicazioni sono ovviamente lineari, e per b) sono anche continue.
Cenno. a),b). Ovvia conseguenza delle definizioni.
c). In Ry sia: kli)ngo 0, = 0; applicando il Teorema di Lebesgue sulla
Convergenza limitata alla successione
fla)eiats

—iaf-x

di funzioni L' ed alla funzione f(x)e , usando come funzione dominante

|f(z)], si ottiene: R R
lim £(6) = 7(0)
pertanto f € CO(R") .
Essendo f(x) = (;) f(=z), anche f € CO(R™) .
T
d). Dimostrazione tecnica, facilmente trovabile in letteratura: omessa.

8.2.3 Teorema di reciprocita in L'. Siano f,g € L'(R™). Sussistono
gli asserti:

a) fg, fg, fg, fge L'(R™);
b § = f § = fg .
)/Rnfg ]Rnfg ; /]Rnfg Rnfg

Cenno. a). f,g € L'(R") per ipotesi; £, 4, f,§ € L(R") per il Teorema
8.2.2.
b). Per il Teorema di Tonelli si ha:

f(@)g(y)e ™ € LY (R} x RY) ;

per il Teorema di Fubini si ha allora:

/ f@)g(y)e " **Vdady =
R xR"™

|os@]| [ sweeray]ae= [ a

| st | [ @i a= [ fo

Stesse considerazioni per f,g. |
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8.2.4 Formule FT-convoluzione in L!. Siano f,g € L'(R"™) . Sussisto-
no gli asserti:

a) fxgeL'(R");
b (g7 = o (Frar= () fa.

Cenno. a). Segue dal Teorema 6.3.3.
b). Sia § € R"™. Una (opportuna) delle due modalita di applicazione del
Teorema di Tonelli prova in modo banale che:

v ( ’ ) — f(a— g)gly)e T € L'(RY x RY) ;

ne segue che:

o(3)=((o 1) (5))-

—=u ( ’ _35 ' ) = f(x)g(y)e @) ¢ LR x RD)

/ u(x)d$dy:/ U(x>dxdy,
R xR Yy R" xR™ Y
ossia che:

/ f(@ — y)g(y)e " dady = / F(@)g(y)e @@ dady ;
R xR" R xR"

e che:

cio posto si ha:

(r+gi6) = [

[ flo - y)g(y)dy} eiof gy —
R R

- / £z — )g(y)e 0 dady =
R xR™

- / f(@)g(y)e 0 dady =
R xR™

= / fl@)e " g(y)e "V dady =
R xR"™

_ ( 5 f@)e—mwdx) . ( / ng<y>e—w9~ydy) — F®)36) -
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Tenuto conto della Definizione 8.2.1, dal risultato precedente segue che:

(/@) = (52) (F o)) = (5=)" F=a)g(~a) =

~(&)"((2) 1) ((2) a@) = (2) Fop .

8.3 Trasformata di Fourier in .

Questa sezione prova che per Vf € .# siha f, f € . (si ricordi che .# C L'),
e che le applicazioni, ovviamente lineari,

TSy — Sy, FSLy— S

sono isomorfismi, uno 'inverso dell’altro.
Il Lemma e il Teorema seguenti provano il primo asserto.

8.3.1 Lemma. Sia f € /(R"™). Sussistono gli asserti:

FT-a) f(0) € C'(R"),

FT-c) 8] (0) = (F (—iax;) f(x))(0) ;
AFT-a) f(x) € CYRY)
AFT-b) ( 507(0) ) () = (i) o)

AFT-0) 5 fa) = (#(iat))f(0) )

Cenno. FT-c). Per V0 € R" si ha:

¢ 0+ he:) — £ 9 ) —iahz; _ 1
° f( + 6]) f( ) _ f(‘r)eflaa-x'e ’ dx;
h R7L h
. » e—iozha:j -1
o Fp(z) = f(x)e™ - — =
ef'iah;tj -1

— (_ . —iab-x
= (—iaxj) f(x)e iah;
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e —1

o la funzione n — con 1 € R & limitata in modulo (da una

costante opportuna C' > 0) ed ha limite 1 per 1 che tende a 0 ;
o la famiglia di funzioni F},(z) verifica quindi le condizioni:
o |(—iaz;) f(z)e~?*| . C € L*(R™) & una dominante di tutte le
funzioni Fy(z) ,
¢ per Vo € R" si ha: %{I})Fh(m) = (—iax;) f(x)e 0T
o per il Teorema di Lebesgue sulla Convergenza Dominata si ha allora:

lim f(0+ hey) = 1(6) = / (—iaxj)f(:):)e_io‘e'xdw .

h—0 h

FT-a). Nella precedente dimostrazione di FT-c) ¢ stato provato che
esistono le derivate parziali prime di f (0) e che tali derivate sono a loro volta
Trasformate di Fourier di funzioni L'. Per il Teorema 8.2.2 tali derivate sono
quindi continue.

TF-b). Per semplicita di scrittura supponiamo j = 1. Per V6 € R" si

ha:

87.%'1 6951
o essendo f € Z(R"™), ne segue:

0 —iab-x _
/IR” <ax1f($)>e 02 qp =

= i —iaf-x . iob® .
B /IR" 0y (f(ac)e ) dz + (iab)) - f(x)e dz ;

o < 0 f(.l‘)) efioﬂ-x — i (f(x)efiae.x) _i_iaglf(x)efiae-x :

o essendo (per il Teorema di Fubini):

/]Rn 38351 (f(x)e_io‘e'z) dr =

_ /Rn1 (/Rail (f(x)e—iae'm) d:r1> dag -+ day, =
:/Rnl (0)das - deg =0,

si ottiene l’asserto.

Le dimostrazioni relative alle antitrasformate si ottengono dalle prece-
denti con ovvie modifiche. |
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8.3.2 Teorema. Sia f € /(R"). Sussistono gli asserti:

FT-a) f(0) € Z(R") ,
FT-b) (Z99f(x))(0) = (ia)l4l97£(0) , per Vg € N" |
(—ia)|q|mqf(a:))(6?) , per Vg € IN";

£ n 3 . 8 a £ _ ar o y . .
o f(#) € C*(R™) e inoltre: a—ehaejf(ﬁ) = (F (—iaxy)(—tax;) f(z))(0) ;

iterando tali considerazioni si ottiene che:
o f(0) € C®(R") e che per Vg € R" si ha:

91f(0) = (F(—ia)ldlzd f(2))(0) .

FT-b). Per il Lemma 8.3.1 si ha: (3‘\&2]‘(@)(9) = (iab;)f(0) ; ne
J

segue:

(988]“(3:)) (6) = (1)) (i06;) f(6) :

8xh 8:cj

iterando tale procedimento si ottiene 1’asserto.
FT-a). Tenuto conto di FT-b), FT-c), e della dimostrazione di FT-c), si
ha:

o f(6) € C*(R"),
o per VYm,q € IN” si ha:

0" 0f(6) = (ic)” "l (—ia) I (FOm (21 (x)))(6) € L®(R") ;
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ne segue che, per Vg € N, 94f (0) & una funzione a decrescenza rapida s.u.,
e quindi che f(6) € (R").

Le dimostrazioni relative alle antitrasformate si ottengono dalle prece-
denti con ovvie modifiche. |

Per il precedente Teorema 8.3.2 si possono quindi considerare le appli-
cazioni lineari:

Y

- YR)—.YR) F:7R)—.ZR).

I due Lemmi e il Teorema seguenti provano che tali applicazioni sono
isomorfismi uno l'inverso dell’altro.

8.3.3 Lemma. Siano f,g € .(R™). Sussistono gli asserti:

a) per Vxg € R" si ha:

o [ Foreermas = | [ s s
b) per Véo € R” si has
o0 () [ o= [ ] o).

Cenno. a). Per Vk € IN(k # 0), si ponga gi(z) = g((1/k)z); si ha:
o gr(0)f(y)e it veiadwo ¢ LYRY x R}) (segue dal Teorema di Tonelli);
o applicando a tale funzione il Teorema di Fubini si ottiene:

/ " [ ") <y>em9'yd4 gr(0)e""*0d0 =

= [ [ aeramas] pay.

ossia:

[ FOa@cras = [ gy~ z0)fway
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o si ha:
/ 91(y — o) f(y)dy = (sostituendo y con y + xg)
Rn
— [ @St ady = (verificare che gy(y) = K"9(0kv))
= k”/ g(ky) f(y + zo)dy = (sostituendo y con (1/k)y)

= [ 3Ry + o)y
o allora si ottiene:

F(0)gr(0) 006 = / 5 F((L/R)y + zo)dy ;
.

n

le ipotesi consentono di passare al limite per k& — oo applicando
ad entrambi gli integrali il Teorema di Lebesgue sulla Convergenza
dominata; ne segue 'asserto.

. 2\ " .
b). Essendo f(0) = <7T> f(=0), la relazione a) diviene:
a

o0 ()" [ soeesmar=| [ gan] st

«

le sostituzioni: —x ~» 0, 6y ~» xg forniscono la relazione b). |

8.3.4 Lemma. Si consideri la funzione: g(z) = e~I#I* € #(R"). Sussi-
stono gli asserti:

a) g(0)
b) §(0) = (v/m)" eI/l |

) [ awa= ()

Cenno. Per il Teorema di Fubini si ha:

n
9(y) :/ eIl e=iveqy = H/ e TR
n R
h=1

Utilizando i seguenti risultati (usualmente reperibili in letteratura):

/ e = VT, / eIy = ﬁe‘”2/4 (YneR),
R R

L,
(
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si ottiene:

a(y) = [ Vae (@2 = (/)" e-lle/2w)®
h=1
/ g(y)dy = H \/E/ e~ (@/2un)® gy, —
R® h=1 R

_ hf[lﬁ@/a) [t = (30)"

[ |
8.3.5 Teorema. Sussistono gli asserti:

a) Sia f € .Z(R"); si ha:

¢ per Vxg € R” si ha:

(55)" [ F®er=0d0 = fxo)
271— Rn
o per Y6y € R” si ha:
fla)e™ e dz = f(o) -
Rn

b) Si ha:

o FF =1:SR"); — SR, ;

o FF =1:SR")g— .Z(R")y .
Cenno. a). Segue dal Lemma 8.3.3 usando la g del Lemma 8.3.4.
b). Segue da a). [

Il seguente risultato descrive il comportamento della F'T e della AFT sul
prodotto di convoluzione e sull’usale prodotto tra funzioni di ..

8.3.6 Formule FT-convoluzione in .. Siano f,g € .(R") . Sussisto-
no gli asserti:

a) fxg, fge LS R");

b) si ha:
(F 9= fa o= (2) fs.
(o= (5=) F+3 (foy=F+3.
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Cenno. a). Tenuto conto di d) del Teorema 6.8.9 si ha: fxg € . (R").
Ovvie verifiche provano che fg € . (R").
b). Siccome f,g € L'(R"), per le Formule FT-convoluzione in L! (vedi
8.2.4), si ha:

(fraf=Fs  (fror= (”)nfg.

«

Applicando la prima di tali uguaglianze a f,g € ZR), e la seconda a
f,9 € Z(R), si ha

r-@=ss Gear= () = (2) 1o

(07

8.4 Trasformata di Fourier in .’

La seguente Definizione estende la nozione di Trasforma ed Antitrasformata
di Fourier alle distribuzioni temperate.
8.4.1 Definizione. Sia f € ./(R"). Sussistono gli asserti:

a) Le seguenti definizioni:

o considerare un rappresentante temperato (f1, fa, f3,

...)di f con
Vfi € L*(R™) (certamente esistente per il Teorema 5.5.3),
o porre:

.,
—~
s
~—
[I>

L—
~—~
=

(0), f2(0). f(6)...)| € 7' (®") .

{( i (iﬁ)afz(fﬁ),fz(:z:),...)] e ' (R")

—

sono buone definizioni.

Si usa la seguente terminologia:
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o f(0) si dice la Trasformata di Fourier di f(z)
o f(x) si dice la Antitrasformata di Fourier di f(6)

e si usano le seguenti notazioni alternative:
o f(0)=(F1)(0) = (F [(2)(0) ,
o fx) = (Ff)(z) = (F£0))(x) .
b) Tali definizioni sono coerenti:

o con le definizioni omonime date per funzioni L' (vedi Definizione
8.2.1),

o con le usuali definizioni per distribuzioni temperate (vedi Sch-
wartz, Ch. VII, §6, formule (VIL,6;6),(VIL,6;7), pg.250).

c) Per Vp € /(R") si ha:

[vom [ gee. [ dee= [ 1s.

(Citeremo tali relazione come “Teorema di reciprocita in .&"”)

d) Tra le distribuzioni f e f sussitono le relazioni:

Fo) = (52) fea) o) = () d-o).
Cenno. a),c). Per le ipotesi su (f1, fo, f3,...) si ha:

o Vfi, fr € L¥(R") C LIOC/CI(R”) (vedi Teorema 8.2.2),
o per Yo € .(R"), tenuto conto che ¢ € . (R"), per il Teorema 8.2.3

si ha:
i [ fop=Jim [ fip= [ fes.
k—oo n k—oo R R

e analogamente si prova che:

Jim [ o= /fcp

b). Sia f(z) € L'(R™). Si ponga
le £ trasformata di Fourier di f nel senso di L',

fy/ £ trasformata di Fourier di f nel senso di . .

Per Vo € .(R™), per il Teorema di reciprocita in L, si ha

ango:/ fre= | fé:
R R R
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tenuto conto dell’item c¢) sopra dimostrato si ha

forop= | feo= [ [fo;
Rn Rn Rn

ne segue f = f . Analogamente si procede per I’Antitrasformata.
Sia f € /(R™). Le Formule citate, che definiscono le usuali Trasformata
e Antitrasformata di Fourier di f, coincidono con le formule del’item c).
d). Tenuto conto della Definizione 8.2.1 si ha:

), o), )l =
2 (57) fal=o). (57) fol=o).... )] =

:(%)”[(ﬁ(—x), (=), fa(-a).. )] = (5=) (=)

Stesse considerazioni per f(6). [ |

La precedente Definizione 8.4.1 introduce le applicazioni .#, .%. 11 Teo-
rema seguente prova che tali applicazioni sono isomorfismi continui, uno
I'inverso dell’altro.

8.4.2 Teorema. Si considerino le applicazioni:
F S (R — L' Ry, F:LR")y— LR,
Sussistono gli asserti:
a) %, Z sono lineari e continue;
b) FF=1:S"(R")y — L' R",, FZF=L:SR")y— S R"),
Cenno. a). La linearita ¢ banale.
Sia f = Y’—klim fr; per ogni p € L (R"), tenuto conto che ¢ € .7 (R"),
—00
si ha:

im [ o= tim [ fep= [ fep= [ Feps

k—o0
quindi f = .9~ lim f;.
k—o00

Considerazioni analoghe provano la continuita di .%.
b). Sia f(x) € /(R"™) e sia (f1, fo, f3,...) un rappresentante temperato
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di f(x) con ogni fr € .#(R) (certamente esistente per il Teorema 5.5.3);
tenuto conto del Teorema 8.3.5 si ha:

FIf)=F(FhH, Ffo, Tfs,...)] =

:[(Jyf17jyf2,jyf3,)]: [(f17f27f3a)] :f

Analogamente si prova che #.%(f) = f. |
Le seguenti Notazioni semplificano la formulazione di alcuni risultati.

8.4.3 Notazione. Siano f(z) € ' (R"),, g(0) € ' (R"™)p.

o La notazione:
T
f(z) = g(0)
verra usata per indicare che g(6) & la Trasformata di Fourier di f(x),

o la notazione:

9(0) L fa)

verra usata per indicare che f(z) & la Antitrasformata di Fourier di
9(0).

. : Z N
Per il Teorema 8.4.2 si ha: f(zx) <= ¢(8) < ¢(0) = f(z) .

Il seguente Teorema, corollario del precedente Teorema 8.4.2, consente
di calcolare in modo banale:

o la Trasformata di Fourier di ogni distribuzione che sia stata ottenuta
effettuando una Trasformata di Fourier,

o la Antitrasformata di Fourier di ogni distribuzione che sia stata otte-
nuta effettuando una Antitrasformata di Fourier.

8.4.4 Teorema. Siano f,g € ./(R™). Sussitono gli asserti:

2 1) Lo g0) = g() Z- (%)"f<—0>;

(0%

b) 90) L @) = 10) L (L) g(a).
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Cenno. a). Per il Teorema 8.4.2 si ha: § = f. Tenuto conto di d) della
Definizione 8.4.1 si ha:

10 - (2) a0~ (£) 0.

b). Per ipotesi si ha: f = g. Tenuto conto di d) della Definizione 8.4.1

si ha:
@) = (52) Flea) = (55) a(-a).
|

Il seguente Teorema fornisce la prima e piu significativa applicazione
dei risultati ottenuti: usando il Teorema di reciprocita in ./ determina la
Trasformata di Fourier di §, usando il Teorema 8.4.4 ne deduce la Trasfor-
mata della distribuzione costante 1, e infine per il Teorema 8.4.2 ottiene le
Antitrasformate di e di 1 .

8.4.5 Teorema. Sussistono gli asserti:

FT-a) () E ossia: 6(A) =1,

Frby 1 2 <2§>n5(0) ossia: 1(0) = (?)n(sw) :
ATF-a) 6(0) i (%)n ossia:  4(z) = (%)n ,
AFT-b) 1 i 0(x) ossia: 1(w) = 6(x) .

Cenno. FT-a,b). Per ogni ¢ € .(R") si ha:

bep= dep=¢(0)= / o(x)e 0y =
Rn Rn n

—/ w(:r)d:v—/ ley,
e quindi: 6(F) =1 .

N 2m\" 2m\"
Per il Teorema 8.4.4 si ha: 1(0) = (;r) 0(—0) = (5) 0(0) .

AFT-a,b). Per il Teorema 8.4.2 seguono banalmente da FT-a,b). |

Il seguente Teorema fornisce le pitt comuni regole di Trasformazione e di
Antitrasformazione usate nelle applicazioni.
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8.4.6 Teorema. Sia f € /(R"). Siano: ¢ € N", zg, 6y € R™, X\ €
R (A #0). Sussistono gli asserti:

FT-a) (F09f(2))(6) = (i) 67/(6) .

FT-b) (Fa1f(x))(0) = 215() .

(-’LO()M
FT-¢) (F f(x —20))(6) = e f(0) ,
FT-d) (Feohf(x))(6) = f(8 — o) ,

FT-¢) (Ff(\))(6) = |j|nf<<1/A>e> ;
AFT-a) (F01f(0))(x) (—ia)"”:cqf(x)
AFT-b) (F09£(0))(z) = (m)m 0f(x) ,

AFT-c) (Zf(6—6o))(z) = %= f(x)
AFT-d) (Fei 0 f(0))(z) = flz + o) ,

AFT-e) (Zf(\0))(x)

Cenno. Si supponga in primo luogo che f € .#(R"); in tal caso:
¢ la dimostrazione delle formule FT-a),FT-b),AFT-a),AFT-b) ¢ fornita
dal Teorema 8.3.2,

¢ la dimostrazione delle rimanenti formule ¢ banale.
Nel caso generale di f € ./(R") si procede nel modo seguente:

© si considera un rappresentate temperato (fi, f2, f3,...) di f con Vfy €
7 (R™),

o per ciascuna formula se ne deducono il rappresentante del primo e del
secondo membro come indicato dalla Definizione 8.4.1, e se ne constata
la coincidenza sulla base della formula analoga valida in .(R™). W

Il seguente Teorema fornisce la prima e piu significativa applicazione del
Teorema &8.4.6: sulla base del Teorema &8.4.5 calcola banalmente Trasformate
ed Antitrasformate delle Delta e delle Funzioni circolari.
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8.4.7 Teorema. Siano: zg, #y € R". Sussistono gli asserti:

FT-a) d(x — xo) Z, e—tabd-zo ,
A 2r\"
FT-b) eiodow Z, <”> 5(6 — 6o) ;
a
_ _ j g " iafp-x
ATF-a) 0(0—6) & (27) e :
AFT-b) ¢iedzo Z, d(x + o)

Nota: Le formule FT-b) ed AFT-a) sono la chiave per comprendere il
significato della Trasformata di Fourier e il ruolo che svolge nell’ Analisi in
frequenza e nella Sintesi in frequenza dei segnali.

8.5 Caratterizzazione e ruolo di .% ed &%

Nello spazio ./(R™), si consideri il sottospazio generato dalle Funzioni
circolari complesse:

(I)(Rn)m _ < iafy-x . 9 e Rn>
Nello spazio ./ (R™)p si consideri il sottospazio generato dalle Delta:
A(Rn)g = <5(0 — 90) 10y € Rn> .

Il seguente Teorema prova che tali sottospazi sono densi in ., e che le
famiglie di generatori che li definiscono sono linearmente indipendenti.

8.5.1 Teorema. Sussitono gli asserti:

a-1) ®(R"), & '-denso in ."(R"™),

a-2) la famiglia: €’ : g € R™ ¢ linearmente indipendente ;
b-1) A(R™)g & #'-denso in ./ (R")g ,

b-2) la famiglia: (6 — 6p) : p € R™ ¢ linearmente indipendente .

Cenno. b-1),b-2). Gli asserti sono provati rispettivamente dal Teorema
7.3.7 e dal Teorema 2.16.2.

a-1),a-2). Tenuto conto che: .Z : ' (R")y — &'(R™), & un isomorfismo
continuo di spazi vettoriali, e che:

n . - tgz\ g " iaby-x
Vo € R™ : 6(0 — ) 2> (%) ¢iodos

gli asserti seguono da b-1),b-2). [ |
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Il seguente Teorema fornisce la caratterizzazione di .%, % . Tenuto conto
dello sviluppo storico della Teoria, tale caratterizzazione viene presentata
come Teorema: si fa presente che tale caratterizzazione pud essere usata

come definizione ad alto livello di &, %, e consente uno sviluppo autonomo
della Teoria.

8.5.2 Teorema. Sussistono gli asserti:

a) F : S (R")y — S'(R")p & l'unica applicazione lineare e continua

tale che:

. 27\ "
Vo € R" : eatoe (D 5(6 — 6y) .

b) Z : S (R")g — S'(R"), & l'unica applicazione lineare e continua
tale che: )
ar n .
YOy € R™ = §(6 — 6p) Z, (2&) giobos
T

Cenno. Per i Teoremi 8.4.2 ¢ 8.4.7, %, % verificano tali proprieta. Per
il Teorema 8.5.1 sono le sole. |

Le Osservazioni seguenti precisano il significato di analisi e sintesi in

frequenza di un segnale e descrivono il ruolo di %, % in tali procedure.

8.5.3 Osservazioni. Sia f(z) € ./ (R"),.

i) Per il Teorema 8.5.1, ®(R"), ¢ .¥'-denso in .'(R"),: esite quindi
una rappresenrazione di f(z) nella forma:

Vi

f(z) = - lim ckjemg’“j'x :

o analizzare in frequenza f(x) significa: individuare una tale rap-
presentazione di f(z) ;

o sintetizzare in frequenza f(x) significa: usare una tale rappre-
sentazione per ottenere approssimazioni sempre migliori di f(x)
con combinazioni lineari di funzioni circolari complesse.

ii) Tenuto conto del Teorema 8.5.2 sono equivalenti gli asserti:
Vi

o flz)="-lim Yy cp et
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A k 2
o f() =" klir{}lchk]< ) (0 —O;) ;

pertanto l'analisi e la sintesi in frequenza di f(x) sono equivalenti
all’analisi e alla sintesi di f(6) tramite Delta di Dirac.

iii) Non sono conosciute procedure che consentano 'analisi e la sintesi
in frequenza di f(x) operando direttamente in .#’(R™),, mentre la
Sezione 7.3 fornisce procedure per analisi e la sintesi di f (0) tramite
Delta di Dirac.

iv) L’analisi e la sintesi in frequenza di f(z) ¢ quindi ottenibile tramite la
seguente procedura indiretta:

o si calcola f(A) = Z(f(x)) (operazione non banale ma per la
quale sono noti abbondanti risultati e metodi);

¢ la Sezione 7.3 fornisce procedure per determinare rappresenta-
zioni di f(0) nella forma:

Vi
f(0) = .- lim > arid(0 — O;) |
j=1

o applicando l'isomorfismo continuo .% ad ambo i membri di tale
uguaghanza tenuto conto di b) del Teorema 8.5.2 e della rela-
zione .# = F ! i coefficienti arj € C e le pulsazioni 0;; € R"
consentono la seguente rappresentazione di f(x):

Vi
a\" .
= i E : . (7) il -x
/(@) kE»Iolojzl Wi\or) ©

I Teoremi seguenti esplicitano la procedura iv) di 8.5.3 fornendo scelte
delle pulsazioni 0y;, e fornendo espressioni dei coefficienti ay; in termini di
7). A

Nota: il ruolo svolto da f(f) in tali espressioni giustifica I'uso di at-
tribuire a f(&) il nome di distribuzione di densita delle pulsazioni 0 nella
decomposizione armonica di f(x).

Il primo Teorema considera distribuzioni temperate la cui FT sia o una
funzione Lll0 ofcl O UNA funzione L'.

8.5.4 Teorema. Sia f(x) € //(R™), tale che f(f) verifichi una delle due
seguenti condizioni:
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1) f(@) € Llloc/cl(Rn)e )
2) f(0) € L(R") .
Scelti ©y;, Or; come nella Definizione 7.3.1, si ha:

Vg
= /_ 1 g " ¢ za@ka:
flz) = klg{)lo;l (27r> </ekjf>e §T

Cenno. Si applichi il Teorema 7.3.2 a f(@); quindi si applichi ii) di 8.5.3

all’espressione di f(6) fornita da tale teorema. [ |

Per distribuzioni temperate la cui F'T sia una funzione LllOC Jel verificante
condizioni opportune di continuita (in particolare sia una funzione continua
a crescita lenta s.u.) il seguente Teorema fornisce una versione piu naturale
del Teorema 8.5.4

8.5.5 Teorema. Sia f(z) € ./(R"), tale che f(0) € L
chi la seguente condizione:

110(: Jel (R™)g e verifi-

o quasi ogni 6y € R" & un punto di O-regolarita di f (ossia: esiste un
intorno I(6p,r) tale che f(0) & continua su I(6p,r)).
Si osservi che per ogni tale 6y ¢ definito f(6y) € C.

Scelti Oy, 0p; come nella Definizione 7.3.1, con I'ulteriore condizione che i
01, siano scelti tra i punti di O-regolarita di f (scelta certamente fattibile,
essendo Vmis Oy, > 0), si ha:

Vi

f(z) ="~ lim (;)n F(O1;)e %% . mis Op; .

k—o04 ™

Cenno. Si applichi il Teorema 7.3.3 a f(@); quindi si applichi ii) di 8.5.3

A~

all’espressione di f(6) fornita da tale teorema.

Per distribuzioni temperate la cui FT sia una qualsiasi distribuzione
temperata, descrizioni sono fornite dai tre seguenti Teoremi:

o il primo, corollario del Teorema 8.5.5, utilizza la nozione e il ruolo delle
successioni regolarizzanti e fornisce descrizioni implementabili sotto
forma di doppio limite di combinazioni lineari di Funzioni circolari
(per le informazioni fornite da tali descizioni, vedi la Nota 7.3.5);
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o il secondo fornisce descrizioni ben difficilmente implementabili (tenuto
conto della grandezza dei coefficienti che usa) sotto forma di limite di
combinazioni lineari di Funzioni circolari; ’interesse di questo risultato
(di natura puramente teorica) sta nella sua generalita;

o il terzo risultato, sulla base delle stesse considerazioni del secondo, for-
nisce descrizioni implementabili sotto forma non di combinazioni linea-
ri di Funzioni circolari, ma di combinazioni lineari di Funzioni circolari
tutte modulate in ampiezza da uno stesso monomio in x (dipendente
dalla FT della distribuzione in esame).

8.5.6 Teorema. Sia f(z) € ' (R"),.

o Scelta una successione regolarizzante ¢, € Z(R™)y (vedi Definizione
7.1.1),

o scelti ©;, 0i; come nella Definizione 7.3.1,

si ha:

Yk n ~ .
f(z) ="~ lim [ &’- lim (g) (f * 1) (Ok;) €% . mis Oy,
h—o0 ki}ooj:l s
(Si ricordi che per c) della Definizione 7.1.1 si ha che Vf x ¢, € On(R"))
Cenno. Si applichi il Teorema 7.3.6 a f(0); quindi si applichi ii) di 8.5.3

all’espressione di f(6) fornita da tale teorema. [ |
8.5.7 Teorema. Sia f(z) € ' (R"),.

o Posto: f(6) = 89g(0), con ¢ € N e g(A) € CO(R™)y a crescita lenta
s.u. (vedi Teorema 5.7.3),

o scelti: O, 0i; come nella Definizione 7.3.1,

si ha:

Vi

f(z) =~ lim (207;)”9(9/6]-)-

k—o00%
=1

3 ( q >(_1)Iquqeia(9m(1/k)m)'ff - mis Oy .
m
m<q

Cenno. Si applichi il Teorema 7.3.7 a f(@); quindi si applichi ii) di 8.5.3

~

all’espressione di f(€) fornita da tale teorema. [ |
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8.5.8 Teorema. Sia f(z) € /' (R"),.

o Posto: f(6) = 89g(0), con ¢ € N e g(h) € CO(R™)y a crescita lenta
s.u. (vedi Teorema 5.7.3),

o scelti: Oy;, 0i; come nella Definizione 7.3.1,

si ha:

Vi

f(z) ="~ lim (%)ng(ekj) ((fz'a)lq':cqemekj’x) -mis O; .

k—o00%
j=1
Cenno. Per AFT-a) del Teorema 8.4.6 si ha:
f(x) = (F09(6))(x) = (=ia)27g(z) ;
per il Teorema 8.5.5 si ha:

Vk n .
g(z) ="~ lim (g) 9(01;)e™ i . mis O .
k—o0 — 27

Tenuto conto che 27 € Op(RR™) e che la moltiplicazione per elementi di Oy
¢ continua, si ottiene I’asserto. |

8.6 Esempi e note

Il seguente Esempio fornisce la Antitrasformata di una funzione L', ottenuta
applicando la definizione.

8.6.1 Esempio. Sia B = (Bj,..., B;,) una n-upla di reali positivi e sia
\5(60) € 7/ ("),
la funzione caratterista dell’insieme:
Rp=[-B1,B1] x-+- x [-Bpn,By] CRj .
Si ha:
o xp(#) € L'(R")y ,

o x5(0) Z- (;)"/WXB(Q)&&@%@: ﬁaBj HSIDO‘BJ% .
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Cenno. Sviluppare I'integrale usando il Teorema di Fubini. |

Il seguente Esempio fornisce la Trasformata di una funzione non L!,
ottenuta sulla base dell’informazione: .# = (%)~ ! .
8.6.2 Esempio. Sia B = (Bj,..., B;,) una n-upla di reali positivi e sia
“ sinaBjz;
S =||—=L e SR"
sl = [T 505 € /0,

Si ha:

o SB(x) ¢ Ll(]R”)x ,
o Spe) L T[] —=- | x5(0) -

aB;
j=1 7

Cenno. Segue dall’Esempio 8.6.1, tenuto conto che: .7% = (Z)~'. R

Il Teorema seguente fornisce informazioni sulle distribuzioni aventi F'T
Tl
in L.

8.6.3 Teorema. Sia f(z) € &/(R"), una distribuzione tale che:
f(6) € L'(R™)p .
Sussitono gli asserti:

a) f(z) € L®(R"), N CY(R"), ed inoltre: | lHlm f(z)=0,

b) per Vxy € R” si ha (tenere conto che f & continua e quindi e definito

f(@o)):

f(xo) = (%)n . f(B)e?0qg .

Cenno. Per il Teorema 8.4.2, in ./ (R™), si ha:
f(x) = F7(f(0) = Z(f6)) ;
per b) della Definizione 8.4.1 si ha:

(FOn=(5;)" | F@e=as.

9

Gli asserti sono quindi conseguenza del Teorema 8.2.2 . |



8.6 Esempi e note 177

La seguente Nota fornisce interpretazioni e relative osservazioni cautela-
tive in merito all’Asserto b) del Teorema 8.6.3.

8.6.4 Nota. Sia f(x) € '(R"™), una distribuzione tale che:
f(6) € L'(R")g -

Facendo riferimento ad f come funzione definita q.o., ossia identificando f
con un suo rappresentante, possiamo considerare:

I) la famiglia definita g.o. di Funzioni Circolari della variabile x:

AN\ 2 iaf-x n n

(7) F(@)e? . R - C | 9 cR",

2

IT) per Vzy € R", la famiglia definita q.0.:
(i)"f(e)eia9~xo e, heR",
27

dei valori assunti in zy dalle Funzioni Circolari della famiglia I).

L’Asserto b) del Teorema 8.6.3:

o dimostra che il valore assunto da f in Vg e ['integrale della famiglia
IT), ossia € I'ntegrale dei valori assunti in zp dalle Funzioni Circolari
della famiglia I),

o consente di immaginare la funzione f(x) come sovrapposizione delle
Funzioni Cicolari della famiglia I) rese infinitesime,

o non fornisce procedure implementabili per la Sintesi in frequenza del
segnale f(x).

Si ricordi che procedure di tale tipo sono invece fornite:

o sotto la sola ipotesi che f € L'(R™), da 2) del Teorema 8.5.4,

o sotto l'ulteriore ipotesi che f sia anche a crescita lenta s.u. e che g.o.
0 € R™ sia un punto di 0-regolarita di f, dal Teorema 8.5.5;

nell’Esempio seguente, tali procedure sono applicate al segnale Sp(z) consi-
derato nell’Esempio 8.6.2, la cui FT & sia una funzione L' sia una funzione
LllO o/cl il cui insieme dei punti non di O-regolarita ha misura nulla.
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8.6.5 Esempio. Sia B = (Bj,..., B),) una n-upla di reali positivi. Si ha:

n

sin OdBjJZj
Sp(z) = H “aBz; =

k=1 ia(B1/2k+j1B1/k,....Bn/2k+jnBn k)@

Cenno. Come provato nell’Esempio 8.6.2 si ha:

Sp(6) = Hagj X5(6)
j=1

ove Xp(0) ¢ la funzione caratteristica dell’insieme:
Rp = [—Bl,Bl] X oo X [—Bn,Bn] C ]Rg .
Per Vk € N, k # 0 e per Vj = (j1,...,Jn) € Z" si ponga:

o Oy =[-kBi1,kBy) X -+ x [-kBy,kB,) ,
o ©F=[0,B/k)x - x[0,By/k) ,

0% = (B1/2k,...,B,/2k) € ©F ,
o O =07+ (1Bi/k,...,jnBn/k) ,

Orj = 07 + (j1B1/k, ..., jnBn/k) € Ok;j ;

si ponga:
Je=4{jeZ": -k <jn <k —-1(Vh)},
Jpr={j€Z": ~k<jn<k—-1(Vh)},
e si osservi che:
o O; (j € Ji) € una partizione di Oy ,
o VOy; ¢ di O-regolarita per Sp(6),
o 0; € Rpseesolose j€ Jpy .
Al segnale:
B,
Sp(e) = [[ 522 € S/ (R,
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sono allora applicabili sia il Teorema 8.5.4 sia il Teorema 8.5.5 usando
@kj7 ij (k}l,jEJk);

entrambi i Teoremi (con ovvii calcoli e considerazioni) forniscono la seguente
informazione per la sintesi in frequenza di Sp(x):

Sp(z) = - lim (;)" Sp(0k;)e - mis Oy, .
—00 Y
JE€Jk

Tenuto conto che:

an? [y 7 . 1
O(%) HTBJ- mis Okj = Ty

Jj=1

o Oyj € Rpseesolose j€ Jpy ,

si ha allora:

H sinaBjx; _
o aBjx;
07 n n T .
=.7"lim (—) —_— 1) 0% T . mis O =
, 1
="~ lim L
k_)OOjEZJ];k (2]{2)”
/ k=1 ia(B1/2k+j1B1/k,....Bn/2k+jnBn/k)@
=1
kirilow . (2k)"
——

I due Esempi seguenti forniscono due procedure per I'analisi in frequenza
delle Derivate della Delta e quindi in particolare della Delta. La prima tiene

solo conto che le loro F'T sono funzioni LllOC Jel) la seconda tiene conto che

tali FT oltre ad essere LllOC /e SONO anche funzioni continue.
Semplici scelte dei ricoprimenti progressivi di R™ in pacchetti esausti-
vi di punti e dei campioni (vedi Definizione 7.3.1) rendono numericamente

operative tali procedure.
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8.6.6 Esempio. Sia ¢ € IN". Tenuto conto che:
F .
0% (x) =+ (za)|q|9q € Llloc/cl(]R”) )

scelti ©;, Oi; come nella Definizione 7.3.1, per il Teorema 8.5.4 si ha:

Vg
q — 1 QN
#o(z) =7 khl?oj:l (277) ( /@

8.6.7 Esempio. Sia ¢ € IN". Tenuto conto che:

(m)qech) ik

J

5(x) Z> (ia)g? € L\ (R") N COR™)

scelti ©;, Oi; come nella Definizione 7.3.1, per il Teorema 8.5.5 si ha:
Vk a\" .
01(z) = .- lim (2—> (z'a)‘q|(9kj)qew‘9’“j'xmis Opj -

k—o04 s
=1

8.7 FT di elementi di ) e di O\: Formule FT-
convoluzione in .’

Il Lemma ed il Teorema seguenti provano che .# ¢ .% trasformano gli
elementi di &, in elemti di Oy.

8.7.1 Lemma. Sia f(z) € .(R™). Sussitono gli asserti:

a) f (#) & una funzione continua a crescita lenta s.u.,
b) per Vg € N" si ha: 29f(x) € GL(R") .

Cenno. a). Per il Teorema 6.6.3 per esistono:
meN, foe COR™)NL®MR") (reN", |r| <m)

tali che, posto
fr(x)
(14 [Jaf2) 072

si abbia: f = Z d"f, . Ne segue: f(0) = Z (—ic)"o7 f,.(0) .
Ir|<m [r|<m

Tenuto conto che Vf, € L*(R"), tutte le fr sono funzioni continue e

fr(x) =
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limitate, si ha allora che f ¢ una funzione continua a crescita lenta s.u..
b). Sia p(x) € Z(R"™) . Tenuto conto di b) del Teorema 6.8.9, si ha:

(@1f(@)) * ola) = [ (o= )@~ 9) s ply)dy =

= ( q >(—1)q“'w“ ) ey ey =

(NI H
= 5 () et () )

(N7
Tenuto conto di d) del Teorema 6.8.9, essendo:
f(x) € OR", Va®™Fp(z) € Z(R")
si ha: Vf(z) * (29 Fp(x)) € L(R™) . Ne segue:
(@7f(z)) * o(z) € S(R") (Vo € Z(R")) ,
pertanto: z?f(z) € OL(R") . |
8.7.2 Teorema. Sia f € OL(R"). Sussitono gli asserti:

a) fe ﬁM(Rn) >
b) f e ou@RM) .

Cenno. a). Tenuto conto di b) del precedente Lemma 8.7.1, per Vq €
IN" si ha: 29f(z) € OL(R"™). Tenuto conto di a) dello stesso Lemma, le
distribuzioni

(Fatf(x))(0)
sono tutte funzioni continue a crescita lenta s.u..
Tenuto allora conto di FT-b) del Teorema 8.4.6, anche le distribuzioni

0°f(0)

sono tutte funzioni continue a crescita lenta s.u..

Tenuto conto di Schwartz, Ch.II, §6, Th.VII (pg 61), una ovvia procedura
induttiva prova che f(0) € C®(R™) e che tutte le Derivate distribuzionali
d7£(6) sono le omologhe derivate usuali. Essendo tali derivate tutte funzioni

a crescita lenta s.u., si ha quindi: f(0) € Om(R™).
b). Tenuto conto che: f(0) = (a/27)" f(—0) , Passerto segue da a). MW
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Il Lemma ed il Teorema seguenti provano che .# e .% trasformano gli
elementi di Oy in elemti di G

8.7.3 Lemma. Siano: f € Oy (R"), ¢ € Z(R™). Sussistono gli asserti:

a) essendo: f € ' (R"), ¢ € OL(R™), & definita la convoluzione f * ¢,
e si ha: fxpe Y (R") (vedi considerazioni introduttive al Teorema
6.8.6);

b) essendo: f € Oy(R™), ¢ € '(R™), & definito il prodotto fp, e si ha:
foe (R ;
s 2 \"
c) siha: F(f*¢) = (;) fo.

Cenno. Essendo f(x) una funzione continua a crescita lenta s.u., per il
Teorema 7.3.3 e con le notazioni di tale Teorema, si ha:

Vi
fl@)="-1im Y f(6h;) - mis Op; - 6(x — ;) -
k—>ooj:1
Essendo .# lineare e continua si ha:
Vi
() ="~ 1i Orj) - mis Oy - e
£ () kggo;f( k) - s O - e 0
Essendo ¢ € OL(R™), per il Teorema 6.8.4 si ha:

£(0) % o(0) = .- lim Zf O1;) - mis Oy; - ( —ilgj0 cp(@)) .

kﬂoo

Tenuto conto che:

]Rn

n
= e~ 0% f /R ply)e'*Pivdy = et (a> ?(0k;) -

£(0) * o(0) = <277> - lim Zf O1;)P(Or;) - mis Oy, - (e—mekj.e) .

k—>oo



8.7 FT di elementi di &} e di Oy: Formule FT-convoluzione in .&” 183

Essendo .# lineare e continua si ha:

N 2
F(fxp) = <7r> - hm Zf Orj)P(Ok;) - mis O - 6(x — Og;) .

Essendo f¢ una funzione continua a crescita lenta s.u., ancora per il Teorema
7.3.3 e con le notazioni sopra considerate, si ha:

f(@)@(z) = .- hme O1;)P(Ok;) - mis Op; - 6(x — Oy;) ;

k—>oo

da cui l’asserto. [}

8.7.4 Teorema. Sia f € O\(R™). Sussitono gli asserti:
a) | € GR")
b) f € GLRM) .
Cenno. a). Per Vo € Z2(R"), tenuto conto del Lemma 8.7.3, si ha:

F(f o) = <27T>nf¢-

a

Essendo f € Oy (R"), f € .7(R™) (vedi Teorema 8.3.5), si ha: f € .7 (R"),
e quindi anche f * ¢ € .Z(R").

Essendo f % ¢ € .7(R™) per Yo € 2(R"), per la Definizione 6.6.1 si ha
allora: f € G4(R™).

b). Tenuto conto che: f() = (a/2m)" f(—0) , I'asserto segue da a). M

I precedenti Teoremi 8.7.2 e 8.7.4 provano che:

o F:0L(R)n — On(RY) e F : O(R") — GL(R™) sono isomorfismi

uno l'inverso dell’altro,

o 7 : On(RM) — OL(R™) e F : GL(R™) — Op(R™) sono isomorfismi
uno l'inverso dell’altro.

Il Teorema seguente da le Formule FT-convoluzione in ..

8.7.5 Formule FT-convoluzione in .%’. Sussistono gli asserti:

a) Siano f € OL(R™), g € Z'(R"); si ha
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o f,f € On(R™)  (vedi Teorema 8.7.2),

o (fraf=fi (fra)= (%)nfg |

a
b) Siano f € O\(R™),g € '(R™); si ha

o f,f € OLR")  (vedi Teorema 8.7.4),
o Ugr=(52) F+a  (Ugr="F+g.

Cenno. a-parziale). Le seguenti osservazioni dimostrano che
C(2m\"
(fxg)y= <> fg -
o

i) sia F = f € Oy(R"), e sia ¢, € 2(R™) una successione tale che
g= y’-khm Ok ;
— 00

ii) essendo f € OL(R™), per c) del Teorema 6.8.4 e per la continuita di
F si ha:

j(f*g) :ﬂi<f>k<7'— limgok> =
k—o00
= .- lim Z(f * 1) = .- lim F (F * ¢,) ;
k—o00 k—o00

iii) essendo F' € O\(R™), per il Lemma 8.7.3 e per la continuita del
prodotto per elementi di Oy si ha:

«
27\ " 2r\"
:<”> F-y'-lim¢k:<”> g .
« k—o0 «

b-parziale). Applicando il risultato precedente alle distribuzioni: f €
OLR™), g € L'(R™), si ottiene

(f+ay= (%)nfg :

F(fxg) = y'—klim F(F x ¢p) = Y’—klim <27T> Fo, =

(%

e quindi, applicando .% a entrambi i membri, si ottiene:

(fgy= (g)n £

2

Ny
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a-residuo). Tenuto conto di d) della Definizione 8.4.1 e del risultato
a-parziale), si ha:

o= (2) oo - (2) (2) v -

(07

() 70)-((%2) 5-0) = fore)

b-residuo). Applicando il risultato precedente alle distribuzioni: f €
OL(R™), g € L' (R™), si ottiene
(f*gr=fg,
e quindi, applicando .% a entrambi i membri, si ottiene:

(foy=1F*g.

8.8 FT di distribuzioni a supporto compatto

Essendo &” C &, il Teorema 8.7.2 prova che le FT e le AFT delle distri-
buzioni a supporto compatto sono funzioni di &y;. Il Lemma e il Teorema
seguenti forniscono:

o il significato dei valori puntuali, e contestualmente una descrizione
familiare, di tali trasformate,

o proprieta di convergenza di tali trasformate.

8.8.1 Lemma. Per Vf(z) € &'(R") si consideri la funzione della variabile
0 € R™ definita da:

f(0) = (z) o e™ 02 qy |
]Rn

Sussistono gli asserti:

a) per Vf(z) € &'(R™) si ha: f(0) € &(R") ,
b) per Véa’—klirgofk(x) = f(x) si ha: g—kllrroloﬁ(ﬁ) = f(0) .
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Cenno. Essendo &”- hm fk = f, per il Teorema 4.4.2 esiste un compatto

H tale che: supp f C H Vsupp fi C H.
Sian € Z(R") una funmone uguale ad 1 su un aperto 2 D H, e sia:

p(,0) = n(x)e " ;
essendo f =nf, fr =nfx, per V0 € R™ si ha:
o p(z,0) € Z2(R"),
o FO) = [ n@)f@)ee = [ fla)eplr0)s .
R" R"

o fk(G) = / n(x) fre(z) @ e 0% dg = fr(x) @ p(z,0)dx
n Rn
Tenuto allora conto di Schwartz, Ch IV, §1, pg 105-106, si ha allora:
i) f(0) . fi(0) € ER™)
ii) per Vg € IN” si ha:

01f(0) = | (@) s %e(e,0)dz

Ifilf) = | fil@)s Pl O)da

Le considerazioni seguenti provano che per Vg € IN" 8‘1&0) — 91 x(0)
converge a 0 uniformemente su ogni compatto, e quindi che fj &-converge

a f.
Sia ¢ € IN", e sia K C Rfj un qualsiasi compatto. Si consideri la seguente
famiglia di elementi di Z(R"),:

Do(x) 2 Rip(w,0) = (—ic)aty(z)e 07, g e K .
Ovviamente si ha:

o tale famiglia & limitata in Z(R™);, nel senso di Chwartz, Th IV, Ch
3 82, pg 69, infatti:

¢ esiste un compatto di R}, e precisamente supp 7, che include

tutti i supporti dei suoi membri,
o per ogni m € IN" si ha:

|07 ®p(x)| = ald }8;,” (an(x)e_w‘e'x)’ =

=al) > <7]})(8;”—“<an<$>>)-(%—me“) ,

0<pu<m
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e quindi tutte le 9™ dei suoi membri sono maggiorate in modulo

da :

ol 3 (ZL> maxe {|op " atn(e)[} - o max{|0"]}

0<<m xEesupp n
o Z'-lim (f — fr) =0
k—o0

allora, tenuto conto dell'item ii), per Schwatz Th XI, Ch III §3, pg 73,
01f(0) — 01 f(0) converge a 0 uniformemente su K. [ |

8.8.2 Teorema. Sussistoni gli asserti:
a) Sia f € &(R"); per Y0,z € R si ha:
o f0)= [ f@)eeioPwaz
Rn

a

3 _ n iaf-x
o f@) = (52) [ @) eetma0.
b) Sia co‘“”—klim fx = f; si ha:
o f(0) =& lim [,(6) .
o f(z) = f—klim fr(x) .
Cenno. Sia f € &'(R"), e sia ¢, € Z(R™) una successione tale che:
f= 5’—klim Ok -
Con le notazioni del precedente Lemma 8.8.1, sussistono gli asserti:

o per Vk, essendo ¢ (x) € LY(R") | si ha:
Pr(0) = / pr(x)e " da = / pr(x) o e dz = (0) ;

o per la continuita di .% si ha: f(0) = y’—klim ¢1(0) , e quindi:
—0Q0

A~

7(0) = 7~ lim ,6) -

o per il Lemma 8.8.1 si ha: f(0) = éo—klim () , e quindi:

7(6) = 2" lim 3(6) 5
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essendo ¢ (8) = @i (6), si ottiene: f(6) = f(6).
I rimanenti asserti seguono da tale risultato tenendo conto di b) del
precedente Lemma 8.8.1 e di d) della Definizione 8.4.1. [

Per ulteriori proprieta delle trasformate delle distribuzioni a supporto
compatto, in particolare per il Teorema di Paley-Wiener, vedi:

o Schwartz, Th XVI, Ch VII, §8, pg 272,
o Treves, Part IT (§29), pg 305,

o Hormander, Th 1.7.7., pg 21.



Capitolo 9

Sistemi lineari
shift-invarianti

Per il ruolo della costante “a”, vedi la Sezione 8.1.

9.1 Sistemi LSI e CLSI

La seguente Definizione precisa 1'uso che faremo del termine “spazio di
segnali’.

9.1.1 Definizione. Sia % uno spazio vettoriale.

o Diremo che % € uno spazio di segnalise 7 & un sottospazio di 2'(R").

o Diremo che % & uno spazio di segnali chiuso per traslazioni o per shift
se per Vf(x) € % e per Ya € R" si ha:

flx+a) e .

o Diremo che % & uno spazio di segnali dotato di una nozione di con-
VETGENZA, PET SUCCESSIONT SE:

o ¢ definita una procedure che per ogni successione f, € % e
per ogni elemento f € % attribuisce la qualifica di vero o falso
all’asserto:

“2-lim fi = 7,
k—o0
o tale nozione di % -convergenza verifica 'implicazione:

%—klim fk = f = .@’—klim fk = f .
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La seguente Definizione precisa 1'uso che faremo del termine “sistema”
e degli aggettivi “lineare, shift-invariante, continuo”.

9.1.2 Definizione. Siano .#, & due spazi di segnali e sia

LI -0

una applicazione.

o Diremo che:

o £ & un sistema,
o Z & lo spazio dei segnali di ingresso di £,
o O & lo spazio dei segnali di uscita di £ .
o Diremo che .Z ¢ un sistema lineare (L) se I'applicazione .Z ¢ lineare.
o Diremo che £ ¢ un sistema invariante per traslazioni o un sitema
shif-invariante (SI) se:
o Z ed O sono spazi di segnali chiusi per traslazioni,
o per Vf(x) € J e per Ya € R", posto: J?(x) = Z(f(x)), si ha
Z(flx+a)) = f(z+a).
o Diremo che .Z ¢ un sistema continuo (C) se:
o £ ¢ uno spazio di segnali dotato di una nozione di .#-convergenza
per successioni,

© O &uno spazio di segnali dotato di una nozione di -convergenza
per successioni,

o per Vf(z) = f—klim fr(z) st ha: Z(f(x)) = ﬁ—klim Z (fr(x)) .
o Diremo che £ ¢ un sistema LSI se ¢ lineare e shift-invariante.

o Diremo che .Z ¢ un sistema CLSI se ¢ lineare shift-invariante e conti-
nuo.

NOTA: Tutti gli spazi di segnali per i quali & stata introdotta una
nozione canonica di convergenza per successioni, ad es.

7', &, S VLP |

verranno considerati con tale convergenza.

In ciascun sistema lo spazio dei segnali di uscita puo essere sostituito
da 2’. Vecchio e nuovo sistema sono praticamente identificabili; la Nota
seguente puntualizza ovvie identita e possibili differenze.
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9.1.3 Nota. Siano .#, 0 spazi di segnali, ossia sottospazi di 2'(R"), e sia
¥ : ¥ — O un sistema. Essendo & C 2’ possiamo considerare il sistema

ZL I — PR

definito da: Z(f(x)) = Z(f(z)) per Vf(x) € .. Si ha:

o £ & un sistema L (risp. LSI, iniettivo) se e solo se .Z ¢ un sistema L
(risp. LSI, iniettivo);

o % & un sistema surgettivo se e solo se .Z € un sistema surgettivo e

0 =9'R");
o . continuo implica Zz continuo;

o % continuo non implica % continuo.

9.2 Sistemi LSI sullo spazio A delle delta: Rispo-
sta impulsiva

Sia consideri lo spazio
AR") = (6(x —a):a e R") C Z'(R"),
generato dalle delta; si osservi che:

o per il Teorema 2.16.2, la famiglia: §(z —a) (a € R™) ¢ una base di
A(R")

o A(RR™) & uno spazio chiuso per traslazioni.

Per Vw € 2'(R"™) indichiamo con
Ly AR") — Z'(R"™)
I’'unica applicazione lineare tale che:
Zw(0(x—a)) =w(x—a) .

Il seguente Teorema provano che tali %, sono tutti e soli i sitemi LSI da

Ain 2.

9.2.1 Teorema. Sussitono gli asserti:
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a) Sia w € Z'(R™). L’applicazione lineare:
L AR") — 2'(R")

¢ un sistema LSI.
b) Sia .Z : A(R") — 2'(R™) un sistema LSI; posto w = Z(§) € Z'(R"),
si ha:
L =%y .
Cenno. a). Sia o(z) = ché(x —aj) € A(R") e sia:

j=i

5(1) = ZLu(o(z) =Y cjw(z —a;) € Z'(R") .

j=i

Per Va € R" si ha:

ZLolo(z+a)) = %L, Z c;jo((x+a) —aj) | =

Jj=t
= Z cjw((z+a) —a;) =o(x +a)
j=t
b). Essendo .Z un sistema SI, per Va € R" si ha: £ (§(z—a)) = w(x—a).

La seguente Definizione introduce la nozione di risposta impulsiva (IR)
per ogni sitema LSI avete A come sottospazio dei segnali di ingresso.

9.2.2 Definizione. Siano .#, & sottospazi di 2’'(R™) chiusi per traslazioni,
e sia:
AR") Cc 7.
Dato comunque un sistem LSI (vedi Definizione 9.1.2)
L. I -0,
e posto 8(z) £ .Z(6(x)) € O, per Va € R™ si ha:

Z(0(x —a)) =z — a).

La distribuzione 6(z) € & si dice la risposta impulsiva (IR) del sistema

Z.
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Per il precedente Teorema due sistemi LSI con la stessa IR hanno ugual
comportamento su tutte le delta. Il seguente Teorema prova che due sistemi
non solo LSI ma anche continui, definiti su uno degli spazio:

9.8,
se hanno la stessa IR sono identici.
9.2.3 Teorema. Sia .# uno degli spazi:
7(R™), &'(R"), 7" (R") ,

ciascuno considerato con la propria naturale nozione di convergenza per
successioni, sia ¢ C 2'(R™) uno spazio di segnali chiuso per traslazioni e
dotato di una nozione di @-convergenza per successioni (vedi Definizione
9.1.1), e siano

LAH I — O
due sistemi LCSI. Si ha:

L) =H () = L =
Cenno. Supponiamo .# = Z'(R™); poniamo
5L P00 =H0) el .
Sia f(xz) € Z'(R™). Sussistono gli asserti:

o per il Teorema 2.16.5 si ha:

Vkh
f@) = 7" lim, @/_hlgrolozl Cni6 (T — akng) |
J:
o per la continuita di .Z si ha:
Vkh
L)) = ﬁ_k:h—{go ﬁ_hh_{go"g Z;Ckhj‘;(fz — aknj) ;
]:

o per la linearita e la shift-invarianza di . si ha:

Vkh

ZL(f(x)) = 0-lim | 0-lim 2" cppjo(@ — arny) | 5
j=1

k—o0 h—o0
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o operando analogamente su ¢ si ha:

Vkh

A (f(@) = 0 lim, ﬁ_hhf;ogzl crnid(x — arns) |
]:

pertanto per Vf(x) € 2'(R"™) si ha Z(f(z)) = Z(f(z)) .
Usando rispettivamente i Teoremi 4.4.7, 5.5.4 si ottiene 'asserto per gli

spazi &' (R™), " (R™). [ |

9.3 Sistemi LSI sullo spazio ¢ delle funzioni circo-
lari complesse: Risposta in Frequenza

Sia consideri lo spazio
®(R") = (9% . 9 € R") C Z'(R"),
generato dalle funzioni circolari complesse; si osservi che:

o per il Teorema 8.5.1, la famiglia: %% (§ € R™) & una base di ®(R") ,

o ®(R™) & uno spazio chiuso per traslazioni.

Per ogni applicazione
Yp:Ry — C
indichiamo con:
ZLy ®(R") — 2'(R")
I'unica applicazione lineare tale che:

gw(eia&x) _ w(g)eiae-x ]

I seguenti due Teorema provano che tali %}, sono tutti e soli i sitemi LSI
da ® in 7' .

9.3.1 Teorema. Sia ¥ : R™ — C una applicazione qualsiasi. L’applicazio-
ne lineare:

ZLy ®(R") — 2'(R")
e un sistema LSI. ,
: _ iabs-x n L
Cenno. Sia o(x) = Zc]e I e d(R™) e sia:
j=i
5(w) = Zo(o@) = 3 cb(0,)e% = € 7' (R")

j=i
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Per Va € R" si ha:

Dzﬂw(o-(m + CL)) — "?1/) Z CjeiocQj'(ﬂC-‘ra) — 31/) Z Cjeia6j~aeioc9j-$ —
J=i J=i
v

v
_ Z Cjeia0j~a$¢(eia0j~z) — Z Cjeiaﬁj-ad)(ej)eia@w —

j=i Jj=t
- Zc ¥(0;)e ™ @) = 5(z 4 a) |

9.3.2 Teorema. Sia .£ : ®(R") — Z2'(R™) un sistema LSI. Esiste una
(ovviamente unica) applicazione

Y :R"— C

tale che: .2 = 2.
Cenno. Sia o(z) = €!* ¢ $(R"), e sia:

o(z) =ZL(o(x)) € Z'(R") .

Per Va € R" si ha: '
o(z+a) =% () ;

tenuto quindi conto della linearita e delle shift-invarianza di . si ha:
5(z+a) = e (x) .

Sia j € {1,...,n}. Per Vh € R, h # 0 si ha:

o(z+ hej) —a(x) . el 1 _
—iaf; S "5() .
h 10— g, 0@
Ovviamente si ha:
PRy aezahaj_1~ 05
13[1)@04 " o(z) =iabjo(x) ;

per a) del Teorema 7.2.2 si ha:

h—0 h 81'3
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da cui:

0 - o~
6—%0(33) =iab;o(x) .

Per Vj si ha quindi: ai (e‘me’mﬁ(x)> = 0 ; per Schwartz Th VII, Ch
x

J
I1, §6, pg 61 si ha allora che esiste ¢y € C tale che: e 0TG5 () = ¢y, ossia
tale che: o(x) = cg - €97
Sia ¢ : R™ — C l'applicazione definita da: ¥ () = co (V0 € R"™).
Ovviamente si ha: £ = .2 . |

11 seguente Teorema introduce la nozione di risposta in frequenza (FR)
per ogni sitema LSI avete ® come sottospazio dei segnali di ingresso.

9.3.3 Teorema. Siano .#, 0 sottospazi di 2’(R"™) chiusi per traslazioni, e

sia:
o(R") C 7.

Dato comunque un sistem LSI (vedi Definizione 9.1.2)
LI -0,

esiste una ed una sola applicazione:
v Ry — C
tale che per per VO € R" si ha:
R (emem> — (f)ei
L’applicazione 9 si dice la risposta in frequanza (FR) del sistema £ .
Cenno. Essendo ¢ C 2'(R"), possiamo considerare il sistema LSI:
Z: ®(R") — 7'(R")
definito da: s
L(f(2)) = Z(f(2)), Yf(z)e ®R");

I’asserto segue applicando il Teorema 9.3.2 ad 7. |

Le Note seguenti forniscono prime elementari informazione sulla FR.

Nota 1). Sia .Z : L>°(R"™) — LP(R"™), con p # oo, un sistema LSI, e sia
¥ la sua FR. Si ha: ¢ = 0.
Cenno. Per V§ € R" si ha:

& (e07) = p(@)e* ¢ LP(R")
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essendo p # oo, si ottiene 1 (f) =0 . |
Nota 2). Sia ¢ un sottospazio di 2'(R"), e siano .4,.%, : ' (R") — O
due sistemi LCSI, e ne siano 1, 1o le rispettive FR. Si ha:

Y=Y =>4 =5

Cenno. Per il Teorema 8.5.1, la famiglia: ¢** (§ € R™) ¢ una base di
®(RR™) ; allora per l'ipotesi si ha:

LA(f(2)) = L(f(2), Yf(z)e dR") .

Siccome lo spazio ®(R") ¢ .#’-denso in ./ (R") (vedi Teorema 8.5.1) e i due
sistemi sono continui, tale uguaglianza vale per Vf(z) € .%/(R"™) . [

9.4 Sistemi CLSI sullo spazio .7’
Questa Sezione fornisce il panorama dei sistemi CLSI
L S -9

ossia di tutte le procedure di elaborazione lineari shift-invarianti e continue
che possono essere effettuate sui segnali di .. Precisamente:

o la seguente Definizione:
¢ descrive una famiglia
Ly S =S ye
di sistemi CLSI a ingressi e uscite in ./,
¢ considera la famiglia
g S =9, ye b
dei precedenti sistemi considerati come sistemi ad uscite in 2’;
o il Teorema successivo prova che:

o la famiglia:
Ly S =S v € O

non solo fornisce esempi, ma fornisce il panorama di tutti i
sistemi CLSI
RIS
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o la famiglia:
Ly S =9, ye b,

non solo fornisce esempi, ma fornisce il panorama di tutti i
sistemi CLSI
LS9 .
9.4.1 Definizione. Per Vv € 4 (R"):

a) indichiamo con:

<z ' (R") — S (R")
il sistema definito da (vedi Sezione 6.8):
L(f)=vxf VeI R");

per il Teorema 6.8.4 si ha:

o £, ¢ un sitema CLSI,
o Zy(0) =, equindila IR di .Z, ¢ v ;

b) indichiamo con:
£ S (RY) — Z'(R") .
il sistema CLSI associato a .Z, secondo la Nota 9.1.3.
9.4.2 Teorema. Sia: .Z : ./(R") — 2'(R") un sistema CLSI, e sia

52 2(8) e 2R

la IR di .Z. Sussistono gli asserti:

a) d € G ( R") ;

b) & = L

c) .,2”(5”’(1&")) c S (R™) ;
d) per ogni f = .- hm fk

¢ non solo si ha: Z(f) = @’—klim Z(fr),
¢ ma si ha anche: Z(f) = Y'—klim ZL(fx) -



9.4 Sistemi CLSI sullo spazio .’ 199

Cenno. a). Per b) della Definizione 6.6.1, ¢ sufficiente provare che per
Vo € Z(R™) la funzione dx ¢ ¢ a decrescenza rapida s.u.. Quindi ¢ sufficiente
dimostrare che: per Vo(z) € Z(R"), per Vh € N ed ogni successione a, € R"
tale che klirlélo||ak|| =00, si ha:

Tim [lag |5 = ) (ar) = 0.

Gli item seguenti provano tale asserto:

o si ha: y’—klirn |lax||"d(x + ax) = 0 (infatti: per Yo(x) € .#(R") si ha:

klim / |ag||"0(z + ay,) ® o(z)dz = klim lagl"o(—ax) =0) ;
—00 R» — 00

o per la continuita e per la shift-invarianza di .Z si ha allora:

2'- lim [jag||"6(x + ax) = 0 ;
k—o0
o tenuto conto che ¢(—z) € Z(R") si ottiene quindi:
0= lim / larl"3(z + ax) ® p(—2)de =
k—oo JRn
= Jim el [ S~ y) e ply)dy
—00 R
o per il Teorema 6.5.5 se ne deduce: klim a6 * ) (ar) =0 .
— 00

b). .32”,.,%: : S (R™) — 2'(R™) sono due sistemi CLSI aventi entrambi

5 per IR; per il Teorema 9.2.3 si ha allora: % = j%j .
¢),d). Ovvie conseguenze di b) e della Definizione 9.4.1. [ |

Il seguente Teorema, corollario del Teorema 9.4.2, da informazioni sul
comportamento di un sistema CLSI sulle derivate di segnali e sulla convo-
luzione tra segnali.

9.4.3 Sia .Z : ' (R") — 2'(R"™) un sistema CLSI. Dati comunque segnali:
f(x),g(z) € L' (R"™) e posto:

f=2(f), 9=%2(9) € 7'(R"),

si ha:
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a) f.g€7'(R");
b) per Vg € IN” si ha: £ (91f) = uf
c) se f e OL(R"), allora si ha:
o fe R,
o L(fxg)=f+g=T*g.
Cenno. a). Segue da c) del Teorema 9.4.2.

b). Sia 0 € OL(R™) la IR di £. Tenuto conto del Teorema 6.5.8 e del
Teorema 6.8.5 si ha:

L(0Uf) =% (99f) = 6+ ((0%0) * f) = (0%0) * (6 = f) = f .

c¢). Il primo asserto segue dal Lemma 6.8.2. Il secondo asserto segue da
argomentazioni analoghe a quelle che provano b). |

Il seguente Teorema fornisce la relazione tra le FT degli ingressi e delle
uscite di un sistema CLSI operante su .¥’.

In particolare prova che la FR & la FT della IR, che la FR & una funzione
di Oy, e che (tenuto conto dei Teoremi 8.7.2 e 8.7.4 e dei precedenti risultati
di questa Sezione) per Vi) € Oy esiste uno ed un sistema CLSI su . avente
1 per FR.

9.4.4 Teorema. Sia . : /' (R") — 2'(R") un sitema CLSI e ne siano
(vedi Teoremi 9.3.3 e 9.4.2):

$(0): Ry —C, d(z) € OLRM),
rispettivamente la FR e la IR. Sussistono gli asserti:
a) (#3(x))(0) € Ou(R") ;
b) per Vf(z) € . (R"), posto: f(z) 2 L(f(x)) si ha:

J@) e 7@,
o (ZJ@) ) = (#3)) () - (F(@)(0) .

Cenno. a). Per il Teorema 9.4.2 si ha: 0(z) € OL(R™). L’asserto segue
quindi dal Teorema 8.7.2.
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b) Per il Teorema 9.4.2 si ha f(z) € .#/(R"™) . Per le Formule FT-
convoluzione in .’ (vedi 8.7.5) si ha:

(ﬁf) - (9(5* f)) - (ﬂg) (FFf).
c). Sia fp € R™. Applicando b) ad f(z) = e'%® si ottiene:
(7.2 (c20))(0) = (F8(2) ) (6) - (Feow) () =
= (#5) ) <2”> " 50— 0y) =

«
2T

- (#5@) 00 () o000

tenuto conto della definizione di ¥ (6p) si ottiene:

(FL (e°%07))(0) = (F ((bo)e'))(0) =

= bt (Fe ) 0) = wion) - (2) 50— 0).

Ne segue: (fg(x))(%) = (6p) . [ |

La connessione in serie di due sistemi CLSI aventi .’ come spazio in-
gressi e spazio uscite (ossia il loro prodotto di composizione) & ovviamente
un sistema CLSI. Il seguente Teorema (ovvia conseguenza dei precedenti
risultati) fornisce informazioni su tali connessione in serie.

9.4.5 Teorema. Siano .£41,.% : /'(R") — '(R") due sistemi CLSI;

siano

01,02 € OL(R") . 1,4 € Ou(R™)
rispettivamente le loro IR e le loro FR. Sussitono gli asserti:
olalIRdi % %4 e gg *gl € ﬁé(Rn) ;

o la FR di .,%2 -.iﬂl e: ¢2 . 1/)1 S ﬁM(]Rn) ;
o 4,5 commutano, ossia: L - Lo =L L.
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9.5 Sistemi CLSI sullo spazio %’
Questa Sezione fornisce il panorama dei sistemi CLSI
L9 -9,

ossia di tutte le procedure di elaborazione lineari shift-invarianti e continue
che possono essere effettuate sui segnali di 2’. Precisamente:

o la Definizione seguente descrive una famiglia
L9 -9, ~yedé
di sistemi CLSI a ingressi e uscite in 2;
o il Lemma e il Teorema successivi provano che la famiglia:
Ly 9D — 9", veds

non solo fornisce esempi, ma fornisce il panorama di tutti i sistemi
CLSI
L9 — 9.

9.5.1 Definizione. Per Vy € &'(R"™) indichiamo con:
L 7' (R") — 2'(R")
il sistema definito da (vedi Sezione 6.5):
L) =7+ VfEERY;
per i Teoremi 6.5.4 e 6.5.10 si ha:

¢ £, ¢ un sitema CLSI,
o Z,(6) =v,equindila IR di Z, e~ .

9.5.2 Lemma. Sia f(z) € 2'(R"), e sia aj una successione di elementi di
supp f. Sussite ’asserto sguente:

o per ogni intorno I(0,r) esiste p(x) € Z(R") tale che:

supp ¢ C I(0,r) , V[ f(x)ep(r—ap)dz #0.
Rn

(Per la dimostrazione vedi capitolo 10)
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9.5.3 Teorema. Sia: .Z : Z'(R") — 2’'(R"™) un sistema CLSI, e sia

5= Z(6) e 2/ (R")
la IR di .Z. Sussistono gli asserti:
a) 0 € &' (R") ;
b) £ =%5.

Cenno. a). Supponiamo per assurdo che supp E non sia compatto.
Esisterebbe allora una successione di punti a; € supp ¢ tale che

li =
dim fla]| = oo,
e per il precedente Lemma 9.5.2 esisterebbe una ¢(z) € Z(R") tale che:

Vk /ng(m)ogo(:c—ak)dx;é().

C'io é assurdo. Susitono infatti gli asserti seguenti:
o per ogni successione ¢ € C, tenuto conto che lim [jag| = oo, si ha:
k—o0
o P'-lim ¢ 0(x +ax) =0,
k—oo

¢ essendo £ continua e shift-invariante si ha:

2'- lim ckg(x +ag) =0,

k—oo

o lim ¢ g(a: +ag) e p(x)dr =0;

k—o0 R
o tenuto conto dell’arbitrarieta della successione cg, si ottiene invece che
la successione:

d(z) @ p(x — ap)dx = §(z + ag) @ p(z)dz
R R®

¢ definitivamente nulla.

b). £, %5 2'(R") — 2'(R") sono due sistemi CLSI aventi entrambi § per
IR; per il Teorema 9.2.3 si ha allora: £ = %5 . |

Il seguente Teorema, corollario del Teorema 9.5.3, da informazioni sul
comportamento di un sistema CLSI sulle derivate di segnali e sulla convo-
luzione tra segnali.
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9.5.4 Sia .Z: Z'(R") — 2'(R") un sistema CLSI. Dati comunque segnali:
f(x),g(x) € 2'(R™) e posto:
f=2().9=2(9) 7R,

si ha:

a) per Vg € IN" si ha: £ (91f) = uf
b) se f € &' (R™), allora si ha:

o fe&'®M,

o L(frg)=f*G=1[xg.

Cenno. a). Sia 6 € & (R") la IR di .£. Tenuto conto del Teorema 6.5.3
e della Nota 6.5.10 si ha:

L(0Uf) =% (97f) = 6+ ((890) * f) = (890) = (6 = f) = f .

c¢). Il primo asserto segue dal Lemma 6.5.2. Il secondo asserto segue da
argomentazioni analoghe a quelle che provano a). |

11 seguente Teorema prova che la FR di un sistema CLSI avente 2’ come
spazio ingressi e spazio uscite e la F'T della IR. In particolare, essendo la
IRe &' C O, prova che che la FR ¢ una funzione di 0.

Tale risultato parziale viene completato dal Teorema di Paley-Wiener che
forniscee la caratterizzazione delle FT delle distribuzioni di &’ (vedi Sezione
8.8).

9.5.5 Teorema. Sia .Z : Z'(R™) — 2'(R"™) un sitema CLSI e ne siano
(vedi Teoremi 9.3.3 e 9.4.2):

Y(O):RY — C, d(z) € &R,

rispettivamente la FR e la IR. Si ha:
w(0) = (F3(2)) ) -

Cenno. Indichiamo con: Z° : '(R") — 2'(R") la restrizione di .Z a
<" (R™); ovviamente .Z° ¢ un sistema CLSIL

Ovviamente . e .Z° hanno la stessa IR e la stessa FR. Applicando ad
£° il Teorema 9.4.4 si ottiene ’asserto. |
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La connessione in serie di due sistemi CLSI aventi 2’ come spazio in-
gressi e spazio uscite (ossia il loro prodotto di composizione) ¢ ovviamente
un sistema CLSI. Il seguente Teorema (ovvia conseguenza dei precedenti
risultati) fornisce informazioni su tali connessione in serie.

9.5.6 Teorema. Siano %1, % : Z'(R") — 2'(R"™) due sistemi CLSI; siano
01,00 € &'(R™) . 1,12 € Ou(R™)

rispettivamente le loro IR e le loro FR. Sussitono gli asserti:

olaIR di % - A & b0, € &'(R") ;
o la FR di .,%2 -.,%1 e: 1/12 . 1/)1 S ﬁM(Rn> )
o A, % commutano, ossia: L - Lo =L L.






Capitolo 10

Dimostrazioni

Le dimostrazioni di alcuni asserti del testo si basano su considerazioni ad hoc
e quindi non forniscono metodi e considerazioni utili in situazioni generali.
Tali dimostrazioni sono raccolte in questo Capitolo.

Per facilitare la lettura, vengono riportati anche gli asserti con la stessa
numerazione con cui figurano nel testo.

Teorema 2.3.1. Sia ¢ : Q — C una funzione; sono equivalenti gli asserti:

a) per Vf € LL (Q) si ha fo € L1(Q),

loc
b) ¢ € LI ().

Cenno. b)=a). Ovvio.

a)=b). Siccome (funzione costante 1)¢ = ¢, si ha ¢ € L*(Q); in parti-
colare ¢ € misurabile.

Se supp ¢ non fosse chiuso, esisterebbero

a & supp ¢, ai,a,as,... €supp @

tali che

lim a;, = a .
k—o0

In primo luogo ne segue a ¢ 2; di conseguenza se ne deduce l'esistenza di
indici k1 < kg < --- e di reali positivi r1,79,... tali che gli insiemi

I(ag,,rn) h=1,2,...

siano contenuti in 2 e a due a due disgiunti. Se ne deduce la costruzione

di una f € Li (), definita opportunamente su ciascun I(ay,,rs) e nulla
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altrove, tale che fo & L'(Q): assurdo, pertanto supp ¢ & chiuso.

Se supp ¢ non fosse limitato esisterebbero aj,as,as,... € supp ¢ tali
che
lim [Jag| = +o0 ;
k—o00

le considerazioni precedenti si applicano a questa successione e conducono
ad analogo assurdo: pertanto supp ¢ € limitato.

Le considerazioni precedenti provano che K = supp ¢ € compatto e che
¢ € L'(Q2). Resta da dimostrare che ¢ & limitata su K e quindi su Q.

Se ¢ non fosse limitata su K, sussisterebbero le considerazioni seguenti:

o per h > 1 e intero, si ponga Kj = {a € K:|pa)| = h}; ovviamente
o
KlDKQDKgD"' ,ﬂKh:(ba

ed essendo ¢ non limitata, ogni mis Kp > 0 ;

o se ne deducono interi h, tali che 1 < h; < ho < hg < --- tali che

o0

KthKhQDKhBD'” ,ﬂKhVZQ,
v=1

mis Kh1 > mis Kh2 > mis Kh3 >

si ponga

vy =mis Kp, —mis Ky, >0;

v+1

o la funzione f : Q2 — C definita da

1
fa) = %ﬁ per ac€ Ky, \ Ky, .,
0 altrove

e integrabile su ) ;

o per a € Ky, \ Kp,, si ha (si tenga conto che h, > v):

WV

FH@)p(a) > (1 ! ) b

T 2

e quindi fy non & integrabile: assurdo;
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pertanto ¢ ¢ limitata.

Lemma 4.1.1. Sussistono gli asserti:

a) Esiste una successione €2 di aperti limitati tale che:

M CUHCHCWC QW cyc---CQ, Q:UQk
k=1

b) Sia ) una tale successione. Per ogni compatto K C (2, esiste k tale
che: K C Q.

Cenno. a). Per VEk si ponga:

O ={2 € Q:I(x,1/k) C (AN I(0,k)) } ;
sia
Kp={zeQ:I(z,1/k) C(QNI(0,k)) };
Si ha:
o {2 e limitato,

o Q ¢ aperto e K, ¢ chiuso (la verifica ¢ elementare ma non banale),

o Qp C K C Qk+1, quindi 2 C m C Qk+1;

oo
ovviamente U Q= Q.
k=1
b) La famiglia € € un ricoprimento aperto di K. Poiche K & compatto,
sussite I'asserto. [ ]
Teorema 4.4.2. Sia f1, fo, f3,... una successione di elementi di &”’(€2); sono
equivalenti gli asserti:
a) f1, f2, f3,... € una successione di &’-Cauchy;
b) f1, f2, f3,-.. ¢ una successione di 2’-Cauchy, ed esiste un compatto

K C Q) tale che Vsupp fr C K.



210 10 Dimostrazioni

Cenno. a)=b). Ovviamente f1, f2, f3, ... & una successione di 2’-Cauchy.
Poniamo Kj £ supp fi, e supponiamo per assurdo che non esista un
compatto K C € tale che VK, C K. Tale ipotesi implica che esistono

ki <ky<ks<--- €N, ay, € K,

tali che
o: flaafl < flazll < flasll <--- ;i flay || = oo
o: Jb¢gQ:d(ai,b) >d(az,b) >d(as,b) >--- , limd(ay,,b)=0
e che

al,gKkIU-~-UKkU_1 .

Ovviamente esistono ¢, > 0 tali che I(a,,e,) C Q, e che tali insiemi
siano a due a due disgiunti.
Ovviamente esistono 0 < g, < &, tali che

I(avvgv) N (Kk1 U---u Kku—l) =0.
Essendo a, € K}, esistono ¢, € Z(I(a,,&,)) tali che
/fky.(PV:au#OQ
Q
essendo supp ¢, disgiunto dai supporti di fx,,..., fx, ,, per il Teorema 3.7.2

si ha:
[
Q 9

Per V¢, € C si ponga:
o0
c= (Cla 027037 . ')7 (pc(fﬂ) = ZCVSDV(x)
v=1

(si osservi che per Va € € tutti gli addendi di tale serie sono nulli, eccettuato
al pitt uno); si ha:

o pc € £(Q),

v—1
OV/kaOSOCZZC)\/ka.QD,\—I—CVOzV,
Q A—1 Q
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o essendo f1, fo, f3,... una successione di &’-Cauchy, per Ve esiste

v—1
Vlggo (; 5 /Q Jr, ® oA+ cyay> .

L’asserto dell’ultimo item & assurdo, infatti essendo Ve, # 0, si possono
scegliere induttivamente cq, ¢, c3, ... in modo che la successione

v—1
ZC,\/ T, @ ox + ey
=1 /@

assuma ad esempio alternativamente i valori 1, —1. Ne segue che esiste un
compatto K C € tale che Vsupp fr C K.

b)=-a). Sia p € &(). Si consideri ( € Z(Q2) tale che ( = 1 su un aperto
D K. Per la Definizione 4.3.1 si ha:

/kaNO:/ka‘C@;

essendo Cp € Z(Q2), per I'ipotesi esiste klim / fr ® Cp , pertanto esiste anche

k—oo

Teorema 4.5.6. Si consideri ’applicazione
T:&(Q) — TE(Q)
definita da (vedi Definizione 4.5.5)
T(f) =Ty  Vfe& Q.
Sussistono gli asserti:

a) T & un isomorfismo di spazi vettoriali;

b) per Vf € &'(Q) e per Vp € £(Q) si ha:
tp(Tr) = po(f) 5 NTelG = [1flle 5

¢) T & un isomorfismo di spazi vettoriali con famiglie separanti di
PDML e di seminorme ad indici in &(€2).
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Cenno. a). Linearita ed iniettivita sono ovvie. Sia quindi 7' € 7 & (2);
si ponga

T:T/@(Q):@(Q)—ND.

Ovviamente T & un funzionale lineare e continuo su Z(Q); per il Teorema
2.15.3 esiste allora f € 2'(12) tale che

Vo € 29, T(¢)=T(¢)=/Qf°<p-

Supponiamo per assurdo che supp f non sia compatto. Tale ipotesi

implica che esistono ai,ao,as,... € supp f tali che:
o: |laull <llaz| < flas|| <--- ,dim [Jag]| = oo
k—o0 .
o: bgQ:d(ar,b) > d(az,b) >d(as,b) >--- , limd(ag,b)=0

k—oo

ovviamente esistono e > 0 tali che I(ag,ex) C €2, e che tali insiemi siano a
due a due disgiunti.
Essendo ay, € supp f, esistono ¢ € Z(I(ag,cr)) tali che

/Qf090k—1~

Essendo Yoi, € 2(Q), si ha pertanto:
lim T(¢g) = lim T(py) = lim / Ffopp=1.
k—oo k—o0 k—o00 0
Ma tale uguaglianza ¢ assurda: per come definite le ¢y si ha infatti
&-lim ¢, =0,
k—oo
ed essendo T' € 7 & () si ha allora:
lim T'(pr) =T(0) =0 .
k—oo

Le considerazioni precedenti provano che f € &'(Q).
Per Vo € £(Q) si ha:

o per il Lemma 4.5.2 esiste una successione ¢y € Z(€2) tale che:

p=2&-1limp;
k—o0
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o essendo Vo € Z(Q), le considerazioni precedenti provano che:
T(er) —/f‘wk ;
Q
o essendo 7T continua si ha:
T(p)=T (é"— lim cpk> = lim T'(¢x) = lim / feovr;
k—oo k—oo k—o0

o essendo f € &'(2), per la definizione 4.5.5, il funzionale Ty & continuo,
pertanto si ha:

gli ultimi due item provano che per Vo € &(12) si ha T'(p) = Tf(p), ossia
che T = T} = T(f).
b). Segue dall’essere

/qup:Tf(@)-

c). Segue da a) e da b). [ |

Lemma 5.8.2. Sia ( € C*°(R") una funzione non a crescita lenta s.u..
Esiste f € /(R™) tale che: (f & '(R").
Cenno. : Sussistono gli asserti seguenti:
a) Esiste una successione by € R™ tale che by = 0 e che per Vk > 1 si
ha:
{ [[bx[] > [1bg—1]] + 1

1C(br)| > k(1 + [[bg])*
b) Sia p(z) € Z(R") tale che: ¢(0) # 0 e che supp ¢ C I(0,1); per
Vk > 1 si ponga:

vr(z) = k(1+1||bk|])k¢(w —bp) € 2(R") .

Si ha: .- lim ¢ = 0.
k—oo
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oo
c) La serie Z d(x — by) ¢ convergente in .#/(R™). Si ponga
k=1

fl@) =" 6z —b;) € S (R") .

k=1

d) Per Vk si ha:

/Ran”Pk:

o per Vk si ha [[bg1]| > [[bg + 1,

> [(0)] # 0.

Infatti:

o essendo supp ¢ C I(0,1), per Vk si ha:

1
- Cfepr= /Rn f oo = C(br)pr(br) = C(bk)mw(o) ;

o poiché per Vk si ha [C(bg)| > k(1 + ||bx|])¥, si ottiene I’asserto.
e) Se fosse (f € ./'(R"),
o per a) del Teorema 5.6.2 il funzionale

sOH/]Ranoso, p e S(R")

sarebbe continuo,

o per l'item b) si avrebbe klim Cf e =0; ma cio e in contrad-
— 00 R
dizione con 'asserto dell’item d). |

Teorema 6.2.1. Siano f,g € L _(R™). Se almeno una di tali funzioni ¢ a

supporto compatto sussistono gli asserti:
a) ¢ definito f x g;

b) supp (f * g) C (supp f + supp g).
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In particolare, se f, g sono entrambe a supporto compatto, anche f x g ¢ a
supporto compatto.

Cenno. Supponiamo in primo luogo che supp f sia compatto.

Per Vh > 0 poniamo:

Ch 2 {z e R":V|z;| <h};

ovviamente C}, & un compatto. Per ogni compatto K C R esiste h > 0 tale
che K C Cy},.
Sia v > 0 tale che supp f C C),. Sussitono gli asserti:

1) Per VI > 0, la funzione
fl@—y)gly) Ry xRy — C

e integrabile su Cj1, x (.
Infatti si ha:
o per Yy € Cy:

o essendo f € LY(R"), x — |f(z — y)g(y)| & integrabile su
Cl—l—l/a
¢ poiché Cjy, —y D C), si ha:

/C (@ — p)g()ldz = o) ()] =

CH.,/—Z/

= 1ol [ 1719wl - 171

o quindi y — |f(z —y)g(y)|dx & integrabile su Cj ;
CH»)/

allora per il Teorema di Tonelli sussiste I’asserto. O

2) Da 1. segue che f(z —y)g(y) € L (R? x RY).

loc

3) Per VA > 0, tenuto conto di 2., si ha:

o f(z —y)g(y) & integrabile su Cy x Cyyy;
¢ per il Teorema di Fubini si ha:

o per q.o. z € C) la funzione y — f(z —y)g(y) ¢ integrabile
su Cryp,
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o la funzione z — f(x —y)g(y)dy & integrabile su Cly;
Catv
o per Yy &€ Cyyyp, essendo x € C)y, si ha x —y ¢ C), e quindi si ha
flx—y)gly) =0;
¢ si ha allora:
o per q.o. z € Cy la funzione y — f(x —1y)g(y) & integrabile
su R™,

o [ fla—wely)dy = / f(& - y)a(w)dy
R Crtv

o la funzione z — f(z —y)g(y)dy ¢ integrabile su C\.
Rn

4) Da 3. segue banalmente che esiste f x g.

Supponiamo adesso che supp g sia compatto.
La prima parte della dimostrazione prova che esiste g * f. L’esistenza di
f * g segue dalla Nota 6.1.1.
Si osservi infine che:

o essendo supp f,supp g entrambi chiusi ed uno compatto, allora supp f+
supp g € chiuso;

o se x & supp f + supp g allora f(x —y)g(y) = 0 per Vy. |

Teorema 6.2.2. Siano f,g,h € LL (R"). Se almeno due di tali funzioni

loc
sono a supporto compatto sussistono gli asserti:

a) sono definiti entrambi i prodotti: (f xg)*h, f*(g=*h),

b) siha: (fxg)*xh=fx*(gxh).

Cenno. L’esistenza di entrambi i prodotti & ovvia. L’associativita e
provata dalle considerazioni seguenti.

Supponiamo in primo luogo che supp f, supp g siano compatti.

Per Vh > 0 poniamo:

Ché{xEIR":V]mj|<h};

ovviamente C, & un compatto. Per ogni compatto K C R esiste h > 0 tale
che K C C},.

Siano v > 0, pu > 0 tali che supp f C C,, supp g C C),. Sussitono gli
asserti:
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1) Per VI > 0, la funzione
[z =y =2)g(2)h(y) : Ry x RZ x Ry — C

¢ integrabile su Coiy 4 X Cryyy X C.
Infatti si ha:

o per V(z,y) € Ci4, x Cy:
o essendo f € LY(R™), x — |f(z —y — 2)g(2)h(y)| ¢ integra-
bile su Copy v,
o poiché Cyq iy —y — 2 D Cy, si ha:

/ (@ —y — 2)g(2)h(y)|dz =
Cottptv

~lg()| 1) | 7(©)lag =
C2l+y,+1/7yfz
= lg(2)[ - [h(y)| - LI =1g)] - [h@)] - 1 flly
o quindi (z,y) — |f(z —y — 2)g(2)h(y)|dx & integrabile
Cotgptrv
su ClJru X Cl )
allora per il Teorema di Tonelli sussiste I'asserto. O

2) Da 1. segue che f(z —y — 2)g(2)h(y) € L .(R? x R? x RY).
3) Per VA > 0, tenuto conto di 2., si ha:

o flx —y—2)g(2)h(y) ¢ integrabile su Cy x Cp x Crypqus
¢ per il Teorema di Fubini si ha:

o per q.0. x € C) la funzione (z,y) — f(z —y — 2)g(2)h(y)
¢ integrabile su C}, x Cxj 10,

o per Va € Cy, se (2,y) € Cy X Chypyo si ha

F(@ —y— 2)g(:)h(y) = 0
Infatti.

o se z ¢ C), siha: g(z) =0,
osez€Cy,maydCrypqr,sihaz—y—2z ¢ C, (altrimenti

si avrebbe: y cx —2—-C, CC\+C, +C, = Crypyr), ©
quindi si ha: f(x —y —2) =0. O
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¢ si ha allora:

o per q.0. x € C) la funzione

(z,y) = flx —y —2)g9(2)h(y)

e integrabile su R"” x R",
o la sostituzione z —y ~~ z, y ~» y prova che per q.o. z € R
la funzione

(z,9) = flz = 2)g(z — y)h(y)

é integrabile su R™ x R", ed ha lo stesso integrale della
precedente.

4) Tenuto conto dell’arbitrarieta di A, segue che per q.o. = € R le funzioni
(z,9) = f(z —y —2)g(2)h(y), (2,9) = f(z —2)9(z — y)h(y)
sono integrabili su R™ x R™ ed hanno lo stesso integrale.

5) Per q.o. x € R si ha (tenuto conto che f * g, f sono a supporto
compatto, di 4. e del Teorema di Ruffini):

o ((frg)*h)(x) = / (f % 9)(@ — y)h(y)dy =

n

B /" [ Rn fla=y = Z)g(z>dz] h(y)dy =
- /R]R Flo =y — 2)g(2)h(y)d=dy

o (fxlgxh))(x)= [ flz—2z)(g*h)(z)dz=

R”

=/, flx—2) [/Rng(z_y)h(y)dy] ds —

- /IR"len fla = 2)g(z = y)h(y)dydz
o pertanto: ((f x.g)xh)(x) = (f * (g4 ) ().

Le osservazioni precedenti provano che se f,g sono a supporto compatto,
allora (f xg)«h = fx(g*h).

Supponiamo adesso che supp g, supp h siano compatti. In tale caso si
ha: (h*xg)* f = hx(g= f). Ovvie considerazioni di commutativita ne
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deducono che: (fxg)«h = fx(g*h).
Supponiamo infine che supp f,supp h siano compatti. In tal caso si ha:

(fxh)xg=fx(hxg)
(hxf)xg=hx(fx*g)

Ovvie considerazioni ne deducono che: (f *g)*xh = f*(gx*h). [

Teorema 6.3.4(associativita). Siano f € LP(R"), g € L%R"), h €
L"(R™). Supponiamo che sussistano le condizioni:

1 1 1 1

1
a) —+— >1 (sia p tale che — + - =1+ — ),
p q p q p
1 1 1 1 1
b) —+—->1(siastaleche —+—-=1+—).
p T p T s

Sussitono gli asserti:

o per il Teorema 6.3.3, esistono (f * g) x h, f*(g*h) e si ha:
(fxg)xh, fx(g*h)eL*(R");

osiha: (fxg)xh=fx(g*h).

Cenno. Primo caso: uno tra p,q,r € 0o, e quindi gli altri due sono 1.
In tal caso sussistono gli asserti:

o tenuto conto che due tra le funzioni f, g, h sono L' e che altra & L™,
si verifica facilmente che le funzioni

[ =y =2)g(2)h(y), f(z—2)g9(z—y)h(y) : Ry x RZ x Ry — C
sono integrabili ed hanno lo stesso integrale;

o per q.o. x € R" si ha allora:

o ((f*g)h)(x) = / (f * 9)(@ — y)h(y)dy =

n

/IR" [ Rr UG Z)g(z)dz] h(y)dy =

/ f(& -y — 2)g(2)h(y)dzdy
R»xR™
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o (Frlgxh)@)= | fla—2)gxh)(z)dz=

R”

= [ s | [ otz rmar]as -

Rn
= / f(x —2)g(z — y)h(y)dydz
R xRR™
o pertanto: ((f*g)*h)(z) = (f *(g*h))(z).

Secondo caso: p,q,r sono diversi da co. Relativamente ad f, per k € IN

si ponga:
_ [ f@) s llzll<E
fk(x)_{ 0 ’ H:UH > k )

si osservi che fr € LP(R™), che supp fx € compatto, e che:
f = LP- lim fk .
k—o0

Definizioni e considerazioni analoghe sussitono per g e per h.
Per il Teorema 6.3.2 si ha:

(fxg)*h=L%lm (fx*gk) * hg, f*(g*h)=L-1lim fr* (g * hg) ;
k—oo k—o0
essendo fi, gk, hr a supporto compatto, per il Teorema 6.3.2 si ha:
(fk * gk) * hie = fi * (gr * hi) ;

pertanto: (f*g)xh= fx*(g=*h). |

Lemma 6.7.1. Sia ¢(x) € .(R"). Si ha:

a) - lim o(x+ h) = ¢(x) ,
) ”h”_@@( ) = ¢(x)

h L) —
b) f—}llin%)sp(x—i_ e}]l) P(e) = 0%¢(x) (si ricordi che e; € il j-esimo
0

elemento della base canonica di R"™ e si osservi che 0% = —).
Zj
Cenno. Sussistono gli asserti:

1) Sia o(z) € Z(R"™). Per Vv > 0 e VT > 0 si ha:

lim ||z||“o(z+7)=0
[l —o00
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uniformemente per ||7|| < 7.
(Cenno. Si osservi che per ||z|| > 2T si ha:

lzlo( + )| < |[(lz + 7| + T) ol + )|
<@z + 7)oz +7)].)
2) Sia o(z) € L(R™). Per Vv > 0 si ha:

L= lim iz (o + B) = o(@) =0.

(Cenno. Si tenga conto dell’item 1).)
3) Sia o(z) € L(R™). Per Vv > 0 si ha:

o 1: v O'(I-i-hej)—O'(l‘)_ e;j _
L ‘,?L%Hx” ( Y 0% (z) ) =0.

(Cenno. Si tenga conto che per Vo € R", Vh # 0 esiste &, € [0, 1]
tale che:

e <U($ + heé) —o(z) a%(x)> _

= |lz[[" (09 a(x + Eanhej) — 90 (2)) ;

quindi si applichi l'item 2) al secondo membro dell’'uguaglianza, te-
nendo presente che 0%co(z) € .S (R") .)

Prova di a). Per Vv > 0, Vg € IN" si ha:
12707 (p(x + h) — @(z)) = [[z]|” (0%¢)(z + h) — (8(x))) ;
applicando l'item 2) al secondo membro dell’'uguaglianza, tenendo presente

che (09¢p)(x) € .7(R™), si ottiene 'asserto.
Prova di b). Per Vv > 0, Vg € IN" si ha:

lon (B R =) _ e )

h

= (RN s o)) )
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applicando l'item 3) al secondo membro dell’'uguaglianza, tenendo presente
che (09¢p)(x) € .7(R™), si ottiene 'asserto. [ |

Lemma 6.7.2. Siano «, 8 € {—1,1}. Esiste C' > 0 tale che per Vz,y € R”
si ha:
L+ 2] < O+ Iyl (L + llaz + By|I?)

(vedi Schwartz, formula (VIL,5;7), pg 247).
Cenno. E ovviamente sufficiente dimostrare che esiste C > 0 tale che
per Vx,y € R" si ha:

L+ ff? < e+ Iyl @+ (el = llvlh?)
e quindi e sufficiente dimostrare che la funzione:

1+YH(1+(X-Y)?)
14 X2 ’

p(X,Y) = XY >0

ha minoranti positivi. Le considerazioni seguenti provano tale ultimo asser-
to.

o Per VY > 0, la funzione p(X,Y) : [0,400)x — R ha minimo

2
+ (Y -VY2+4
= vy ), (e x- YEVTTE ]
4+ (Y + VY24 14)

o la funzione pu(Y) : [0, +00) — R verifica le proprieta:

pertanto esiste A > 0 tale che u(Y) > A per VY >0 . [

Teorema 6.7.3. Siano ¢ € .7 (R"), o, € {—1,1}. Sussitono gli asserti:
a) sia f € '(R™); posto:

F(z) = - f(y) e p(azx + By)dy ,

si ha: F(x) € Op(R™);
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b) per Vg € IN” si ha:

I (x) = - f(y) e 0z (p(ax + By))dy =

= [ f@)e (a0%) (az + By)ay .
Rn
c) sia fr € '(R™) una successione tale che: Y’—klim frx = f; posto:

Fi(z) = - fe(y) @ p(ax + By)dy € O(R™)  (vedi a)) ,

si ha: @‘”—klim F, = F (nota: in questi appunti non e stata introdotta
— 00

la convergenza in Oyy).

Cenno. a),b). Gli asserti sono provati dalle considerazioni seguenti:

1) F(z) € C°(R") .
(Infatti: per Vh € R™ si ha:

F(eth)= [ 1) ep(ole+h) + By)y

per a) del Lemma 6.7.1, in (R"), si ha:
Z-limp(a(z +h) + By) = p(az + By) ;
allora per il Teorema 5.6.2 si ha }LiI%F(x + h)=F(z).)

2) F(zx) & una funzione a crescita lenta s.u..
(Infatti: per il Teorema 5.7.3 esistono g € C°(R™) a crescita lenta
s.u. e p € IN" tali che f = 0Pg; si ha allora:

F(r) = - dg(y) e plazx + By)dy =

= (—1)""/ 9(y) « P07 ) (0 + By)dy =

= (—p)! . g(W)(OPp)(az + By)dy ;
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essendo ¢ continua a crescita lenta s.u. esistono C7; > 0, h > 0 tali
che |g(x)| < C1(1 + ||z||?)"/? per Vz, pertanto si ha:

F@I< [ 1ol [@¢)(aa+ gl dy <
< [ G+l (@) o+ gyl dy
per il Lemma 6.7.2 esiste Cy > 0 tale che
14 yl? < Co(1 + 2|21 + flaz + Byll?)  Va,y € R” |
pertanto, posto C' = C1C5, si ha:
|F(z)] <

<O+ [P [ (14w + Byl (@) 0w + )| dy =

<SC+ lelz)m/ﬂn(l + Y22 |(@7) (V)] dY )

3) F(x) ammette derivate parziali (in senso classico) e si ha:
OUF(x) = [ [f(x)e(adVp)(ax+ Py)dy .
]Rn

Infatti: per Vh # 0 si ha:

F(x 4+ hej) — F(x)

g _
- [ swe pla(@ + he;j) + iy) —lozt 0y, .

per il Lemma 6.7.1 si ha:

1 Pl + hej) + By) — plax + By)

Jim s = adYp(azx + Py) ;

quindi per il Teorema 5.6.2 si ha:

F(x + hej) — F(x)

Jimy h = | Jw)ead¥e(az -+ By)dy
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4) Siccome
09 F(@) = | fle)e @) (o + )y

e 0%p € S(R™), gli item 1),2),3) applicati a 0% ¢ invece che a ¢
provano che:

o 0% F(z) € continua,

o 0% F(x) ¢ a cresita lenta s.u.,

o 0% F(x) ammette derivate parziali (in senso classico) e si ha:
OO F (x) = f(z) o ((a)?099% p) (az + By)dy
]Rn

etc.) ...

¢). Sia K C R™ un compatto; si consideri la seguente famiglia di elementi

di Z(R"),:
D, (y) £ plaz +Py), ze€K.

Si ha:

o tale famiglia ¢ limitata in . (R™), nel senso di Chwartz, Ch VII, §3,

pg 235, infatti: per Vp,q € IN” si ha (vedi Lemma 6.7.2):
P01, (y)| = [yP| - [(9%p)(ax + By)| <

< lyllP!1(8%) (e + By)| < (1 + yl»)PV2|(0%) (e + By)| <
C(1+ [Jz|)PV2(1 + [laz + By||2) P12 (0%) (ax + By)| <

C (maxger (1 + [[2]*)P1/2) [|(1 + [I€]1*)P/20%) (€)]] )

/

)

NN

o 7% lim (f = fi) =0

o per Schwartz Ch VII, §4, ('), dual de (), & applicabile I’equivalente
del Th X1, Ch I, §3, pg 73,

o si ha allora: F' — F}j converge a 0 uniformemente su K.

Per V91, tenuto conto di b), le considerazioni precedenti applicate a aldaiy e
& (R™) provano che 91F — 97F}, tende a 0 uniformemente su K.
Pertanto F' = &- lim Fj,. |

k—oo

Teorema 6.7.4. Siano f € GL(R"), a,3 € {—1,1}. Sussitono gli asserti
seguenti:
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a) sia ¢ € .7 ; posto:

F(z) = - f(y) e p(az + By)dy ,

si ha: F(z) € S (R"™).

b) sia ¢ € . (R"™) una successione tale che Y—klim Yk = ; posto:
—00

Fy(z) = X f(y) @ pp(ar + By)dy € L (R") ;
si ha: y—klim F,=F.

Cenno. a). Per il Teorema 6.7.3 si ha F'(z) € O\ (R™). Siano v, u € IN";
le considerazioni seguenti provano che

lim z"0"F(z) =0,

[[z[|—o0
e quindi che F(z) € /(R"):
o per il Teorema 6.6.3, esistono m € IN ed una famiglia
fq(z) € COR™) NLO(R") (q € N",[q| <m)

tali che:

_ g fo(z) .
fo) = q%ma (1 + [|lz]|2)+n+2) /2

o siccome I p(x) € S (R™), esiste Cy > 0 tale che:

C‘I .
(1 + [z W+D/2 7

‘6u+q¢(x)‘ <

o per il Lemma 6.7.2, esiste C' > 0 tale che:

S Y 7
T oz + Ay2 S O T ]2
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o allora si ha:

(o0 F ()| =

"2 et T T 0 s+ By <

< X Wl [ e T T s <

) |q|§<:m (1+ HEQ;:HUM Gy, q”“’/m <1(1++rrgﬁy>2<)g$f2/>2/2 dy =
) |q|§m 1+ !!:!Wl|)|?|lu+l>/2 GO qHOO/Rn 1+ |!yH12]<"+1)/2 @

ove 'ultimo termine & infinitesimo per ||z| — oc.

b). Si consideri la successione v, = o5, — ¢ € .7 (R"); si ponga:
L(z) = N f(y) e ve(ax + By)dy € S (R") = Fi(x) — F(x) .

Tenuto conto di a), si ha:
o FFp,I'y,=F,—F € y(Rn) ;
quindi:

o per provare l'asserto b) & sufficiente provare che: .- khm I',=0.
— 00

Siano quindi v, u € IN"; le considerazioni seguenti provano che:

lim |20k ()|, =0,
k—oo

o0

e quindi provano che: .- lim 'y =0 .

k—oo
o Per il Teorema 6.6.3, esistono m € IN ed una famiglia
fo(z) € CO(R™) N L¥(R") (q € N", |q| <m)

tali che:

. @
fa)=>_0 1+ quq)<\u|+n+z>/z ’

lgl<m
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o siccome .& —klim Y = 0, esistono Ay, > 0 tali che:
—00

Agr

g+
© 107 (@)] < G

o lim Ay =0
k—o00

o per il Lemma 6.7.2, esiste C > 0 tale che:

S Y 7
T+ oz + AyE S " T a2

o si ha allora:

|2 Oy ()] =
- V() (—p)ldl fa(y) n
: ||z<: TR e T Ty 0 e+ By)dy) <
qixm
<2l HM e (91 (az + By) | dy <
lgl< n (1 + |Jy]|2)(vI+n+2)/2
qism

M | fo(y)] Agk
< Z [zl / (1 + ||y||2)(vI+n+2)/2 (1+||am+ﬁy”2)(|u\+l)/2dy

|Q‘<m
|fa(y)] 14 (g2 072
< ”leV/ Ap | C—55 dy <
|q§<: 1+ |Jy||2)(l+n+2)/2779 T a|?
Ll (I +1)/2/ (1 + ||y w172
h oA g, O <
S 2 T afeyreror il [ L,

[ES (w112 1
< f 0o kC v / d
E 05 oyl M alleAs we (1+ [y 072

o essendo
[Ed
(Lt [lx]2) D72

limitata su R", 'ultimo membro converge a 0 uniformemente su R";
quindi si ha: klim |2 T ()], = O . m
— 00

Teorema 6.7.5. Siano ¢ € .(R"), o, 3 € {—1,1}. Sussistono gli asserti:
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a) sia f € &'(R"™) ; posto:
F(r) = - f(y) e p(az + By)dy ,

si ha: F(z) € L (R"™);

b) sia fr € &'(R™) una successione tale che: éa’—klim fr = f, esia

Fy(z) = X fi(y) e p(az + By)dy € S (R") ;
si ha: y—klim F.=F.

Cenno. a). Essendo &' (R") C G4 (R™), I'asserto & provato dal Teorema
6.7.4.

b). Per Vk € IN, si ponga: gr(x) 2 fi(z) — f(x) . Sussistono gli asserti
seguenti:

o & limg, =0;

k—o00
o per Schwartz (vedi b) di Remarque 2°, §8, Ch. VI, pg 202) esistono
m € IN, ed una famiglia
gkg € CO(R™) (k€N, g e N", [¢| <m),
tali che:

o la famiglia gi, € equilimitata in L>(RR") ,
o per Y|g| < m, la successione gj, converge a 0 uniformemente su
tutti i compatti,

o per Vk si ha: g, = Z Mgrq

lgl<m

o siccome la successione g ¢ &’-convergente, per il Teorema 4.4.2 esiste
un compatto I' tale che Vsupp gr C I' ; allora, per il Corollario 3.7.3
esiste ¢ € Z(R") tale Vg = (gx; pertanto si ha:

g =Y kg
lgl<m

sviluppando opportunamente i singoli prodotti (99gy,, si ottiene una
nuova analoga famiglia verificante "ulteriore proprieta che tutti i suoi
membri hanno supporto contenuto nel supporto di (;
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o tenuto conto del precedente item (eventualmente sostituendo la fami-
glia originaria con la nuova) possiamo supporre che la famiglia g,
verifichi I'ulteriore proprieta:

¢ esiste un compatto K tale che Vsupp gy C K .

Si ponga:
Gu(o) = [ gu(w) » ol + By)dy = Fila) - Fla)

Le considerazioni seguenti provano che f—klim G = 0, e quindi, tenuto
—00

conto di a), provano che .% —klim F,=F.

—00

Siano v, u € IN"; si ha:

o TIC(x) = W /R Y O (W) @ oz + By)dy | =

lgl<m

=D @ </Rn(3qgkq)(y) -go(ax+ﬁy)dy> -

lgl<m

=Y au(_g)m'x”/m ra(y) @ (0T ) (az + By)dy =

lgl<m

= > all=p)la” /R Irg (1) (0T p) (az + By)dy ;

lgl<m
o per V|q| < m:

o tenuto conto che 997Hp € (R") , esiste C; > 0 tale che per
VX € R" si ha:

C
)N X)| € —t

¢ tenuto conto del Lemma 6.7.2, esiste C' > 0 tale che per Va,y €
R™ si ha:
1 e e [
1+ oz + Byl2 = 714 [lz)?
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conseguentemente si ha:

o[ @ o) + )| =

o [ )@ 0) o + ﬂy)dyl <

< (supsc |geq )l /K (@) (o + By)ldy <
Cq dx
1+ oz + By 2172

=™
(1 + [Jl[[2)P/2

<

< (supse |giq )l /
< (

< (e lanaC,0 [ (1 TPy

ovviamente esiste B < 0 tale che:

(3l

s < B
(L+ [J]2)l172

ne segue che esiste una costante A,, dipendente da ¢ (ed ovviamente
anche da v, ) ma indipendente da k, tale che:

i / ) Irq(y) (0T ) (o + By)dy' < Ay(supglgrgl) 5

o si ha quindi:

|2 0" Gi(x)] < Y Ag(supg|grgl);

lgl<m

pertanto la successione x”0*Gy(x) tende a 0 uniformemente su R™ |
e quindi la successione G, € .(R") tende a 0 in .#(R") . [

Lemma 9.5.2. Sia f(z) € 2'(R"), e sia a; una successione di elementi di
supp f. Sussite ’asserto sguente:

o per ogni intorno I(0,r) esiste p(x) € Z(R™) tale che:

supp ¢ C I(0,7), V[ f(z)ep(x—ap)dx#0.
Rn
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Cenno. Per Vk esiste pi(z) € Z(R") tale che:
supp @x C I(ay,r) , X f(z) e pp(x)dz # 0 .

Con procedimento induttivo si costruiscono due successioni:

C1,C2,C3,... (E C), ', 9, Tg,... (> 0)

tali che:
o per k=1:
o c1p1(z + a1) sia maggiorato in modulo da 1/2!
o posto: Fi(x) = c11(x + a) si abbia:
(x) @ Fi(x —aj)dx| > T
]RTL
o per k > 2:

o cpr(x + ag) e tutte le sue 97 con |g| < k siano maggiorati in
modulo da 1/2% |

k
o posto: Fi(z) = chgoj(x + aj):
j=1

> perv=1,...,k —1 si abbia

k—v
(z) @ Fy(z —ay)dz| > T, (1= 1/3"]
> per v = k si abbia
‘ f(z) ® Fi(x — a)dz| > T .
R™

Si consideri la funzione p(z) : R™ — C definita da:
Va€R": pla) =Y cjpi(r +aj) ;
j=1

sussitono gli asserti seguenti:
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i) o(z) € Z(R") , supp ¢ C I(0,7),
i) = Q—kli_g)loFk ,
iii) siav e N,v > 1:
o per Vk > v si ha:

k—v
>T, (1-) 1/3"] >T,/2,
p=1

(x) ® Fi(x — a,)dz

Rn
o tenuto conto dell’item ii), per il Lemma 2.14.1 si ha:

‘/}R f(z) e pla — ay)dz

= lim
k—oo

(x) ® Fi(x — a,)dx
Rn

>T,/2>0.









