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Introduzione

In questi appunti ricordiamo brevemente le definizioni di misura di Jor-
dan per sottinsiemi di R"™ e di integrale di Riemann per funzioni da R™ in R,
e introduciamo le nozioni di misura di Lebesque e di integrale di Lebesgue.

Tutti gli insiemi misurabili secondo Jordan, lo sono anche secondo Le-
besgue, e le due corrispondenti misure coincidono.

Tutte le funzioni integrabili secondo Riemann, lo sono anche secondo
Lebesgue, e i due corrispondenti integrali coincidono.

L’integrale di Lebesgue viene definito in maniera solo apparentemente in-
tuitiva, come differenza delle misure delle parti positiva e negativa comprese
tra il dominio e il grafico.

Vantaggio: la semplicita dell’esposizione, e la trasformazione in ovvii di
molti risultati usuali.

Costo: giustificare l'equivalenza tra la definizione data e le definizioni
usuali. Tale costo viene pagato:

e nella Sezione 2.3, la cui lettura puo essere omessa, con ’eccezione
dell’enunciato del Teorema 2.3.1;

e ¢ nella Sezione 2.4, nel quale la dimostrazione del Teorema 2.4.3
puoO essere omessa.
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Capitolo 1

Misura di Lebesgue

1.1 Rettangoli e plurirettangoli in R"

Le considerazioni che seguono sono comuni alla misura di Jordan ed a quella
di Lebesgue: introducono le nozioni di rettangolo e plurirettangolo in R"™, e
la definizione della loro misura.

Siano
a17b17"'aanabn€R
tali che
ar < bi,...,a, < b,
e sia
bot--- L
R=a1,b1] X -+ X [an, by) R
agr=—=--- .
‘ ap by

V¥ R si dice un rettangolo di R"
¢ R si dice misurabile sia secondo Jordan che secondo Lebesgue,

A si pone, sia secondo Jordan che secondo Lebesgue,

mis R = (by —a1) - (bn, — an)
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Sia Ry, ..., R, una famiglia finita di rettangoli di R", a due a due privi
di punti interni in comune, e sia

P = LJ}% R3

Ry Ry R5

V¥ P si dice un plurirettangolo di R"
¢ P si dice misurabile sia secondo Jordan che secondo Lebesgue,

A si pone, sia secondo Jordan che secondo Lebesgue,

v
mis P = E mis R;
Jj=1

Nota. La definizione di mis P ¢ una buona definizione: se
Q1,...,Q, ¢ una seconda famiglia finita di rettangoli di R", a due
a due privi di punti interni in comune, tale che

w
r=Jo
j=1

si ha infatti (dimostrazione omessa)

m v
E mis ; = g mis R;
Jj=1 Jj=1
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1.2 Misura di Jordan in R"

Le considerazioni che seguono dicono quali sottinsiemi di R"™ siano chiamati
misurabili secondo Jordan, e come se ne definisca la misura secondo Jordan.
Sia

ACR"
un sottinsieme limitato di R";
V¥ si pone
0 se # plurirettangoli P C A
J-mis; A =

sup{mis P : P plurirettangolo C A} € (0, +o0)
se d plurirettangoli P C A

il numero J-mis; A si dice la J-misura interna di A;
¢ si pone
J-mis, A = inf{mis P : P plurirettangolo D A} € [0, +o0) ;
il numero J-mis, A si dice la J-misura esterna di A;

¢ ovviamente si ha
J-mis; A < J-mise A ;

A se
J-mis; A = J-mis, A,
allora

vV A si dice misurabile secondo Jordan,

A il numero J-mis; A = J-mise A € R si dice la J-misura di A,
e si denota con

J-mis A .

Sia
ACR"®

un sottinsieme non limitato di R";
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Vv se per V rettangolo R di R™, I'insieme limitato
ANR

risulta misurabile secondo Jordan, allora A si dice misurabile se-
condo Jordan;

A in tal caso si definisce la J-misura di A tramite:

J-mis A = sup {J—mis (AN R) : R rettangolo di IR”} € [0,400] .

1.3 Misura di Lebesgue in R"

Le considerazioni che seguono dicono quali sottinsiemi di R siano chia-
mati misurabili secondo Lebesgue, e come se ne definisca la misura secondo
Lebesgue.

Nota: Per gli insiemi misurabili secondo Jordan, la specificazione secon-
do Jordan sara sempre fatta; per gli insiemi misurabili secondo Lebesgue,
la specificazione secondo Lebesgue verra sistematicamente omessa. In par-
ticolare la frase A é misurabile significhera sempre A ¢ misurabile secondo
Lebesgue.

Vv Sia  un aperto limitato di R"

v Q si dice misurabile

O se Q = () si pone
mis =0

A se Q # () si pone

mis = sup{mis P : P plurirettangolo C Q} € (0, +c0)

4 Sia K un chiuso limitato (ossia un compatto) di R”

Vv K si dice misurabile

A si pone

mis K = inf{mis P : P plurirettangolo D K} € [0, +00)
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¢ Sia A un sottinsieme limitato di R"™; si pone

mis; A = misura interna di A =
sup{mis K : K chiuso limitato C A}
mis. A = misura esterna di A =

inf{mis Q : Q aperto limitato D A}

si ha
0 <mis; A <misg A< + 0

se
V mis; A = mise A
allora

O A si dice misurabile

A si pone
mis A = mis; A = mis, A € [0, +00)

A Sia A un sottinsieme non limitato di R"; se
V per ogni rettangolo R, I'insieme limitato

ANR

¢ misurabile
allora

O A si dice misurabile

A si pone

mis A = sup{mis (AN R) : R rettangolo} € [0, +o0]

Le considerazioni che seguono, provano che tutti gli insiemi misurabili
secondo Jordan, lo sono anche secondo Lebesgue, e le due corrispondenti
misure coincidono.

Tali considerazioni giustificano I’abbandono della misura secondo Jor-
dan.
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1.3.1 Teorema: Sussistono gli asserti (provare per esercizio):
a) Sia A C R™ un insieme limitato; si ha:
0 < J-mis; A < mis; A <mise A < J-mis, 4 < 00.
b) Sia A C R™ un insieme limitato; se A ¢ misurabile secondo Jordan,
allora (provare usando a)):
o A & misurabile (ossia & misurabile secondo Lebesue),
o J-mis A=mis A .

c) Sia A C R™ un insieme non limitato; se A ¢ misurabile secondo
Jordan, allora (provare usando b)):

o A & misurabile,
o J-mis A =mis A .

1.4 Proprieta della misura di Lebesgue in R”

1.4.1 Teorema: Siano A, B C R"™; se A, B sono misurabili, allora:
v gli insiemi
AuB AnB C([A=R"\A B\A

sono misurabili

O ANB =0 = mis (AU B) = mis A + mis B (con la convenzione:
numero+o00 = 400 + 00 = 400)
(ossia: la misura di Lebesgue ¢ finitamente additiva)

O AC B =mis A<mis B

A ACBemis B< +00o=mis (B\A) =mis B—mis A
Nota 1): proprieta analoghe sono verificate anche dalla misura di Jordan;
in particolare la misura di Jordan e finitamente additiva.
Nota 2): le proprieta che seguono sono invece verificate solo dalla misura

di Lebesgue, e non si applicano alla misura di Jordan.

1.4.2 Teorema(numerabile additivita): Sia
Ay, Ay, As, ...

una successione di sottinsiemi misurabili di R™; se tali insiemi sono a due a
due disgiunti allora si ha (dimostrazione omessa):
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o0
v U Aj ¢ misurabile
j=1

o o
A mis U Aj = Zmis A;
=1 =1
(ossia: la misura di Lebesgue ¢ numerabilmente additiva)

1.4.3 Teorema(caratterizzazione degli insiemi misurabili e di misura nul-
la): Sia A C R"™ ; sono equivalenti gli asserti:

a) A ¢ misurabile, e mis A =0
b) per ogni e > 0,

V o esiste una famiglia finita di rettangoli

Ry,..., Ry,

tale che
h h
Ac|JR, D misRj<e,
Jj=1 Jj=1
A o esiste una successione di rettangoli
R17 RZa R3) oo

tale che

o0 o
Ac|JR; D misRj<e.
j=1 j=1
Dai Teoremi 1.4.2 e 1.4.3 si deducono i seguente Corollari.

1.4.4 Corollario 1(completezza di mis ): Sia A C R™ un insieme misura-
bile tale che
mis A=0;

allora per VB C A si ha:
e B & misurabile,
e mis B =0.

Il fatto che tutti i sottinsiemo di un insieme di misura nulla siano misurabili
(ed abbiano ovviamente misura nulla), si esprime dicendo che “mis ” & una
misura completa.

)
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1.4.5 Corollario 2: Sia
A1, A, Ag, ...

una successione di sottinsiemi misurabili di R™. Si ha:

o0
v U Aj ¢ misurabile
j=1

oo oo
¢ mis | JA; <D mis 4
j=1 j=1

Cenno. Si ponga
B = A Bj:Aj\(Alu---UAj,l) 71 =2,3,4...

e si osservi che:
o ogni B; ¢ misurabile,

o tali B; sono a due a due disgiunti,

[o.¢] o0
o U Aj = U B;.
j=1 j=1

[ |
A ﬂ Aj ¢ misurabile
j=1
Cenno. Sia a € R"; si ha
a € mAj@perognij,aeAj(:)
j=1
per ogni j, a ¢ R"\ Aj <= a € R™\ U(R”\Aj)
j=1
Ne segue ﬂ Aj=R"\ U (R™\ A)) [
j=1 J=1

1.4.6 Corollario 3: Sia A C R"™. Sono equivalenti gli asserti:

a) A ¢ misurabile,



1.4 Proprieta della misura di Lebesgue in R"™ 9

b) esiste una successione A, Ag, As, ... di sottinsiemi limitati e misu-
rabili di A, tale che

A1 C Ay C A3 C ...
oo
A=A,
k=1
Cenno. a)=-b). Si ponga ad esempio

A= AN ([=k, k] x - x [k, k]) -

b)=a). A & misurabile in quanto unione numerabile di misura-
bili. [

In tal caso, se Ay, As, Az, ... ¢ una qualsiasi successione di sottinsiemi
limitati e misurabili di A, tale che

AlCAQCA;gC...
A:UAk
k=1

allora si ha

mis A = lim mis Ay
k—o0

Cenno. Si osservi che, posto Ag = (), si ha

v A= J(Ar\ A1)
k=1

¢ gli insiemi Ay \ Ag_1, con k = 1,2,3,..., sono misurabile e a due a
due disgiunti

A mis A = Zmis (A \ Ag—1) = klim mis Ay,
k=1 o

ESERCIZI

Vv In R™, per Vr € R si consideri il sottinsieme
A=R"1x{r};

si provi che A & misurabile, e mis A = 0.
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¢ In R", si consideri il sottinsieme
A=R"1xQ;
si provi che A & misurabile, e mis A = 0.
¢ Sia A un sottinsieme numerabile di R™; si provi che

VvV A ¢ misurabile
A mis A=0

Cenno. Siccome A ¢ numerabile, i suoi elementi possono
essere scritti sotto forma di successione

ai,az,as,. ..
e quindi
o
A= J{a;}
Jj=1
ove ogni mis {a;} =0 [

¢ Si consideri Q™ C R™; si provi che

v Q"™ ¢ misurabile
A mis Q" =0

(si ricordi che Q™ & numerabile)
¢ In R”, si consideri una successione
q1,92,43; - - -
costituita da tutti e soli gli elementi di Q™, e sia
e>0.

Per j = 1,2,3,..., sia R; un rettangolo di R" tale che, posto
Q) = R7, si abbia

qj € Q;, mis Q; < /27
Si ponga

0=[Jo, K=R"\Q.
j=1

Si osservi che
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vV & un aperto denso in R”,
A mis Q <e

(o] (e.)
Cenno. mis 2 < E mis ; < g e/ =¢ [
J=1 Jj=1
vV K e un chiuso senza punti interni,

A mis K = +o0.

Sia R un qualsiasi rettangolo di R"™ tale che

mis R > 2¢

e sia R° il suo interno; si osservi che:

vV R°NQ ¢ un aperto la cui misura ¢ < mis ) < ¢,

A ogni plurirettangolo C R°NS) ha misura < &, ogni plurirettan-
golo D R°N{2 contiene R e pertanto ha misura > mis R > 2¢;
ne segue che R° N & un aperto limitato non misurabile
secondo Jordan;

V R\ Q ¢ un compatto senza punti interni la cui misura & >
mis R — ¢,

A mnon esistono plurirettangoli C R\2, se P € un plurirettangolo
tale che R\ 2 C P allora

mis P > mis (R\ Q) >mis R—¢ > ¢ ;

ne segue che R\ © ¢ un compatto non misurabiloe secondo
Jordan.

A Siano A C R"™, B C R™ due insiemi misurabili; si provi che

vV se mis A = 0 oppure se mis B = 0, allora mis A x B=0;

in generale si ha (dimostrazione omessa)

$ A x B & misurabile

A mis A x B = (mis A) - (mis B) (con la convenzione 0 - co =
o0 -0=0).



12 1 Misura di Lebesgue

1.5 Insiemi non misurabili secondo Lebesgue

1l seguente Teorema fornisce condizioni che implicano la non misurabilita di
un insieme.

1.5.1 Teorema. Sia A C R™. Se A ¢ limitato, ed esiste una successione
b1,bs,bs3,... € R™ tale che:
o by +Aby+ A b3+ A,... & una partizione di R",
o l'insieme {bl, ba, b3, .. } ha sottinsiemi infiniti limitati,
allora A ¢ non misurabile.
Cenno. Se A fosse misurabile, dalla prima condizione seguirebbe mis A #

0, e dalla seconda seguirebbe mis A = 0 (si ricordi che mis ¢ numerabilmente
additiva). [

Il seguente Teorema fornisce un esempio di un tale A, e quindi fornisce
un esempio di sottinsieme non misurabile di R™.

1.5.2 Teorema. Sia T l'insieme avente per elementi i traslati di Q™ in R",
e sia C = [0,1]™ C R™. Sussistono gli asserti:

1

2

3

4

Siano H, K € T tali che: H N K # (); allora si ha: H = K.

Tenuto conto di 1., T ¢ una partizione di R".

VH € T & denso in R".

Per ’assioma della scelta, tenuto conto di 3., esiste una applicazione

)
)
)
)

p: T —C

tale che: p(H) € CNH per VH € T.
5) Si ponga:
A2{pH):HeT},
e sia by, bg, b3, ... una successione senza ripetizioni, costituita da tutti
e soli gli elementi di Q™.

6) A e la successione by, bg, bs, ... verificano le condizioni del Teorema
1.5.1, infatti:
o per Vz € R™ esistono unici a € A, ¢ € Q" tali che: z =a+ ¢;
pertanto:
b1+ A,bo + Abs+ A, ...

€ una partizione di R",
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o l'insieme {bl, bo, b3, .. } = Q" ha ovviamente sottinsiemi infiniti
limitati.

Nota: 1l legame tra “esistenza di sottinsiemi non misurabili di R™” e
“assioma della scelta” ¢ argomento non banale di “logica matematica”. Ci
limitiamo alle seguenti considerazioni pragmatiche:

o tutti gli esempi noti di sottinsiemi non misurabili di R™ utilizzano
I’assioma della scelta;

o quando un sottinsieme di R™ & definito senza fare uso dell’assioma
della scelta,

¢ “sarebbe ben eccezionale che risultasse non misurabile”;

¢ ci assumiamo quindi responsabilita e rischio di “considerarlo mi-
surabile”, risparmiandoci “fastidiose ma routinarie” dimostra-
zioni.






Capitolo 2

Integrale di Lebesgue

2.1 Funzioni a valori in R misurabili e integrabili
secondo Riemann

Le considerazioni che seguono dicono quali funzioni da R in R siano chiama-
te integrabili secondo Rieman, e come se ne definisca I'integrale di Riemann.

Sia A C R™ un insieme J-misurabile (ossia misurabile secondo Jordan),
e sia

flz):A—-R

una funzione a valori reali. Si considerino gli insiemi

SGP(f) CR™ x R

Rn

SGN(f) CR" x R
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definiti da
SGP(f) = sottografico positivo di f =
{(2,6) € AXR:0< f(2),0 <€ fa)}
SGN(f) = sovragrafico negativo di f =
{(z,6) e AxR: f(x) <0, f(x) << 0}

Se
v SGP(f) e SGN(f) sono entrambi J-misurabili
allora
A [ si dice una funzione misurabile secondo Riemann o una funzione
R-misurabile su A
Se
v SGP(f) e SGN(f) sono entrambi J-misurabili, e inoltre si ha
J-mis SGP(f) < + o0 J-mis SGN(f) < + o0
allora
¢ [ si dice una funzione integrabile secondo Riemann o una funzione
R-integrabile su A
si pone

A R—/ f= R—/ f(z)dx = integrale di Riemann di f su A =
A A

J-mis SGP(f) — J-mis SGN(f)

Il seguente ben noto Teorema riassume tutto quanto dell’Integrale di
Riemann e utile.

2.1.1 Teorema(R-integrabilita di una funzione continua su un intervallo
chiuso e limitato): Siano a < € R, e sia

fi(a,8) =R
una funzione continua.
Sia
F:(0,0) — R



2.2 Funzioni reali misurabili ed integrabili secondo Lebesgue 17

una primitiva di f.
Per Va,b € R tali che
a<a<b<f,

si ha:
o f & R-integrabile su [a, b];
o R—/ f=F(b) - Fla).
[a.b]

2.2 Funzioni a valori in R misurabili ed integrabili
secondo Lebesgue

Le considerazioni che seguono dicono quali funzioni da R in R siano chiama-

te integrabili secondo Lebesgue, e come se ne definisca 1'integrale di Lebesgue.

Come per la misura, anche per I'integrale le precisazioni secondo Lebesgue e

di Lebesgue saranno sistematicamente omesse.
Sia A C R™ un insieme misurabile, e sia

flz):A—=R

una funzione a valori reali. Si considerino gli insiemi

SGP(f) CR™ x R

Rn

SGN(f) CR" x R

definiti da
SGP(f) = sottografico positivo di f =
{(,6) € AXR:0< f(2),0<E < f(a)}
SGN(f) = sovragrafico negativo di f =
{(z,6) € AxR: f(2) <0, f(2) <€ <0}
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Se

v SGP(f) e SGN(f) sono entrambi misurabili
allora

A f si dice una funzione misurabile su A
Se

v SGP(f) e SGN(f) sono entrambi misurabili, e inoltre si ha

mis SGP(f) < + o0 mis SGN(f) < + o0

allora
¢ [ si dice una funzione integrabile su A

si pone

A /Af = /Af(x)dx = integrale di f su A =
mis SGP(f) — mis SGN(f)

2.2.1 Teorema (provare per esercizio). Si ha

f & misurabile
f integrabile <
|f| ¢ integrabile

e in tal caso si ha

'/Af‘s/A!f!

2.2.2 Teorema (provare per esercizio). Sia ¢ : A — R una funzione

tale che ¢(x) > 0 per Vz € A
integrabile su A
Si ha

z)| < p(z) per Vo € A
{ |f(z)] < p(x) p = f integrabile su A

f misurabile su A
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Il Teorema seguente, ovvia conseguenza del Teorema 1.3.1, stabilisce che
ogni funzione misurabile secondo Riemann lo ¢ anche secondo Lebesgue, e
che ogni funzione integrabile secondo Riemann lo ¢ anche secondo Lebesgue,
ed i due corrispondenti integrali coincidono.

Tale Teorema giustifica ’abbandono dell’integrale secondo Riemann.

2.2.3 Teorema: Sia A un sottinsieme J-misurabile di R™ (e quindi in
particolare anche misurabile), e sia

f:A—-R
una funzione. Sussistono gli asserti:

a) Se f ¢ R-misurabile, allora f & anche misurabile;
b) Se f ¢ R-integrabile, allora:
o f e anche integrabile,

o/Af:R—/Af.

Come conseguenza immediata di tale Teorema e del Teorema 2.1.1 otte-
niamo il seguente rassicurante Corollario.

2.2.4 Corollario(integrabilita di una funzione continua su un intervallo
chiuso e limitato): Siano a < € R, e sia

fi(a,B) =R
una funzione continua.
Sia
F:(a,0) — R
una primitiva di f.
Per Va,b € R tali che
a<a<b<fg,

si ha:

o f e integrabile su [a, b] secondo Riemann, e quindi ¢ anche integrabile
su [a, b] (ossia integrabile secondo Lebesgue);

quanto al calcolo di

[

[avb}
ossia al colcolo dell’integrale (di Lebsgue) di f su [a, b], si ha:

o f=R- f=F(b) — F(a).
[a,b] [a,b]
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2.3 Funzioni a valori in R: misurabilita e fasce di
livello

Questa sezione e dedicata alla dimostrazione del seguente Teorema che
riconduce la misurabilita di una funzione alla misurabilita di sottinsiemi
opportuni del proprio dominio.

2.3.1 Teorema: Sia A un sottinsieme misurabile di R", e sia
f:A—-R

una funzione.
Sono equivalenti gli asserti:

a) f & misurabile su A,

b) per ogni a < 8 € R, la fascia di livello compreso tra o e 3 di f,
ossia l'insieme

facA:a<f(a) <p}

¢ misurabile.

Nota: La dimostrazione e data al punto 2.3.9, e necessita dei Lemmi da
2.3.2 a 2.3.8.

Come detto, per la dimostrazione occorrono vari Lemmi. Oggetto di tali
Lemmi sono:

e un sottinsieme A di R",

e una funzione

f:A—-TR.

A priori nessuna ipotesi di misurabilita o limitatezza viene richiesta; in cia-
scuno degli enunciati verranno specificate le particolari ipotesi su A e su

f.

2.3.2 Lemma: Sia
fla) #0, Va€e A.
Se:
{ SGP(f) USGN(f) & misurabile
a

mis SGP(f) USGN(f) =0
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allora:
A ¢ misurabile
b)
mis A =0
Cenno. Dimostriamo 1’ “Asserto” equivalente
“_|b) :> ﬂa)” ,
ossia dimostriamo che se:

o 0 A ¢ non misurabile,

o 0 A & misurabile, e mis A > 0,
allora:

o 0 SGP(f) USGN(f) non ¢ misurabile,
o 0 SGP(f) USGN(f) & misurabile, e mis SGP(f) USGN(f) >0 .

A tal fine:
e si provi per esercizio che e sufficiente dimostrare 1’Asserto sotto

I'ulteriore ipotesi f(a) > 0 per Ya € A,

e si provi per esercizio che per dimostrare I’Asserto cosi modificato,
e sufficiente considerare un rettangolo (certamente esistente)

R =[a1,b1] X -+ X [an, by] X [0, b]

tale che
AN ([a1,b1] X -+ X [an, by))

sia: o non misurabile, o misurabile con misura > 0, e dimostrare
che
SGP(f) N ([a1,b1] X -+ X [an, by] x [0,b])

o o e non misurabile,

o o € misurabile con misura > 0.

e si provi per esercizio che per dimostrare il sussitere della condizione
sufficiente descritta nell’item precedente, ¢ a sua volta sufficiente
dimostrare I’ Asserto sotto le ulteriori ipotesi:

o f(a) > 0 per Va € A,
o A limitato,
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o f limitata su A;

Le considerazioni che seguono, provano I’Asserto sotto tali ulteriori ipo-
tesi; si osservi che adesso SGP(f) ¢ limitato.
Per h =1,2,3,... si ponga

Fh:{aeA:f(a)>1/h};

ovviamente si ha:
I'hcIycIgc---

A= U I
h=1
Se per Vh fosse

HliSe (Fh) =0 )

allora si avrebbe che VI'j, sarebbe misurabile, con mis I', = 0, e quindi anche
A sarebbe misurabile, con mis A = 0.
Esiste pertanto h tale che

mise I'y =9 >0
Sia,

9

aperto limitato
D SGP(f)

e per Va € T'y, si ha che

{a} x[0,1/A]

I

{ € un compatto

esiste quindi un aperto B, 3 a tale che
B, x[0,1/h] C Q;

e si consideri 'aperto

QOZ UBa;

a€ely

ovviamente si ha

Iy € Q, Q()X[O,l/h]CQ;
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e si ha allora
mis Qg > mise I'y =7 >0

v+ (1/h) < mis (2o x [0,1/h]) < mis Q.

Ne segue che
mise SGP(f) >~ (1/h) >0 ;

pertanto SGP(f) o € non misurabile, o & misurabile con misura > 0. |

2.3.3 Teorema: (usa 2.3.2) Si consideri I'insieme

TYD(f) = {a €A: f(a) # O} (7 2 sta per “true domain”) .

Se:
e SGP(f) USGN(f) & misurabile,
e mis SGP(f) USGN(f) =0,
allora:
e 79(f) & misurabile,
e mis 7 Y(f)=0.

Cenno. Si ponga
e sia

la restrizione di f a A.
Tenuto conto che

SGP(f) USGN(f) = (SGP(f) USGN(f))\ ©

0={aecA: fla)=0} x {0}

essendo sottinsieme di R™ x {0}, ¢ misurabile, con misura = 0, I'asserto si
ottiene applicando il Lemma 2.3.2 a f: A — R. |

2.3.4 Lemma: Sia

e A misurabile.
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Sia
fi, fa. fz,... : A—=R

una successione di funzioni, tale che:
e per Va € R si ha
0 < fi(a), < fa(a) < fs(a) < -+ < fla) ,

e per Va € A si ha
sup fn(a) = f(a) .

Se:
e per Vh, SGP(f},) € misurabile,
allora:
e anche SGP(f) & misurabile.
Cenno. Siccome A & misurabile, allora per h,q =1,2,3,...,
SGP(fn+1/q)

¢ misurabile.
Per Va € A si ha:

- o ={a} x[0,f(a) +1/q)
[H{a}x[o,fh<a>+1/q] {0 (e x [0, f(@) + 1/d =12,
e pertanto
fjr{a} [0, fu(a) +1/q]| ={a} x [0, f(a)] .
SGP(f) = LEJA{a} x [0, f(a)] = ﬁl :1 SGP(fn +1/q)

Siccome per h,q=1,2,3,...,
SGP(fn +1/q)

¢ misurabile, allora anche SGP(f) risulta misurabile. [
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2.3.5 Lemma: Sia:

e A limitato,
e f(a) >0 per Va € A,

e f limitata su A.
Allora:
e per ogni

C SGP(f)
T
chiuso (e quindi compatto, essendo SGP(f) limitato)

Y

e esistono

CA
K
chiuso (e quindi compatto, essendo A limitato)
g: K—TR g(a)>0perVaeK
tali che:

SGP(g) e chiuso (e quindi compatto, essendo SGP(g)) limitato)
I' € SGP(g) C SGP(f)

Cenno. Sia
II:R*"xR — R"

la proiezione. II & continua.
Si ponga
K =1I(T) ;
essendo I' compatto, e II continua, si ha che K & compatto. Ovviamente si

ha anche K C A.
Esiste ed & univocamente determinata una famiglia di insiemi

', C [0,00), a€ K,

tale che

I' = U({a}XFa);

aeK
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siccome I' & chiuso e limitato, se ne deduce facilmente che VI, & chiuso e
limitato.
Consideriamo quindi la funzione

g: K —R

definita da
g(a) =maxT,, VYaeA.

I subito visto che
I' € SGP(g) € SGP(f) .

Le considerazioni seguenti provano che SGP(g) & chiuso.

e Sia
lim (ap,v4) = (ao0,70) ,
h—o0
con
vV (an,vn) € SGP(g) ,
ossia con
ap € K, 0<y, <glap), Vh .
e Essendo

lim ap, = ag ,
S ap 0
ed essendo K chiuso, si ha
ag € K .
e Per provare che SGP(g) ¢ chiuso, resta da provare che

Yo € [0, g(ao)] -
e Se invece fosse:
Y0 > g(ao) ,
1) esisterebbe € > 0 tale che
go(a) <o —¢;

2) essendo

li =

hgglo')/h Y0

si avrebbe definitivamente rispetto ad h:

g(ag) <o —e <n < glap) ;
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3) come conseguenza, per qualsiasi sottosuccessione convergente

g(ahj)

di g(ap), si avrebbe:
g(ao) <o —e < lim g(ap,;) .
j—oo

L’asserto 3) cosi ottenuto, € assurdo: infatti

o essendo I' compatto, la successione

(an,g(an)) €T

ha una sottosuccessione

(an,, g(an,))

convergente, e posto

lim (ap;,g(an;)) = (bo,B0) €T,

J]—00

si ha
bo =ao, Bo € [0,g(ao)] ;

e quindi in particolare:

lim g(ap;) = Bo < g(ao) -

J—00

Pertanto si ha:
Y0 € [0, g(ao)] -

2.3.6 Lemma: (usa 2.3.4 e 2.3.5) Sia:

e A limitato,
e f(a) >0 per Va € A,

e f limitata su A.

Allora:
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e esistono
cA
K
misurabile
g: K—R g(a) >0perVaecK
tali che:

SGP(g) & misurabile
SGP(g) C SGP(f)
mis; SGP(f) = mis SGP(g)

Cenno. Siano
C SGP(f)

F17F27F37"' )
chiusi

tali che
mis; SGP(f) —mis 'y, < 1/h .

Per il Lemma 2.3.5, per h =1,2,3, ..., esistono
cA

Ky
chiuso

gn: K — R gp(a) > 0 per Va € Kj

tali che:
SGP(gp,) e chiuso
I'y, € SGP(gn) C SGP(f)
Sia -
K=|]JKy;
h=1
per h=1,2,3,... sia
Y K — R

la funzione definita da

n(a) =

)

gn(a) sea€ Ky
0 se a & Kp,

per h=1,2,3,... sia
gn: K — R
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la funzione definita da

gn(a) = sup {71(a),...,m(a)} .
Si ha:

o K e limitato e misurabile,

cl0sgi<gsg@B<...,
o VSGP(gp,) & misurabile;

inoltre, essendo per Va € K e per Vh:
gn(a) < f(a) ,
possiamo considerare la funzione
g:K—R  g(a)=supgn(a) .

Per il Lemma 2.3.4, si ha che
SGP(g)

€ misurabile.
Si osservi che:

o VI, € SGP(g) C SGP(f),
o Vh si ha

mis; SGP(f) — mis SGP(g) < mis; SGP(f) —mis 'y < 1/h ;

ne segue

mis; SGP(f) — mis SGP(g) =0 .

2.3.7 Teorema: (usa 2.3.2 e 2.3.6) Sia:
e f(a) > 0 per Va € A.

Se:
a) SGP(f) e misurabile,

allora:

b) A é misurabile.
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Cenno. Parte 1) In questa parte, dimostriamo ’asserto sotto le ulte-
riori ipotesi:

e A limitato,

e f limitata su A.

Sotto tali ipotesi, per il Lemma 2.3.6, esistono

CA
K
misurabile
g: K—1R g(a)>0perVaeK

tali che:
SGP(g) ¢ misurabile

SGP(g) € SGP(f) ;
mis; SGP(f) = mis SGP(g)
essendo SGP(f) misurabile, si ha

mis SGP(g) = mis SGP(f) ,

e quindi

SGP(f) \ SGP(g) ¢ misurabile
{ mis SGP(f) \ SGP(g) =0

Ne segue che
{ SGP(f|(A\K)) € misurabile

allora per il Lemma 2.3.2 si ha che A\ K & misurabile, e quindi anche A
risulta misurabile.

Parte 2) In questa parte, utilizzando il risultato della Parte 1), dimo-
striamo D’asserto in generale, ossia senza ipotesi di limitatezza né per A né
per f.

Per h =1,2,3,..., si ponga

Ap=AN([—h,h] x--- X [=h,h]),

e sia

fniAp — R
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la funzione definita da:
{ fla) se fla) <1
fnla) = Va € Ay, .
1 se f(a)>1
Si ha
SGP(fn) = SGP(f) N ([=h, h] x--- x [=h, h] x [0, 1]) ;
quindi SGP(f, € misurabile. Per il risultato provato nella Parte 1), 'insieme
Ap = AN ([-h,h] x -+ x [=h,h])
e allora misurabile per Vh; conseguentemente, A risulta misurabile. |
2.3.8 Lemma: Sia
e f(a) # 0 per Va € A.
Se:
e SGP(f) USGN(f) & misurabile,
allora:
e per Ya > 0, i sottinsiemi di A
{aeA:f(a)>a}, {aeA:f(a)<—a}
sono misurabili.
Cenno. Si ponga
Pa:{aeA:f(a)>a},

e sia

fa:Po—R
la funzione definita da
fala) = f(a) —a>0 VaeP,.
Si ha:
SGP(fa) = ([SGP(f) N (R™ X (e, +0))] — (0,...,0,)) U

U “nsteme di misura nulla” ;
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ne segue che

SGP(fa)
& misurabile, e allora, per il Teorema 2.3.7 anche
Pa:{aeA:f(a)>a}

€ misurabile.
La misurabilita dell’insieme

{a eA: fla) < —a}
si ottiene applicando le considerazioni precedenti alla funzione —f. |

Utilizzando i risultati precedenti possiamo fornire la dimostrazione del
Teorema 2.3.1.

2.3.9 Dimostrazione del Teorema 2.3.1: (per comodita riportiamo
I’enunciato del Teorema) Sia:

e A misurabile.
Sono equivalenti gli asserti:
a) f & misurabile su A,
b) per ogni a < # € R, 'insieme
{a€A:a< f(a)< B}
€ misurabile.

Cenno. a)=-b). Dal Lemma 2.3.8 segue che per Vv > 0, gli insiemi

{aEA:f(a)>7}, {CLGA:]C(“)<_'7}

sono misurabili; essendo A misurabile, allora anche i loro complementari in
A, ossia gli insiemi

{oca:r@<nt {aca:f@)> -}

sono misurabili.
Con considerazioni di routine basate sulla misurabilita di tali insiemi, e
quindi delle loro unioni e intersezioni numerabili, si ottiene 1’asserto.
b)=-a). Per VR > 0 si ponga

I'r =SGP(f)Nn([-R,R]" x [0,R)]) .
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Per h=1,2,3,... si ponga
Prs={acA:(s—1)R/h < f(a) <sR/h}N[-R,R™ s=1,....h;
si ponga inoltre
Pro={a€A: f(a)=0}N[-R,R]"

ovviamente
Pro,Pr1,...,Prp

sono una partizione di AN [—R, R|"™ in insiemi misurabili.
Si considerino gli insiemi misurabili

Iy = (Pro x [0,0]) <UPRs S—l)R/h]>

ERh—(PR()X 00 (UPRS 08R/h]>

Si osservi che:

° IR,h C FR C ER,hy
mis (AN [-R, R]")
h )

e mis ER,h — mis IR,h <
ne segue che
o
I'r = U Irp | U “insieme di misura nulla”
h=1

e quindi che 'y & misurabile per VR > 0. Di conseguenza, anche SGP(f) &
misurabile.
Analogamente si prova la misurabilita di SGN(f). |

2.4 Funzioni limitate su insiemi limitati: significa-
to analitico dell’integrale

Sia A un sottinsieme misurabile e limitato di R", e sia

f:A—-R
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una funzione limitata, ossia una funzione per la quale 3M > 0 tale che
—M < f(xr) < M perogniz e A .

La seguente Nota (dimostrazione immediata) prova che per una tale
funzione le nozioni di misurabilita e integrabilita sono equivalenti.

2.4.1 Nota: Sono equivalenti gli asserti
a) f & misurabile

b) f ¢ integrabile

La seguente Definizione introduce le nozioni di quasi-partizioni di Lebe-
sgue dell” insieme misurabile e limitato A, e di somme inferiori e superiori
di Lebesgue della funzione limitata f.

2.4.2 Definizione: Una famiglia finita
P,..., P

di sottinsiemi misurabili di A, tale che

v A:OP]‘
j=1

A per ogni ji # j2 si ha mis (P;; N Pj,) =0

si dira una quasi-partizione di Lebesque di A.
Se
P,...,P,
¢ una quasi-partizione di A, i reali

> (mis P)) ilr%f £ (mis Py) sup f

j=1 j=1

si diranno le somme di Lebesgue di f, rispettivamente inferiore e superiore,
relative alla quasi-partizione Py, ..., P,.

Il seguente Teorema fornisce il significato analitico della integrabilita e
dell’integrale per funzioni limitate su insiemi limitati.

2.4.3 Teorema: Sono equivalenti gli asserti:
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a) f ¢ integrabile su A,
b) sup{s € R: s = somma inferiore di Lebesgue di f} =

inf {s € R : s = somma superiore di Lebesgue di f} .

In tal caso si ha

v /Af =sup{s € R: s = somma inferiore di Lebesgue di f} =
inf {s € R : s = somma superiore di Lebesgue di f}

A (mis A)infy f < /Af < (mis A)supy f

Cenno. a)=b). Sia M > 0 tale che per Va € A si abbia

—M < f(a) < M .
Per h =1,2,3,... si considerino le seguenti fasce di livello di f:
Po={acA: —M+ (s —1)2M/h < f(a) < —M + s2M/h}

s=1,....h .

Essendo f integrabile, e quindi misurabile, per il Teorema 2.3.1 la famiglia

P ,....P,
¢ una quasi-partizione (piu precisamente, una partizione) di Lebesgue di A;
inoltre
h h
Z(mis Py)inf f, Z(mis Py)sup f
s=1 Ps s=1 Ps

sono le somme dli Lebesgue di f, rispettivamente inferiore e superiore,
relative alla quasi partizione

Py,...., Py .
Per Vh si ha quindi:

h
Z mis P, supf Z mis Ps) 1nff

s=1
h h
<) (mis Py) - (=M + s2M/h) =Y (mis Py) - (=M + (s — 1)2M/h) =
s=1 s=1

= (mis A) - (2M/h) ;
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ne segue b).

b)=-a). Sostituendo eventualmente due quasi-partizioni di Lebesgue, con
la quasi-partizione fornita dalle intersezioni di ciascun membro della prima
con ciascum membro della seconda, si prova che per h = 1,2,3,... esiste
una quasi-partizione di Lebesgue

Phh' . 'aPhS;L7Nh1a oo 7NhT;LaMhl7 s 7thh
tale che:

e ( < ianM f < SupPhi f’

e infy,; f <supy,, f <0,
L4 il’lthl f < 0 < Suthl f7
e che
Sh Th
Z mis Pp;)sup f + Z mis Npj)sup f + Z mis My;)sup f | —
i=1 P j=1 Nhj =1 M
Sh
— Z(mls th)lnff + Z mis Nh]) 1nf I+ Z mis Mpy;) 1nf 71 <
i=1 j=1
<1/h .
Si ha:

IF= (UPM x [0, mf)) C SGP(f) C

(U Py; x [0, supf) UMhJ x [0, sup fl] = E;Lr

J

I = (UNM X (sup f, o]) C SGN(f) c

N

Uth x (]1\25 £0 U (Llehl x (}&flf,o]> - E;
J
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I, =IL7UI, CSGP(f)USGN(f) C Ef UE, = E

Relativamente a SGP(f) U SGN(f) si ha:

oo o

o I=|JI,=CSGP(f)USGN(f) C | J Ex» = E,
h=1 h=1

e [, F sono misurabili in quanto unioni numerabili di misurabili,

e per Vh si ha:
mis (E'\ I) < mis (Ep \ I,) =mis Ej —mis I, =---

Th

Sh
= mis Py;) | sup f — inf + mis Np;) | sup f —inf f |+
;< hi) (Ph?f inf f) > (mis Ny;) (thjf Nhjf)

J=1

an
+Z(mis M) (supf — Ji‘}[lf f) <1/h ;

=1 M

pertanto SGP(f) USGN(f) ¢ misurabile, e di conseguenza anche SGP(f) e
SGN(f) sono misurabili; in particolare f ¢ misurabile, e per le condizioni di
limitatezza ¢ integrabile.

Relativamente a

/ f = mis SGP(f) — mis SGN(f) ,
A

per Vh si ha:
Sh Th dn
mis Py;)inf f + mis Ny ) inf f + mis My;) inf f =
; ) it f ; ) Inf f l;( w) inf f

= mis [;'mis E, < mis SGP(f) — mis SGN(f) < mis E;f — mis I, <
Sh Th dn
< Z(mis Pp;)sup f + Z(mis Np;)sup f + Z(mis My,) sup f

i=1 P =1 Nhj =1 M

e quindi per le ipotesi si ha:
/ f=sup{s € R: s = somma inferiore di Lebesgue di f} =
A

inf {s € R : s = somma superiore di Lebesgue di f} .

L’ultimo asserto ¢ banale. [ |



38 2 Integrale di Lebesgue

2.5 Funzioni a valori in R limitate su insiemi limi-
tati: uso per lo studio dell’integrabilita

Sia A un sottinsieme misurabile (anche non limitato) di R"”, e sia
f:A—=R

una funzione (anche non limitata).

In questa sezione viene indicata una strategia per ricondurre lo studio
della misurabilita e integrabilita di f e il calcolo dell’eventuale integrale di
f, a verifiche di integrabilita e al calcolo di eventuali integrali di opportune
funzioni limitate su insiemi misurabili e limitati. In particolare completa la
dimostrazione che le definizioni geometriche di misurabilita, integrabilita e
integrale adottate in questi appunti sono equivalenti alle defininizioni usuali.

La seguente Defininizione introduce il concetto di successione fondamen-
tale per f su A.

2.5.1 Definizione: Una successione
Ala A27 A37 o
di insiemi limitati e misurabili, tale che

AlCAQCA:gC"'CA

A= 4
k=1
f limitata su VAg

si dira una successione fondamentale per f su A.

Il seguente Teorema riconduce lo studio della misurabilita di f alle
nozioni di successioni fondamentali e di funzioni limitate su insiemi limitati.

2.5.2 Teorema: Sono equivalenti gli asserti:

a) f & misurabile su A

b) esiste una successione fondamentale Aj, Ay, As,... per f su A, tale
che
“f & integrabile su VA"

Cenno. a=-b). Si consideri ad esempio la successione definita da
A= AN ([~k, k] x - x [k, k]) n{z € A: |f(z)| < k}

b=-a). Provare per esercizio. |
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¢) data comunque una successione fondamentale A, A, As, ... per f su
A, si ha che
“f e integrabile su VA" .

Nota: b) ¢ utile quando si deve dimostrare che f ¢ misurabile. c) ¢ utile
quando si € ormai dimostrato che f & misurabile.

Il Teorema 2.5.2 giustifica la seguente Procedura per appurare se f sia
0 non sia misurabile su A.

2.5.3 Procedura:

Step 1) Si cerca una successione fondamentale per f su A;

e se non esiste alcuna tale successione (caso ben difficilmente in-

contrabile), allora per b) del Teorema 2.5.2, f & non misura-
bile su A;

e altrimenti si considera una qualsiasi successione fondamentale
A1, Ao, As, ... per f su A, e sipassa a Step 2);
Step 2) si controlla I'integrabilita o meno di f su ciascun Ayg;

e se Jk tale che f non ¢ integrabile su Ay (caso ben difficil-
mente incontrabile), allora per c¢) del Teorema 2.5.2 f & non
misurabile su A;

e altrimenti, ossia se f ¢ integrabile su ciascun Ay, per b) del
Teorema 2.5.2, f & misurabile su A.

Una volta appurato che f e misurabile, ed individuata una qualsiasi
successione fondamentale Aj, Ao, As,... per f su A, il seguente Teorema
dice come appurare se f sia o non sia integrabile, e in caso affermativo,
come calcolarne l'integrale.

2.5.4 Teorema: Sia f misurabile su A, e sia
Ay, Ay, As, ...

una qualsiasi successione fondamentale per f su A.

Vv Si osservi che:

v per c¢) del Teorema 2.5.2, le funzioni
Ll A= R

sono integrabili su ciascun Ag,
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A e che inoltre si ha:

/Al\f|</AQ|f|</ASm<

4 Sono equivalenti gli asserti:

a) f & integrabile su A
b) hm/ If] < + o0
k—o00 Ag
Cenno. Si osservi che, essendo f misurabile su A, si ha
f integrabile < |f| integrabile & mis SGP(|f|) < + o
Si osservi che, posto Ag = 0, si ha

SGP(|f]) = U SGP (| (a0 a0-0))
k=1

is SGP(|f]) = fl=1i f
mis SGP(|f]) ;/AMM\I im [ |f]

k—o0 Ay

¢ Se f integrabile su A, si ha

=1
Jog=m [ g

Cenno. Si osservi che, essendo f integrabile su A, si ha

/ # = mis SGP(f) — mis SGN(f) =
A

Zmis SGP (f/(Ak\Akfl)) - Zmis SGN (f/(Ak\Akq)) =
k=1 k=1

o0
(mis SGP (f/(Ak\Ak—l)) —mis SGN (f/(Ak\Ak—l))) =
k=1

> / f=1lm [ f W
=1 Y Ar\Ag—1 ko0 Ay

Attenzione: Se f & misurabile su A, ma f non e integrabile su A, data
una successione fondamentale per f su A,
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V puo esistere finito lim f
k—o0 Ay,

A tale limite puo variare cambiando la successione fondamentale.
L’Esercizio seguente fornisce un esempio di tale situazione.
2.5.5 Esercizio: Sia
A=[-1,00U(0,1] Cc R,

e sia

fiASR

la funzione definita da
1
flz) = ~» per Ve e A.

Siano ay, by, due successioni di reali tali che:

1>a1 >a9>a3>--- limap,=0
h—o0
1>b; >by>bg>--- lim b, =0
h—o0
si ponga:
Ap = [_17 _ah] U [bha 1] :
Vv Si verifichi che A7, Ag, Ag, ... € una successione fondamentale per
f su A.
¢ Si provi che f e integrabile su VAy.

Cenno. Qui e in seguito utilizzare il Corollario 2.2.4. |
¢ Dall’item precedente si deduce che f ¢ misurabile su A.

4 Se ne deduce che
I 11l

sono integrabili su VAy,.

4 Si ricordi che la funzione
In|z|: R\ {0} - R

¢ una primitiva della funzione continua

%:R\{O}HR.
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4 Si ha:
1
dx =

1
T x

[on=] do+ [
Ap [_la_ah] [bhzl]
= —/ 1dalc —I—/ ldav =
[7177041} z [bh’l} x

1
anbr

= —lnap —Inb, =1In
¢ Dall’item precedente si ottiene

lim |f| = +o0;

h—o00 Ay

quindi f non ¢& integrabile su A.
Come conseguenza, dalla successione

possiamo solo aspettarci stranezze.

¢ Siha: . )
/ f= / ldo+ / Lo =
Ah [—1,—(1},{} z [bhvl} x

zlnah—lnbhzln%.
b
¢ Sia o € R; per h > €% si ponga
Y pong
e 1
ap hu h ha

si verifichi che con tale scelta di ay, by, si ottiene

li =qx.
jm [ f=a
¢ Cosa accade ponendo
1 1
ap = —, by = ﬁ ?
¢ Cosa accade ponendo
1 1
ap p2 0h =g
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A Cosa accade ponendo

per h pari

b= 7

S| =

1
ap = 2h
3i per h dispari

Il Teorema che segue, usando il Teorema 2.5.4, prova che la somma di
applicazioni reali integrabili e integrabile, e che i multipli reali di applicazioni
reali integrabili sono integrabili. In particolare prova che:

e l'insieme .# (A, R) definito da
J(AR) = {f :A— R: f ¢ integrabile su A} ,

& un sottospazio dello spazio vettoriale .# (A, R) di tutte le funzioni
da A in R;

e 'applicazione

/; J(AR) — R

fw/Af

2.5.6 Teorema. Siano f,g: A — R due funzioni integrabili su A, e sia
ce€ R. Siha

e una applicazione lineare.

Y f+g, cf sono integrabili su A

A/A(f+g)=/Af+/Ag , /A(Cf)=c/Af

Cenno. Sia A1, Ag, As, ... una successione fondamentale sia per f che
per g su A; ad esempio si puo scegliere

A= AN ([=k, k] x -+ x [k, K])N
{zed:|f) <k}n{zed:|g) <k}
Si consideri Ay; si verifichi che

vV f, g sono integrabili su Ay
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¢ inf ({somme superiori di Lebesgue di f su Ak}—i—
{somme superiori di Lebesgue di g su Ak}) >

inf {somme superiori di Lebesgue di f 4 g su Ak}

Cenno. Siano @1,...,Q, e R1,..., R, quasi-partizioni di Le-
besgue di Ay. Si osservi che la famiglia

Py = Q;NR; 1=1,...,v j=1,...,u

¢ una quasi-partizione di Ay.
Si ha

Z(mis Q;) -sup f + Z(mis R;) -supg >
: Q; : R;
J

)

Z(mis Pj) -sup f + Z(mis P;j) -supg =

i Pij ij i

Z(mis Pij) - (supf + sup g) >

1] (% P’L]

> _(mis P;) -sup(f +g)

@ ij

se ne deduca che
O / f+/ g = inf {somme superiori di Lebesgue di f + g su Ak}
Ay A
analogamente si provi che

¢ sup ({somme inferiori di Lebesgue di f su Ak}—i—
{somme inferiori di Lebesgue di g su Ak}> <

sup {somme inferiori di Lebesgue di f + g su Ak}

/ f+ / g < sup {somme inferiori di Lebesgue di f + g su Ak}
A A

e che



2.6 Esempi di funzioni reali integrabili 45

¢ sup {somme inferiori di Lebesgue di f + g su Ak} <
inf {somme superiori di Lebesgue di f 4+ g su Ak}
se ne deduca che

O f+g ¢ integrabile su Ay

/Ak(f+9)=/Akf+/Akg

e quindi che

A |f+g| ¢ integrabile su Ay
|f| + |g| ¢ integrabile su Ay

/Ak’erg<Ak<\f|+\g\):[4k\f\+[4kygy

Si osservi che

V Aj, As, As, ... & una successione fondamentale per f 4+ g su A tale
che f + g ¢ integrabile su VA

O f 4+ g & misurabile su A
o g [ Aol i ([ [owl) = [ 1+ [
k—o0 Ay k—oo A A Ay Ap
e quindi che

O f + g ¢ integrabile su A
A /(f+g)= lim/ (f+9)=
A k—o0 Ak

leIgo<[4kf+/,4kg>:/,4f+[49

Analogamente e piu semplicemente si procede per cf. |

2.6 Esempi di funzioni a valori in R integrabili
Sia A C R™ un insieme misurabile. Se
fiA—-R

e una funzione continua, allora f € misurabile.
Cenno. Per Va € R la controimmagine di (—oo, «v) € intersezione di A
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e di un aperto, pertanto ¢ misurabile. Se ne deduca che tutte le fasce di
livello di f sono misurabili. |
Sia a € R. Si consideri la funzione continua

p(@): R"\ {0} = R
definita da
(@)=
P\L) = 77y s
R

sussitono gli asserti (dimostrazione omessa):
e sia r > 0; ¢ ¢ integrabile su I(0,7) \ {0} & a < n,
e sia r > 0; ¢ ¢ integrabile su R™\ I(0,7) & a > n;

come conseguenza del Teorema 2.2.2 si ottiene:

e siar>0esiaa<n;Vf:R" — R, misurabile su (0, r) e tale che
1
|f(z)] < Tz Vo € 1(0,7) \ {0}

¢ integrabile su I(0,7) \ {0},
e siar > 0esiaa>n; Vf:R" — R, misurabile su R™\ I(0,7) e
tale che

1
[f(@)] < Tzl Ve e R"\ 1(0,7)

¢ integrabile su R™ \ 1(0,r).

2.7 Funzioni a valori in C misurabili ed integrabili
secondo Lebesgue

Sia A C R™ un insieme misurabile, e sia
f(z):A—=C
una funzione a valori complessi; si ponga
f(z) = a(z) + ib(z)

con

a(x),b(z) : A—-R

funzioni a valori reali. Se
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¥ a(x),b(x) sono misurabili su A
allora

A f(z) si dice misurabile su A
Se

¥ a(x),b(x) sono integrabili su A
allora

¢ f(x) si dice integrabile su A

si pone

A / f= / a-+1 / b
A A A
Si verifichi che
Vv f integrabile = f misurabile
¢ se
vV mis A < 4+ o0, e f limitata
allora
A f misurabile = f integrabile
¢ se
V f € misurabile, ed esiste una funzione integrabile
o) : A= [0,+00)

tale che
|f(z)] < @(x) per ogni z € A

allora
A f & integrabile

¢ se f,g: A — C sono integrabili, e ¢ € C, allora f + g,cf sono
integrabili; in particolare:
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e l'insieme .# (A, C) definito da
J(A,C) = {f : A — C: f e integrabile su A} )

¢ un sottospazio dello spazio vettoriale complesso .# (A, C)
di tutte le funzioni da A in C;

e ’applicazione

/: FAC) — C

fw/Af

€ una applicazione C-lineare.

f & misurabile
A f integrabile < ; in tal caso si ha:
|f| ¢ integrabile

\/Af!s/A\f\-

Cenno. Tale disuguaglianza € ovvia per funzioni reali. Per
funzioni complesse si dimostra come segue: Sia § € R un argomento

di/f; si ha:
A

’/Af‘ = (/A a(x) +ib(az)dx) (cos(—0) +isin(—0)) [6 R] =
—/(a(aﬁ) cos 6 + b(x) sin@)dmé/ la(x) cos 0 + b(z) sin f|dx <
A A
< [ VaEFpRVeo o +sio i = [ 111,
|

2.8 Traslazioni e dilatazioni di funzioni misurabili
ed integrabili

Si consideri una funzione

flx):R" - C
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Siano

AeR, A#0 ae€R"
Supponendo che il grafico di f(z) sia

Rn

b1 0

si verifichi che il grafico di f(Az) € (nel disegno si & usato A = 2)

C
c
f(Az)
R" .
+b1 0 1bo
e che il grafico di f(Ax +a) &
! C
c
i f(Az +a)
R" i .
Xbl — XCL *%CL XbQ — XCL

Si tenga conto
Vv delle precedenti figure
per ogni € R, p# 0, e ogni b € R™ si considerino in R™ x C
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¢ la dilatazione (parallela a R™ x {0}) di coefficiente p, ossia 1’appli-
cazione

R"xC — R"xC
(,d)  — (pz,d)
A la traslazione (parallela a R™ x {0}) di vettore b, ossia I’applicazione
R*"xC — R"xC
(x,d) — (z+0,4d)
Se ne deduca che

1
v grafico di f(\z) = grafico di f(x) dilatato di "

1
¢ grafico di f(Az + a) = grafico di f(A\z) traslato di ~3

A grafico di f(z —a) = grafico di f(z) traslato di a
Se ne deduca che

¥ se f(z) ¢ integrabile su R"
allora

¢ f(\z), f(Ax+a), f(x —a) sono integrabili su R"

A siha )
f(z)dz = — | flz)d=
R" A" e
fAx +a)dz = 1 f(z)dz
R A" Jign
flx—a)dz = f(z)dx
R» R»

Tali risultati sono casi particolari della seguente

2.8.1 Nota. Sia f : R" — C una funzione integrabile su R". Sia L € R"™*"
una matrice invertibile, sia a € R", e sia F': R® — C la funzione definita da

F(z) = f(Lz + a)
Allora si ha (dimostrazione omessa):

) ¢ integrabile su R™

/F Jdo = dtL\/f
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2.9 Asserti veri quasi ovunque. Il Teorema di Le-
besgue

Sia A C R™ un insieme misurabile non vuoto.

Sia P(z) un asserto dipendente da = € A, tale che
¥V per ogni x € A, I'asserto P(x) ¢ o vero o falso
Se

¢ linsieme

{z € A: P(z) ¢ falso}
e misurabile, e ha misura nulla
allora
A P(x) si dice un asserto vero quasi ovunque (q.0.) su A

Ad esempio, sia

a:R—1R

la funzione definita da

{ —|t] seteQ
a(t)
] set ¢ Q

e sia P(t) 'asserto definito per ogni t € R da
P(t) = “a(t) > 0"

allora

{teR: P(t) & falso} = Q

e quindi 'asserto P(t) ¢ vero quasi ovunque su R.
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2.9.1 Teorema (di Lebesgue, o della convergenza dominata). Sia

f17f27f37’-' A—C
una successione di funzioni integrabili su A, e sia
f:A-C

una funzione qualsiasi.

Se

v klim fr(a) = f(a) per q.o. a € A
—00
A esiste p: A — C tale che
vV ¢ integrabile su A
O ¢(a) 20 perqo. a€ A
A per ogni k si ha

[fe(a)] < ¢(a) perqo. ac A
allora si ha (dimostrazione omessa)

Vv f ¢ integrabile su A

¢t [ =]
k—ooJ 4 A

s lim [ 1f -5 =0
k—oo /A

Si verifichi che
v 2.9.2 se

Vv f:A— C e un funzione integrabile

O Ay € Ay C A3 C --- C A ¢ una sucessione di insiemi
misurabili tali che

mis (A\ GAk) =0
k=1

allora

o Jun f 1= )7
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Cenno. Si ponga

) sexr €A
fk(x)_{f<) -

0 sexeA\A
e si applichi 2.9.1. |
A 2.9.3 (integrazione per parti generalizzata) siano
fig:la,b) = C
tali che

\Y f,g € Co[a7 b]
O fige Cl(a7b)
O fM, g™ sono integrabili su (a, b)

allora
O fMg, fg sono integrabili su (a,b)

s [ 10 =[re] - / Fg
) (a,b)

(a,b

Cenno. Siano
la1,b1] C [az,b2] C [a3,b3] C --- C (a,b)
tali che

U lax, bx] = (a,b)
k=1

Su ogni [ag, bg] si ha (usuale integrazione per parti)

/ Mg = [f(0)g0)]." —/ fgt
[ak,bx] [ak,bk]

Usando 2.9.2, si passi al limite per £k — oo. |
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2.10 Funzioni definite quasi ovunque. I Teoremi
di Fubini e Tonelli

Sia A C R™ un insieme misurabile.

Siano

HcA un insieme tale che mis H =0

f:A\ H — C una funzione
allora
v f: A\ H — C sidice un funzione definita quasi ovunque su A

A f: A\ H — C sidenota con la sigla

f:A— Cd.q.o.

Ad esmpio, si puo considerare la funzione

f:R—Cd.q.o.
definita da
eit
f(t) ~ sint

per la quale si ha H = {kn: k € Z}.

Siano

v f: A — C il prolungamento banale di f ad A, definito da

. f(z) =€ A\H
ﬂ@_{ 0 zeH

A f:R"— C il prolungamento banale di f ad R", definito da

s\ fx) x€ A\H
ﬂ@_{ 0 z¢A\H
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si verifichi che
¥ sono equivalenti gli asserti

a) f: A\ H— C & misurabile su A\ H
b) f:A— C & misurabile su A
c)

!

:R™ — C & misurabile su R"
in tal caso

o f:A— C d.q.o. si dice misurabile su A

A sono equivalenti gli asserti

a) f: A\ H— C e integrabile su A\ H

b) f:A— C ¢ integrabile su A

¢) f:R™— C ¢ integrabile su R"

in tal caso

ot ==

¢ f:A— C d.q.o. si dice integrabile su A

Ji= ==

A si pone
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Il seguente Teorema di Fubini riconduce il calcolo dell’integrale di una
funzione integrabile di n 4+ m variabili, al calcolo di integrali di funzioni di
solo n ed m variabili.

2.10.1 Teorema (di Fubini). Sia f : R™ x R" — C una funzione inte-
grabile su R™ x R™.

C

flz,y) € C

y € R” R™
x € R e R™ x R"
]Rm
Si ha (dimostrazione omessa)
Vv per q.o. y € R", la funzione
R — C
e integrabile su R™
4 la funzione definita q.o.
R* — C
y — fz,y)de
]Rm

e integrabile su R"™
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s [ temaoty= [ [ g ay

Risultati analoghi sussistono scambiando i ruoli di R™, R™.

Il seguente Teorema di Tonelli fornisce condizioni necessarie e sufficienti
di integrabilita di una funzione misurabile di n + m variabili, in termini di
integrabilita e integrali di funzioni di sole n ed m variabili.

2.10.2 Teorema (di Tonelli). Sia f : R™ x R — € una funzione
misurabile su R x R™. Sono equivalenti gli asserti (dimostrazione omessa):

a) f e integrabile su R™ x R",
b) |f] verifica le condizioni:

vV per q.o. y € R", la funzione
R™ — R

e integrabile su R™
A la funzione definita g.o.

R" — R

y — |f(z,y)|dz
]Rm

e integrabile su R™

Risultato analogo sussiste scambiando i ruoli di R™, R".






