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SUMMARY: Si propone un modello meccanico per il i@ DCB (Double Cantilever Beam),
comunemente utilizzato per la determinazione spmriade della resistenza alla frattura interlaminare
secondo il modo | nei laminati compositi. A taldirsi schematizza il provino come I'assemblaggio di
due sublaminati collegati fra loro da un’interfacalasto-fragile. Grazie alla relativa semplici&l d
modello, & possibile ricavare esplicitamente glostpmenti dei due sublaminati, le tensioni
interlaminari e, conseguentemente, la velocitaildscio dell’energia potenziale totale del sistema.
L’adozione di un opportuno criterio di frattura semte, quindi, di valutare il valore critico defica o
dello spostamento di estremita, come funzioni edplidel’ampiezza della zona delaminata. Il
confronto con alcuni risultati sperimentali pres@mtetteratura appare molto buono.

1. INTRODUZIONE

Un ostacolo severo alla crescente diffusione deteriai compositi nelle diverse applicazioni
dellingegneria strutturale & costituito dalla loetevata sensibilita alla presenza di difetti ed ai
fenomeni di degrado. La delaminazione, ovvero &tdra interlaminare tra gli strati di un laminato
composito, € una delle modalita di crisi piu comerpiu insidiose. Per questo, numerosi studi sono
stati dedicati sia alla valutazione sperimentaléladeesistenza a frattura dei laminati sia alla
modellazione dei diversi aspetti coinvolti nel femeno (Garg [1988]).

Nel caso della frattura secondo il modo |, la tesiza a frattura & comunemente valutata mediante
prove di carico su particolari provini detti “DCBDouble Cantilever Beam), i cui risultati sono
convenzionalmente interpretati sulla base di unetioctlementare che vede il laminato come 'unione
di due travi a mensola (fig. 1).
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Figura 1 — Provino DCB.

Il modello meccanico che qui si propone rappresentastensione di tale modello elementare,
dove il provino DCB é schematizzato come I'asseggitadi due sublaminati elastici collegati fra loro
da un’interfaccia. Quest'ultima é a sua volta mzdalcome una distribuzione continua ed uniforme di
molle elasto-fragili (Allix e Ladevéze [1992]).

Il modello é sufficientemente semplice da consenérsoluzione esplicita del problema, attraverso
il metodo delle condizioni iniziali (Hetényi [1946]Sulla base delle sole caratteristiche meccaniche
della matrice e delle fibre del laminato, si possatiora valutare gli spostamenti dei due sublathina
le tensioni interlaminari e, conseguentemente elacita di rilascio dell’energia potenziale totalel
sistema al crescere del'ampiezza della regionandiekta. L’'adozione di un opportuno criterio di
frattura consente quindi di ricavare il valore icat del carico trasversale e dello spostamento
dell'estremita libera del provino come funzioni ksfe del’ampiezza della zona delaminata. Tra
l'altro, cid consente, a differenza di altri modl@itesenti in letteratura, di valutare il carico“drima
delaminazione”, ovvero l'intensita del carico capati generare la nucleazione della frattura in un
provino inizialmente integro (Hwet al.[1995], Reedyet al.[1997]).

Le previsioni teoriche del modello sono state comtfate con alcuni risultati sperimentali presenti
in letteratura (Laksimet al.[1991], Zouet al.[2003]). Considerata la semplicita del modellogmsto,
I'accordo ottenuto appare sorprendente.

2. UN MODELLO PER LA DELAMINAZIONE SECONDO IL MODO |

2.1. 1l problema d’equilibrio
Il modello che si propone prevede di rappresentanerovino DCB (0 meglio, una sua meta,
considerata la simmetria del problema) come ungtedastica su supporto elastico incastrata ad un
estremo e soggetta ad un carRaall'altro estremo (fig. 2). La trave ha lunghezzamplessival,
mentre la porzione delaminata, priva del suppotéstieo, & lungaa. E conveniente introdurre il
rapporto adimensionale=a/l, cosicché le due porzioni del provino, integraedadhinata, avranno
rispettivamente lunghezze (141 e al. L’'assenza di delaminazione corrispondexasl 0.

Il valore della costante delle molle distribuiteecsthematizzano il supporto elastikpé ricavato
direttamente dal modulo di Young della matriég, tramite la relazion& =E;,,B/H, doveB ¢ la
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larghezza del provino ed ¢ il suo semispessore. In assenza di dati sultsamaé ragionevole porre
k=E, B/H, doveE, & il modulo di Young della lamina in direzionesvarsale.

, -l T al 7
Figura 2 — Il modello proposto.

Il problema d’equilibrio &€ scomposto in due sottdgemi corrispondenti ai tratti AB e BC (fig. 3).
Inoltre, nell'ipotesi di comportamento lineare,sid applicare il principio di sovrapposizione degli
effetti e risolvere il problema per il tratto AB msiderando separatamente il cafite la coppidal.

(1—a){ I | ol

Figura 3 — Scomposizione del problema d’equilibrio.

SianoE = E; il modulo di Young nella direzione longitudinalel e BH® / 12 il momento d'inerzia
del semilaminato considerato nel modello. L'equagidella linea elastica per il tratto AB ¢ allora

EMY(s)+kvs) =0, sO[o, @-a)l], @
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che ammette la soluzione generale nella forma
Va5 () = &[C, cosus) + C, sin(us)| + e**[C, cosus) + C, sin(us)], )

dove si é posto

_4/ K
11253 (3

e Cy, C,, C; e C, sono costanti d’integrazione. Secondo il metodikedmndizioni iniziali (Hetényi
[1946]), differenziando la (2), si ricavano lo sfaeento, la rotazione, il momento flettente e lado
di taglio nel punto A6=0):

Vo =V (0) =C, +C5;

o :VIAB 0 =uC,+C,-C,+C,);
(4)
My = ~Edig (0) = 2UPEI(-C, +C,);

T, =-E,; (0) = 24°EJ(C, -C, -C, - C,).

Ricavando le costanti d'integrazione dalle (4) edizaando le note relazioni tra funzioni
esponenziali e funzioni iperboliche, si pud potespressione della linea elastica (2) nella forma

1 1 1
Vag(S) =VoFy (K9 + Eﬁon (us) - E Mo Fs(H9) - ETOH(US) ) )

dove si sono introdotte le funzioni ausiliarie:
F, (9 =coshfus) cosus);

F,(us = %[cosh(us)sin(ps) + sinh(us) cos{19)];

(') :%Sinh(us)sin(ps); (6)

F,(us = %[cosh@s)sin(ps) —sinh(us) cos{19)].
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S'introducano le condizioni al bordo agli estreme/8:

v(0) =0; -EV'[1-a)l]=alP;
A) B) (7a, b)
v'(0) =0; -ENV"[(1-a)l]=-P.

Tramite le (7a) e le (4), I'espressione (5) si sifinp nella seguente

1 1
Vup(s) =——M F, (L) ————T,F, (19, 8
AB( ) HZEJ 0 3(“ ) HSEJ 0 4(“ ) ( )

la quale, differenziata e sostituita nelle (7b)inpette di ricavare le caratteristiche di sollediiaz
all'estremo A:

_ —Plu Janhld - a)d] +tan[@ - a)d] + 2aud . (9a)
° tank?[(1- a)] - tar[(L- @) 4] - 2 cosh[L- a) /] cos[lL- a)/d] ’
_ 2P E{tanh[q— a) ] - tan[@L- @) o +1 (9b)
° tant[(1-a)M] - tan’[(1- a)d] - 2 cosh[l-a)d]cos[L-a)d]
Considerando I'equilibrio del tratto di trave B@mvincolato dal letto di molle, si ricava:
=P - P hdst-cs-
Vg (9) _ES 2E] als® - C;s-Cg, SD[O, al], (10)

doveCs e Cs sono due costanti d'integrazione, le cui esprassioottengono imponendo la continuita
dello spostamento e della rotazione nella seziane B

Cs = “;—;{cosh[¢—a)u]sin[(1—a)ﬂl +sinh[@L- a) ] cos[d- a) ]} +

] (11a)
+—O_sinh[d- a)u]sin[d- @) ;
2u

C. :%sinh[a— a)d]sin[(L- a)ud] +
H (11b)

+ 42‘1’3 {cosh(L- a)u]sin[(- a)u] - sinh[QL- @) ] cos[L- @) ]}.
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Infine, si puo ricavare lo spostamento trasverdall sezione di applicazione del carico,

Ve =———a’I° ——(Cgal +C;). 12
e =070 "5 (Gl +Co) 12)

2.2. Aspetti energetici
L’ energia potenziale totalkdel sistema,

n=u-L,, (13)
e definita come la differenza treefiergia di deformazione elastidgemmmagazzinata dall'interfaccia
elastica e dalla struttura,

1-a)l 2 1-a)l 2 2 a 2 2
k M M
U - J' 1 VAB(S) dS+ J' 1 AB(S) dS+ Jl BC (S) dS (14)
2 EJ 2 BJ 02 EJ

ed il lavoro delle forze esterne,
L, =Pv.. (15)

Sostituendo nella (14) le espressioni trovate icedenza e sviluppando gli integrali indicati,
sarebbe possibile calcolare esplicitamente I'emeruttavia, per evitare lunghi e laboriosi svilupp
matematici, &€ conveniente sfruttare il Teoremaldp€yron, secondo cui il lavoro virtuale delle ®rz
esterne & uguale al doppio dell'energia di deforamezelastical. = 2U. L'energia potenziale totale
del sistema allora diventa

1 1 1
rl:ELe—Le:_ELe:—EPVC. (16)
Si definisce, inoltre, laelocita di rilascio dell'energia

__dan__1dn

- , 17
da | da A7)

dovea ¢ la lunghezza della parte delaminata. Sostitudmdd2) nella (16) e questa nella (17), dopo
alcuni passaggi qui omessi per brevita, si ricesptessione analitica della velocita di rilascio,

P (.1 si2a-a)u]+sind20-a)ul y 19)
2EJ2 2 cod(-a)u]? +costt-a) ]’
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E facile verificare che facendo il limite pkrtendente all'infinito, ovvero considerando rigiida
parte di provino non delaminata, I'espressione €li8entifica con quella riportata in letteraturer il
semplice modello a due mensole, di cui il modeftmppsto pud essere considerato un’estensione.

2.3. Crescita della delaminazione
Il criterio di crescita comunemente applicato irsto tipo di problemi afferma che la delaminazisne
propaga quando la velocita di rilascio dell’energiinge un valore critic&Gcg. Poiché nel modello,
grazie alla simmetria del problema, si & considenag¢ta struttura, € necessario moltiplicare peredue
dividere per la larghezza del provino i valori fitirdalla (18), prima di poterli confrontare coralori
riportati in letteratura. Pertanto, il criterioafiescita diventa:

2G
Gror = ? =Gcg- (19)

Si pud determinare, allora, il valore del caricorispondente alla propagazione:

G..BEJ
Poe = Hy B (20)

. 1 sin[2(L-a)/4] +sinh[2(1- a) /] '
2 cos[L-a)]? +cosh[L-a)4]?

3. APPLICAZIONE
A titolo di esempio, si considera il provino desterinel lavoro di Laksimet al. [1991] (carbonio-
epossidicacon fibre di carbonidoray T300e resinad/ICOTEXM10) avente le seguenti caratteristiche
geometriche e meccaniche:

| =100 mm, B =20 mm, H=6.6 mm,
E; = 123680 N/mr) E,= 17978.4 N/mrfy Ger = 0.419 N/mm.

Il valore dik si assume pari al rapporto fra il modulo di Youfgdel laminato e la lunghezza
caratteristica nella stessa direzione, cioé il spasisore del provin&,= B E / H = 54480 N/mm. Le
figure 4a e 4b mostrano I'andamento della veloditéilascio dell'energiaG, in funzione del carico
applicato,P, per due fissate ampiezze della zona delaminat&spondenti, rispettivamente, ad= 0.2
eda = 0.8. A titolo di confronto, le figure riportargia i valori calcolati con I'espressione (18) sia
quelli che si ottengono dal piu semplice modeltipppia mensola di letteratura,

P2a2
Glerr = E (21)

Come si puo vedere, i due valori @itendono ad avvicinarsi al crescereadicioé al diminuire
della lunghezza del tratto dotato del supportotielas
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Figura 4 — Velocita di rilascio dell’energia in finne del carico applicato.

La figura 5 mostra un confronto tra il cariPgr calcolato con la (20) e quello di letteratura,

J/GrBEJ
P =NTRETE (22)

RLETT —
al

Anche in questo caso, le previsioni dei due modetidono a coincidere al crescerexdinoltre, si
noti come il modello proposto fornisca un valom@th di Pcg anche pen = 0, a differenza dPcr e11
che tende ad infinito. In altri termini, € possibdtimare anche il carico di “prima delaminaziopet
un provino integro, sebbene la validita delle psmrii teoriche cosi ottenute necessiti di un cantfro
con prove sperimentali. Nel'esempio suddetto,¢per0, si ottiendPcgr = 1632 N.

3000 i T T T T T
7000 -
6000 |- -

5000 =

&R(N) 000 .
P_QE terr ()

3000 - .
aomE =

1000

1 1 1 i T t t 83384

B 0 01 02 03 04 05 0é 07 0z

L
Figura 5 — Carico critico in funzione dellampieziella zona delaminata.
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Le figure 6a e 6b riportano i grafici della vel@citli rilascio dell’energiaG, in funzione,
rispettivamente, del caricB ad o costante e delllampiezza di delaminazione adinogiade o a P
costante. Dai grafici si puo vedere come, al cmesdeq, il carico criticoPcr diminuisca mentre, al
crescere del carico applica®il tasso di rilascio dell’energi@ aumenti e, di conseguenza, diminuisca
il valore critico dia per il quale si prevede la propagazione dellardielazione.

1o T T T T
P=300N
S =
G
= /P=200N
L o e s L S b e
2 } =100N e
= 1 L 1 1 L 1 L
350 a ol 02 03 04 L3 a6 07 0%

b)

T T T T T T T
A
B e PR s —— 236.398 |
a8
200 71
150 D@_, . ]
100§ &
504 .
O (mm)
1 1 1 1 1 | 1 1 1 |

03 1 i3 2
Figura 7 — Confronto con Laksirat al.[1990].

Il grafico della figura 7 riassume lintera storiéh carico-deformazione di un provino DCB
sottoposto ad una prova sperimentale a spostaniepimsto, 0 = vc. Si distingue un primo tratto
pressoché lineare della curva, che va dall'origihpunto A e che rappresenta la risposta elastta d
provino ancora integro (ma provvisto di una delamiane iniziale di ampiezza,); nel punto A il
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carico attinge il valore critico per I'ampiezza delaminazione assegnata, cioé corrisponde al
raggiungimento del valore critico della velocita rilascio dell’energia; il tratto ABC della curva
rappresenta, quindi, la fase in cui la delaminazisinpropaga e il carico diminuisce fino alla coetpl
rottura. La figura mostra il confronto tra i risafitottenuti da Laksimeét al. [1990] (linea grossa) con
quelli del modello proposto (linea sottile). Sesik un’ottima corrispondenza tra le due curve.

o 60 T T T T T r T T
,’ 2 ’.. ) M
40 e S s =, ]
2 B 2 , S
3 R o
20 «  Experiment (Hashemi et al_ 1990) 201 (carbonio-epossidica) 7
————— Analytical I |
—— FE analysis
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Bisplacee it (Bi) 3 (mm)
a) b)
Figura 8 — Confronto con Zaat al.[2003] per un provino diarbonio-epossidica
= 500 — < .
. Expeniment (Hashemi et al,, 1990)
400 s Analytical 400 - i
3 T mm;ygﬁ _/ \'-\
e 0F [N :
® £ f M
= 200 £ 200} T 1
/ Tt |
100 100} ./ (carbonio-PEEK) ]
/
0 1 1 1 | f \ | { i |
: D:pmmmfm ¢ - 0 2 o - 6 10
b)

a)
Figura 9 — Confronto con Zaat al.[2003] per un provino diarbonio-PEEK

Quale ulteriore raffronto con risultati sperimentalelle figure 8ae 8b sono confrontate le
previsioni del modello proposto con i risultatiZbu et al. [2003], relativi ad un provino diarbonio-

10
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epossidicecaratterizzato dai seguenti parametri:

| =100 mm, B =15 mm, H=2mm, ag = 45 mm,
E; = 130000 N/mrfy  E,= 3500 N/mm, Ger=0.275 N/mm, k= BEy/H = 26250 N/mm.

Nelle figure 9a e 9b, invece, si riporta un confoooon un secondo caso tratto dal lavoro citato,
relativo ad un provino diarbonio-PEEKcaratterizzato da:

| =100 mm, B =15 mm, H =2.55 mm, ag = 20 mm,
E,; = 125000 N/mfy  E,= 3600 N/mm, Gcgr= 2.39 N/mm, k = BE/H = 21180 N/mm.

4. CONCLUSIONI

Nella memoria € stato presentato un modello mecoadel provino DCB, del tipo correntemente
utilizzato per determinare la resistenza a frattnrenodo | dei laminati compositi fibro-rinforzati.
modello proposto consente di prevedere l'inizia &fescita della delaminazione in condizioni sia di
carico imposto sia di spostamento controllato. dntipolare, grazie all’introduzione di un’interfaac
elastica, che tiene conto dell’elasticitd della noat & possibile calcolare la deformata del proyin
I'energia potenziale totale e la velocita di ril@sdell’energia. Nel caso limite in cui si trascsia
I'elasticita dell'interfaccia sia quella dei sublmati, le previsioni del modello coincidono con tee
del semplice modello a doppia mensola di lettegatdr cui il presente costituisce una significativa
estensione. Inoltre, il modello proposto consentecdvare i valori del carico o dello spostamento
imposto responsabili dell'innesco e del progredigda delaminazione. La soluzione analitica, ottanu
attraverso calcoli lunghi e discretamente complesai ripagato pienamente della fatica spesa per
ricavarla. Infatti, i primi confronti con dati sperentali e previsioni teoriche di altri modelli genti in
letteratura appaiono molto buoni non solo in termiralitativi ma anche quantitativi.
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