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SOMMARIO

Si espone un metodo incrementale-iterativo per tracciare i petecuilibrio di

travature reticolari elastiche spaziali, soggette a carodniservativi. Utilizzando
I'ascissa curvilinea come parametro della rappresentazione reduceéndo due vincoli
ulteriori per limitare indipendentemente l'incremento dei cariethi il modulo del
massimo spostamento nodale, risulta possibile assicurare la corpzedE metodo
anche in prossimita di eventuali punti di biforcazione, senza ridueféiciénza
computazionale. L’applicazione dell’algoritmo a casi riportati etteratura, oltre a
riprodurre i risultati noti, ha permesso di tracciare alcuni raseicondari
precedentemente incogniti.

ABSTRACT

This paper describes an incremental-iterative procedure for trd&reguilibrium paths

of elastic reticulated space trusses, subjected to conservatds. | Independent
constraints to control the load increment and the maximum nodal displacé@ané&aim
reducing the computational efficiency, have proved to be very effectipeeventing

bad convergence in the neighbourhood of bifurcation points. For some simple planar
and space trusses, the obtained numerical results matched the knowsnsolat
addition, the method was able to trace some previously unknown secondary branches.

1. INTRODUZIONE

Le strutture reticolari spaziali, quali, ad esempio, traliccupole, sono molto sensibili
alle imperfezioni geometriche. Esse possono subire grandi cambiadneiorma,
prim’ancora che le singole membrature s’instabilizzino e sottorivedlodesti dello
sforzo. La determinazione del carico critico euleriano € dunque itiente per la loro
progettazione.

Le configurazioni di equilibrio da esse assunte sotto i carisieigasiti, si ottengono
risolvendo un sistema di equazioni non-lineari, le cui soluzioni possone @sssse in
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corrispondenza coi punti di una ipersuperficie nello spazio difdensioni, formato
dalle componenti delle forze estergiges,,...s. e degli spostamenti nodalj, q,, ... .,

detta superficie d’equilibrio [1]. Nel caso di carichi variabiloporzionalmente ad un
unico parametrol, le soluzioni giacciono sui punti di una o piu curve, generalmente
regolari, che costituiscono il percorso d’equilibrio. La curva perdine € detta ramo
primario, le eventuali altre curve sono dette rami secondari.

Poiché i fenomeni d'instabilitd sono intimamente connessi con le et@pri
geometriche del percorso, ad esempio i fenomesmnappinge buckling corrispondono
rispettivamente a punti limite e punti di biforcazione, il trac@ato completo del
percorso € una condizione indispensabile per lo studio di queste strutitteezial
eccettuati alcuni casi elementari, tanto semplici quanto espluzione del sistema
non-lineare impone il ricorso a metodi numerici. A tal fine, due aicstrategie sono
attualmente disponibili: i metodi asintotico-numerici e i metodianmentali-iterativi. |
primi si basano su tecniche di perturbazione statica e forniscosoluaione come
sviluppo in serie di potenze di un parametro prescelto. | secondi, ineecebasati sul
concetto di matrice di rigidezza tangente ed utilizzano una procéduativa che
traccia il percorso punto per punto, in corrispondenza a successivi valori del paramet

In entrambi i casi, la scelta del parametro della rappregentas € un punto
cruciale; infatti, se7 coincide com o con una qualsiasi delig, q,, ... q, I'algoritmo va

sicuramente in crisi in corrispondenza dei punti limite. Cio puo ess#iz’altro evitato
utilizzando come parametro I'ascissa curvilisezd una sua approssimazione [2]. Altre
difficolta s’incontrano, inoltre, in prossimita dei punti di biforcaziated!’equilibrio,
dove salti non desiderati dell’algoritmo su rami secondari, risultano semgibijpos

In questo lavoro si fa vedere come [lintroduzione di due vincoli ulteriori
indipendenti, per limitare I'incremento dei carichi ed il modulo dehssimo
spostamento nodale, riesce ad assicurare la convergenza del metwlim gmossimita
dei punti di biforcazione, senza ridurre I'efficienza computazionakdgdritmo, nei
casi in cui é stato applicato, ha riprodotti i risultati noti edobemesso nello stesso
tempo il tracciamento di alcuni rami secondari nuovi.

2. LA RICERCA DELLE CONFIGURAZIONI D’EQUILIBRIO

Le M aste della struttura reticolare sono collegateMgiodi con delle cerniere perfette;
esse sono rettilinee e costituite da materiale elasticoimitdefiente lineare. Si assume,
inoltre, che i carichi varino proporzionalmente ad un unico parametro

Nel sistema di riferiment®, x, y, z la posizione delR-monodo € individuata dal

vettore XRZ[XR, yR,zR] , 1l suo spostamento rispetto alla posizione iniziale
T T
X 9 :[XR(O), YARS zR(O)] dal vettoreq, = X ;=X % Z[URVRWJ , mentre la forza

su di esso agente e indicata cQn :[(QR)X,(QR) w(QR ]T =rg +Sg, somma della

reazione elastica interma e del carico applicato esterge
Il sistema delle forze interne costituisce un insieme conpevyda cui energia
potenziale coincide con I'energia di deformazione elastica delltilsa W=W(q). Le
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forze esterne costituiscono anch’esse un insieme conservativo elaetgia potenziale
e indicata cotv=V(s,; q)=V(4; q). L'energia potenziale totale del sistema, risulta allora

NCEa) =W(Q)+ V(&)= 2 = 5 Ees ALl s~ Ap'a, (@)

tutte
le aste

doveEgs e il modulo di Young dell'asta che collega i n®led S, Agsl'area della sua
sezione trasversale, ritenuta costahtg” la lunghezza iniziale, ed

o = (Lee)’ ~(Les”)* _ (A5 =) (XY - 2K P +q 50 9
" 2(Lec”)’ 2(|-R<‘°))

(2)

la dilatazione assiale.

L’equilibrio della struttura si ottiene scrivendo le condizioni neage per la
stazionarieta dil(A;q) rispetto ag. In particolare, per il nodBR-mq si ottengono le tre
equazioni:

RS RS _ (0) (0)
fo(hia) = ZZ(L Tl As =00 (@s =0+ 2X =2 )]0 -

|:qqs_qR"'Xs(O)_X éO))_/]p =I &S &0,

dove la sommatoria e estesa dgaste che convergono in esso.

3. IL PERCORSO DI EQUILIBRIO

La ricerca delle successive configurazioni di equilibrio assurke stauttura al variare
di A, viene effettuata risolvendo le equazioni (3) per via numerica.drigigo che qui
si utilizza appartiene alla classe dei metodi incremernahdivi, e traccia I'intero
percorso d’equilibrio deducendo, tratto per tratto, la nuova soluzione & mirtquella
precedentemente ottenuta. L'origind=Q; q=0) costituisce il punto di partenza.
All'interno di ogni passo, il metodo iterativo usato e quello di Newton-Raphson.

Il parametro della rappresentaziopeanziché I'ascissa curvilinea, é costituito dalla
sua proiezione sulla tangente locale al percorso. La sua definidiaa in forma
implicita dall’equazione:

fo()l‘K+1);q‘K*l);/7) — /i“‘)[)l““n _ (K)] +qi<K>[q‘K*l’ _ q(K)] -n=0 (4)

che va associata all&N3quazioni d’equilibrio (3). Nella (4), il punto indica derivazione
rispetto all'ascissa curvilinea, mentre gli apici K) e (K+1) denotano due passi
incrementali consecutivi.

Uno dei maggiori difetti derivanti dall’'adozione usuale di un valastante per
incremento 7= As, e rappresentato dal fatto che se esso e troppo piccolo, lintero
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percorso risulta frazionato inutiimente in tantissimi passi arcibve non serve;
viceversa, se é grande, I'algoritmo va facilmente in cristnaéti a forte curvatura. Per
tale motivo, in questo lavoro, I'incremento dell’ascissa curvilinestato fatto variare
proporzionalmente al modulo del raggio di curvatura principale noto. Eatlice
strategia ha permesso di adattare il procedimento risolutivo@t@lessita della curva,
riducendo il numero delle iterazioni necessarie in ciascun passgglieramndo in modo
sensibile 'accuratezza del tracciamento. Essa, tuttavia, nogrado di impedire che
fra due passi consecutivi la singola coordinata lagrangiwnag@ialcuna delle, g, ...

q,) possa subire incrementi improvvisi, come spesso si verifica. Cisubgerito

'opportunita di introdurre due ulteriori controlli indipendenti sull'increrwe dei
carichi e sul modulo del massimo spostamento nodale, vincoli che cusftitaidelle
guide mobili lungo tutto il percorso. In particolare, g e - sono i vettori
spostamento del nod®-moin due passi consecutivi, s'impongono i seguenti vincoli:

0r =[P -0, - d?=[ng [ - d2<0, R=12..N  (5)
dove i valoridg sono delle costanti assegnate.
La ricerca delle configurazioni di equilibrio al variareAjiviene ricondotta, tratto
per tratto, a quella dei punti di stazionarieta di (1), sotto i vin@gblie (5). Tale
problema e stato risolto col metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

4. APPLICAZIONI

Per la struttura reticolare mostrata in Figura la (struttuxéon Mises), la soluzione in
forma chiusa delle (3), & data, per il ramo primario, dalla seguente espeessi

u=0
A= 1 EA wiw-h(w-21. (6)
L P (L)

Figura 1: a) Travatura di Von Mises - b) Ramo prima ramo secondario
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Perh>+/2b, esistono soluzioni reali,# 0, fornite dai punti dell’ellisse (Figura 1b)

w+(w-h?=K-21

= _ii bZ(W— h)

P, (LO)

(7)

che costituisce il ramo secondario. Esso interseca quello primario nei puntia e c
Per la travatura della Figura 2a, la soluzione in forma chiusa delle (g risul

[ - hT w -3y +(2h* - ) w y R

w=h¥ Y o
_H,+H u (U-3uu+(2h*-H)w yh

A= 12 132 _ 2

A= (hy Uo)uo_u\/ U

dove si é posto

— E12 A12 — E13A13
heT e Ty ©)
— H12X2 + H1§(3 I,b2 - H12X22 + H13X32 ] (10)
HlZ + Hl3 HlZ + Hl3

La presenza d’'un ramo secondario, costituito ancora da una curva chiuse nom
interseca piu il ramo primario (Figura 2b), si rileva per valori delkakedel traliccio

h2 , =R W (- 4 + 21 - 347 (11)

Ei2 Ase h Ei3Aqs

Figura 2: a) Travatura non simmetrica - b) Rammprio e ramo secondario

Infine, & stata considerata la cupola reticolare a 13 nodi (FRjugia ampiamente
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trattata in letteratura [3] per via numerica. Anche in questo ¢afgoritmo ha
riprodotto i risultati noti. E stato inoltre tracciato un ramo secoodeostituito da una
curva chiusa, che interseca il ramo primario nei due punti E ed M (Figure 4a e 4b).
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Figura 4: a) Ramo primario - b) Ramo secondario
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