CAPITOLO 1
SISTEMI LINEARI

1.1. Richiami .

Si consideri la matrice quadrata

A=(a4)i=1,2, ... ,n -
j=1,2, .. .n

Def. Si chiama determinante della matrice A, e si indica con detA o Al il

numero

2 (-t 81g(1) 22,0 (2) - dng (n) >

dove ¢ & una permutazione di I, = {1, 2, ... ,1}, h & il numero delle inversioni
in ¢ e la sommatoria & estesa a tutte le possibili permutazioni di I,.

Regola pratica di Sarrus. Se n =3, detA si pud determinare nel seguente
modo: scritte alla destra di A le prime due colnnne, si moltiplicano gli elementi
della diagonale principale, quelli delle due parallele, quelli della diagonale seconda-
ria, quelli delle due parallele e si esegue la somma dei sei termini trovati cambian-

- do segno agli ultimi tre.

Def. Si chiama aggiunto dell’elemento ay, e si indica con A, il numero

7 (__1)1'4'3 MIS H

dove M, & 11 determinante della matrice che si ottiene sopprlmendo in A la rma ’

riga e la s™? colonna.
I° teorema di Laplace. Il determinante di una matrice si ottiene sommando

i prodotti degli elementi di una linea per i rispettivi aggiunti.




Si consideri la matrice

A=(Q@ijli=12, .. .n .
j:112, vee M

Def. Si chiama minore di A di ordine r il determinante di una matrice di or-

dine r ottenuto sopprimendo in A n—r righe e m~r colonne.
Def. Si chiama caratteristica di A il numero che indica Pordine massimo det

minori non tutti nulli,
- Teorema di Kronecker. Individuato in A un minore M # 0 di ordine r, la ca-
ratteristica di A & r se sono nulli tutti i minori di ordine r+1 che contengono M.

Si consideri il sistemna

AX =R
.eon
Xy b,
— i X2 _§ b2
A_(al_])l"_“l,z, , E X— . ) B_._ .
i=1,2,....m ‘
Xm by

Regola pratica di Kramer. Se n=m e detA # 0, il sistema & determinato ¢
la sua soluzione & la nPl2 '

bl 812 """ aln 211] ..... aln.....l bl
X, = bﬂ an2 """ ann X a]n ..... ann -1 bn
1 — " j ‘ 3 srveeieses s =
detA ! detA

Teorema di Rouche-Capelli, Condizione necessaria e sufficiente affinché il sj-
stema AX =B sia possibile & che la caratteristica rj della matrice A sia uguale alla
caratteristica r, della matrice ottenuta aggiungendo alla matrice A la colonna B. .

Metodo di Gauss. Il sistema AX = B, mediante opportune combinazioni linda- _
ri delle sue equazioni, & ricondotto ad un sistema equivalente A'X =B con

f l‘l' !
dr1 81 ey
’_...
A= 0 daa e dam
!
0 0 dnm




A.7 - Stazionarieta di una funzione di n variabili

I problemi discussi nei paragrafi precedenti si semplificano nel caso che s1
cerchi la stazionarietd di una funzione di n variabili

F=F(x), (i=1,..,n) A.7.1)
Definita la variazione prima di T nella forma
oF '
§F= — 8x (A.7.2)

diremo in analogia con la (A.4.2) che la funzione F ¢ staztonaria in un punto

P se risulta

oF
6F= — 6x;=0 (A.7.3)

Xi
Stante l'arbitrarieta delle §x;, dalla (A.7.3) segue che

condizione necessaria ¢ sufficiente affinché una funzione F di n variabili ab-
bia un valore stazionario in un punto P, é che le n derwvate parzialy di F
rispetto a tutte le n variabili siano nulle nel punto P, ossia
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aF ‘

—=0, (i=1,..,n) (A.7.4)

Oxi
Se le variabili della funzione F(x;) di cui si vuol cercare la stazionarieta non so-
no libere, ma soggette a soddisfare le m equazioni

§(xi)=0, (i=1,..,1; j=1,..,m) (A.7.5)

con m < n, allora si possono eliminare dalle (A.7.5) m delle x;, ad esempio le ul-
time, esprlmendole in funzione delle rimanenti n-m e sostituendole nella (A.7. 1)
che diventa una funzione di n-m variabili libere. Pertanto per la stazionarieta scri-
veremo ancora le {A.7.4) ove i varia da 1 a n-m. E’ tuttavia possibile procedere in
modo del tutto differente mediante il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

Scritte le variazioni delle (A.7.5)

of;
6% =0 (A.7.6)

aX1
la condizione di stazionarieta (A.7.3) continua ad essere verificata se ad essa ag-
giungiamo le m equazioni (A.7.6) moltiplicate per m fattori indeterminati Ay

funzioni delle variabili x;
oF of; R
(— + A ———) 5x; =0 (A.7.7)
9%; 0%
Facendo uso delle (A.7.6) possiamo ora climinare m delle 8x;, ad esempio le ul-
time. Si pud pervenire allo stesso risultato scegliendo i Aj in modo che risulti

A ;. —— =0, i=n —m s aeey 113 =1, ..,m A
OXi ! Oxj : ( )

Le rimanenti variazioni §x; risultano indipendenti e cio, tenendo conto delle
(A.7.8), conduce alla conclusione che le (A.7.7) risultano soddisfatte se risulta

5F; =

aF afj ‘ ‘
—— 4 )\j-"— =0, (1:1,...,11; j:l,...,m) (A,7,9)
0% T 9Xj ,

Dalle (A.7.9) emerge che i coefficienti di ciascun 6x; si annullano come se tutte
le variabili x; fossero variabili libere. Le (A.7.9), insieme alle {A.7.5), costituisco-
no un sistema di n + m equazioni nelle n + m incognite xj, Aj e pertanto il pro-
blema di stazionarieta vincolato ¢ risolto.

Il procedimento fin qui svolto pud essere visto in termini pitt generali. In-




calcoliamo la stazionarieta della F*rispetto a x; e Aj considerate tutte come va-
riabili libere. Si ha

OF df;
SF*=8F + N 865 + fj &)\ :(é.;_ + N 5~l-) Oxi + 6N =0 ¥oxi, &)
i Xy

(A.7.11)

da cui discendono le n equazioni (A.7.9) e le m equazioni (A.7.5).




CAPITOLO I

DERIVATE E DIFFERENZIALI DELLE FUNZIONI
DI PIU' VARIABILI

2.1 - Richiami sulle derivate parziali

Sia u = f (x, y) una funzione definita in un insieme aperto A di R?,

Fissato un punto Py = (x,, ¥,) di A, esiste un intorno I di P, ad esempio
rettangolare di semidimensioni h ¢ k, tutto contenuto in A.

Pertanto la funzione f (x, y,,) della sola x & definita almeno nell’interval-
lo aperto ] x, - h, x; +h [. Se f(x, y,) & derivabile per X =X, la sua derivata per

x=x. si dice derivata parziale (prima)di f (x, y)rispettoa X nel punto P,e

0
f (x, y) si dice parzialmente derivabile rispetto a X nel punto P

La derivata parziale di f (x, y) rispetto a x nel punto P, sara indicata con

uno dei simboli

of
(e o ODu.yy o (5)
voe (Xu¥,y)
o, talvolta, con 9 f(x,, ¥
: ox 070
Quindi
‘ f(x, yo) "f(x(} yo)
]?)4(7’(0,3/0)3Kl_l)n;(l X=X,

0

o, designando con Ax un incremento della variabile x tale che
X+ %y e A,

. f(xo‘ + Ax, yo) - f(x()a YO)
fx(Xg,y o) = lim A ,

AX — 0

supposto che il limite a secondo membro esista finito.

Se f(x,y) € derivabile parzialmente rispetto a X in ogni punto
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P=(x,y) e A, la suaderivata rispetto a x € una funzione di x, y definita in A
detta derivata parziale ( prima) di f(x,y) rispettoa x in A ed indicata, oltre che

con i simboli

of d
f(xy) fe Dt E 5% (% y)
anche con gli altri
u, . D, u , %

Si dira allora che f (x, y) & parzialmente derivabile rispetto a x in A.

Analogamente, la funzione f(xo, y) della sola y & definita almeno nell’in-
tervallo aperto ] Yo~k ¥, + kL. Se f(x, y) & derivabile per y = Y, 1 sua deri-
vataper y =y, si dicederivaia parziale (prima) di f(x,y) rispetto ay nel
punto P, e f(x,y) si dice parzialmente derivabile rispetto a 'y nel punto P,

La derivata parziale di f (x, y) rispetto a y nel punto P, sard indicata con
uno dei simboli

: of
fy(X g ¥ o) , (Dyf)(xo,yo) ’ (b?)

(xo.yo)

on O
0, talvolta, con oy f(x oYo)

Quindi

£ ( ) I f(XO,Y)“f(XO,YO)
) Xn,y = 1um _ ) s
Y o 0 y oy, Y }’0

0, designando con y wun incremento arbitrario della variabile y tale che
(XO, Yo +4&y) e A,

f (X,,v,) = lim ,
Yoo Ay =0 Ay

supposto che il limite a secondo membro esista finito.

Se f(x, y) & derivabile parzialmente rispetto a y in ogni punto P =(x, y)
di A, la sua derivata parziale rispetto a y € una funzione di x, y definita in A det-
ta derivata parziale (prima) di f (x, y) rispettoa y in A ed indicata, oltre che

con i simboli
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of d
fy(xi y) ? fy ? Dyf ’ ay b ay f(x’ y) ?
anche con gli altri
du
uy ) Dyu s "é';

Si dice allora che f (x, y) € parzialmente derivabile rispetto a 'y in A.

In pratica, la derivata parziale di f (x, y) rispetto a x [y} si calcola appli-
cando le note regole di derivazione delle funzioni di una variabile e rignardan-
do y [x] come costante.

Si badi perd che la derivabilita parziale di f (x, y) rispetto ad una od en-
trambe le variabili x e y non implica la sua continuita, diversamente da quan-
to avviene per le funzioni di una variabile.

Se fx (X, y) & a sua volta derivabile parzialmente rispetto a x [a y], la sua
derivata parziale rispetto a x [a y] st dice derivata parziale seconda di f (x,y)
rispetto a X due volte |a x e a y] e sara indicata con

2 2
fax(x,y) » fxwx o Dxxf aa? f(x,y) , —g—;(—éf;

| 9% o f
|:fxy(x’y) . fxy y nyf , ayax f(X’ Y) s ayax:l .

Analogamente, se fy ¢ a sua volta derivabile parzialmente rispetto a x {a
y] la sua derivata parziale rispetto a x [a y] si dice derivata parziale seconda

rispetto a y e a x [a vy due volte ] e sard indicata con

52 9%t
fx&xy) £, Dyt Iy fx,y) 39y
9* %t

Le derivate f e fyy si dicono derivate parziali seconde pure, mentre le
derivate fXy e fyx si dicono derivate parziali seconde miste.

Si dimostra il {[v. A M.II, n. 2.1]
TEOREMA 2.1.1 (di Schwarz) - Se la funzione f (x,y) é dotata in A di deri-
vate parziali prime e seconde miste, quest’ ultime sono uguali in ogni pun-

to P, E(xo, yo) di A in cui Sono continue.
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In generale, le derivate parziali prime delle derivate parziali (n - 1)-me
di f (x, y) si dicono derivate parziali n-me 0 di ordine n.

Se f (x, y) & dotata di derivate parziali fino a quella di ordine n continue,
per il teorema di Schwarz si possono invertire le due ultime derivazioni ¢ per-
cid due qualsiasi derivazioni successive. In tale ipotesi, la derivata parzia-
le n-ma dif (x, y) rispetto a x p volte e rispetto a y ¢ volte, si indica con

n n
0 d f
foqxy) » f , f(x,y) , (p+q=n)
xpyq xpyq axpayq axpayq

Se f(x,y) & dotdta in A di derivate parziali prime, in ogni punto

P = (x,y) di A sipud considerare il vettore avente origine in P e componen-

ti cartesiane f, e fy. Questo vettore si dice gradiente della funzione f (x,y) nel

punto P e siindica con
(gradf)

Spesso si omette il punto P e si scrive semplicemente gradf.

Il quadrato dell’intensita del gradiente di f, ciot la quantita
£f24 £2
X y

si dice parametro differenziale primo o delta uno di f e si indica con 4, f.
Se f (x, y) & dotata in A di derivate parziali seconde pure, la somma
2 2
o f + o f
ax2  oy?
si dice laplaciano o paramerro differenziale secondo o delta due di f e si in-
dica con 4, f.
> - ~ . . .
D’altra parte, se v & un vettore di componenti cartesiane XeY,fun-
zioni definite in A e parzialmente derivabili la prima rispetto a x € la seconda

rispetto a y, I’espressione _
oX , dY
—_ - + —
ox 9y

si chtama divergenza del vettore v e si indica con

e e G i

S
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div vV
Ne segue che
4,f = divgradf.

ok
Siaorau=f (xl, Xoy venens xn) una funzione definita in un insieme aperto
A diR" e sia P, = (x°), X%, «.r, X° ) un punto di A.

Consideriamo la funzione della sola variabile X!
f(x°1,

Se questa & derivabile per x, = x ., la sua derivata per x, = x°, si dice de-

) SOV , x°i_1, X X% oy e , X

oo+’ n’

rivata parziale (prima) di f(x,, x,, ....., xn) rispetto alla variabile X, nel pun-

to P0 e sard indicata con uno dei simboli

of d - o o o
G, (P (DyDp (ax. LB X% e X%)
1 1
PO
In altri termini
o o o o _ o] o o 4] o
_ {C SRS SETETR ITE SFINTRIFRE S Rt L e O SPIIFS SNTE S  SFTETRIIER n)
f, (P)= lim 5
i X - x° X —X"
i i 1 1
o, designando con Ax, un incremento arbitrario di x, tale che il punto
L] o < Lo .O
(x 1> o X0 X0 T AX, X i+1,...,xn) e A,
5 [ o o] o} o} _— o] s o] ol
. f(x P X i_],xi-i-Axi,le,...,xn) f(x P XS X% X% X
f, (P)= lim
; A =0 : Ax.

supposto che il limite a secondo membro esista finito.

Analogamente al caso delle funzioni di due variabili, si definiscono le de-
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rivate parziali di ordine superiore al primo della funzione f (x;, X,, «.rs X_).
11 teorema di Schwarz si estende. Pertanto se f (xl, Xy ceeens X ) ¢ dotata di

derivate parziali continue fino a quelle di ordine k, la derivata parziale prima

di f(xl, Xy wovees xn) rispetto a X k, volte,ax, k, volte, ..., ax_k_volte, si puo

indicare con uno del simboli

f xlkl x2k2 ..... xnkn (Xl’ XZ’ """ ? xn)’ f xlkl x2k2 xnkn :
ak
) f (xl, L SR xn) ,
ax 1 a2 . ax
n
okt
, (k1+k2+ ..... +k =k)

Analogamente al caso delle funzioni di due variabili, st definiscono il

gradiente, il parametro differenziale primo ed il parametro differenziale secon-

do della funzione f.

OSSERVAZIONE 2.1.1 - Sin qui abbiamo considerato funzioni definite in un

insieme aperto A. Consideriamo ora una funzione f definita in un dominio T

e sia P, un punto della frontiera 9T di T. In questo caso, la derivata parziale pri-

ma di f rispetto a x, nel punto P, & definita come limite (supposto esistente e fi-

nito) di f, (P) per P tendente a P, essendo P un punto interno a T.
1

3

Analogamente per le derivate parziali di ordine superiore.




Now: ©
Uanid DD

D,y . —_
SURTIO T

3.7 - Richiami sui massimi e minimi per le funzioni di pia variabili

Sia f(P) = f(xl, Xos oees xn) una funzione definita in un insieme aperto A
di R™,

@puntoP = (x° 12.X% 0, X° ) di A sidice punro dl masszmo [di mi-

—m_u__L T el BTV T S

mmo] relativo per f(P) in A se esiste un mtorno diP, tale che > per ogni pun—

toP= (x;, X, .... X ) dLA in esso contenuto si abbia
(3.7.1) f(P) <« f(P o [lf(P)'> f(P )i

Si suole anche dire che f(P) ha in P, un massimo {minimo) relativo.
Se nella prima [seconda] della (3.7.1) siha I’'uguaglianza solo quando P = P,
P, si dice punto di massimo [di minimo] relativo forte o proprio.

Sussistono i teoremi seguenti [v, A. M. II, n. 3.5].

kTEOREMA 3.7.1 - Se 1(P) ¢ una funzione continua con le sue derivate par-

*zzalz primee seconde in A, condizione gecessaria-affinché £(P) abbia nel pun-

to B, di A un massimo [minimo]-relativo e che le derivate parziali prime di

f(P) in P, siano tutte nulle e la forma quadratica

n

DA, Ay A= D Myt B ()

i,j=1 J

sia semidefinita negativa [positiva].
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TEOREMA 3.7.2 - Se (P) ¢ una funzione continua con le sue derivate parzia-

g it e S i 3

li prime e seconde in A, condizione syfficiente affinché_f(P) abbia nel punto
P, di A unmassimo [minimo] relativo_proprio € che le derivate parziali pri-

me di f(P).in P, siano tutte nulle ¢ la forma quadratica ® (A, Ay, ..., N ) Sid.

definita negativa [positiva].

Le condizioni affinché la forma quadratica ® (A, A, ..., A, ).sia semide-

finita [definita] si ottengono considerando i determinanti

fo x @) fx x (Pp) - fi x (B)

£ Py frx By o f_x (P
Mr(Po)z 271 272 2'r

fo x B) fx x BQ o fx x Bo

Si dimostra che affinché la forma @ (A, Ay ooy A ) sl semidefinita po-
sitiva [negativa] occorre € basta che i determinanti Mr(PO)’ (r=1, 2, ..., n), sia-
no tutti =0 [alternativamente <0 e 20], laddove sostituendo i segni=0 e<0
rispettivamente con > ¢ < si ha la condizione necessaria e sufficiente affinché
la forma ¢ (ll, 7‘2’ ey ?Ln)' sia definita positiva [negatival.

1 determinante H(P ) = M_ (P,) si chiama Uhessiano della funzione f nel
punto PO. ’

In particolare, affinché una funzione f(x,y) continua con le sue derivate
parziali prime e seconde in un insieme aperto A del piano xy abbia in un pun-

to (xO, 37“0) di A un massimo-[minimo] relativo occorre che

fx (x(y }’0) = fy (xg, yo) = 0

. fxx(?“().f}’()) fxy (x(},yg)

laddove affinché f(x,y) abbia in (x, yO) un massimo [minimo] relativo proprio

basta che
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fx (XO’ yO) = fy (X(): yO) =0

fXX(XO’ yO) fxy(x07 yo)

fxx(xo, y0)<0 [>0] , >0

Ly o ve) L, ¥

OSSERVAZIONE 3.7.1 - Se f & definita in un insieme I di R", le definizioni da-

te continuano a valere ma i teoremi valgono solo per i punti P,internia L O

OSSERVAZIONE 3.7.2 - I massimi e minimi relativi di f(P} al variare comun-
que di P in A si dicono fiberi per distinguerli da quelli vincolati che conside-

reremo in seguito. [

ARk

Sia ora f(P) una funzione continua in un insieme chiuso e limitato T di

R™ In virth del teorema di Weierstrass, f(P) ha minimo m ¢ massimo M asso-

Ayt in'T, cioé esistono in T almeno due punti _15 e P tali che, dettime M I’e-

stremo inferiore e superiore di f(P) in T, si ha
f(P)=m : £(P) =M

I punti di massimo e di minimo assoluto vanno ricercati fra:

a) i punti interni a T in cui f(P) ha‘_gl‘g_l_jyate parziali prime tutte nulle;

b) i punti interni a T in cui f(P),non.¢ derivabile parzialmente rispetto a_tutte le

I A TR S

variabili da cui dipende;

¢) 1 punti della frontiera di T,

Trovaii tali punti, si calcolano i valori di f(P) inessi, Se P &uno dei pun-

in cui £(P) assume il valore pidi piccolo e P_¢ uno dei punti in cui £(P) assu-

‘e il valore,pit grande,. si ha

f(P)=m e £(P) =M
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La regola precedente pud applicarsi anche quando T non ¢ necessaria-

mente chiuso e limitato e f(P) non é necessariamente continua. In tal caso, poi-




