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Cap. 4. — Il Moto Potenziale

INTRODUZIONE: IL PROBLEMA GENERALE DEL MOTO DI UN F LUIDO
INCOMPRIMIBILE NEWTONIANO

Come gia accennato diverse volte, il problema detondi un fluido incomprimibile e

newtoniano puo essere formulato in termini delleazipni di continuita e di Navier-StoKes
divv=0

(4.2)

p% =-gradp+uD*v+p f'

ovvero, espandendo la derivata materiale
divv=0
ov

P~ = ~PYLgrady- gradp+y D?v+p f

(4.2)

La seconda delle (4.2), con i suoi quattro terraisiecondo membro, ci dice che il moto del
fluido e determinato da 1) le forze di inerzia,i Zadientidi pressione (e non, si noti bene,
un valore costante della pressione), 3) le azi@tiose, 4) le forze di massa.

Come gia accennato nei capitoli precedenti, il |gnola in questa forma & ben posto in termini
matematici: abbiamo infatti 5 incognite, ovverdre componenti della velocita, la pressione,
e la densita, e cinque equazioni, ovvero le (4.2fequazione costitutiva del fluido
incomprimibile = cost). Nonostante questo, un metodo generaeldzione a tutt’oggi non
esiste, e neppure un teorema generale di esiseghzaicita della soluzione. In sostanza, il
problema costituito dalle (4.2) rimane tuttora ute problemi piu formidabili della fisica, e
la soluzione é stata trovata solo in alcuni casiiqgdari. Una ulteriore difficolta € introdotta
dall'insorgenza del moto turbolento.

Le difficolta nascono soprattutto dalla presenzardtermine di secondo ording [1%v ) e di
una non linearita@v [gradv ). Pertanto € naturale pensare ad un approccioliieatp in

cui una di queste due difficolta venga rimossa.

Consideriamo, senza perdere eccessivamente inajiggnenn moto stazionario in assenza di
forze di massa. Anticipiamo un risultato che vesté@nuto nel Cap.5, dove vedremo che e
possibile riformulare le equazioni di Navier-Stoke$orma adimensionale come

Vv [gradv =- gradp +RieD2_\*/ 4.3)

doveReé un gruppo adimensionale dettamero di Reynolded & dato da
pU L
M

e U ed L sono la velocitd e la lunghezza caratteristichke sisema prese a riferimento
nell’adimensionalizzazione. E’ evidente che, dabt@ c¢utti i termini adimensionali hanno
I'ordine di grandezza dell'unita, a basso numer&edynolds prevarra I'influenza del termine

Re= (4.4)

! ¢i limitiamo a considerare il problema meccaniaggiunta dell'equazione dell'energia comporterelamche
I'aggiunta di una nuova variabile, appunto I'enariterna del fluido.
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Cap. 4. — Il Moto Potenziale

viscoso , mentre ad alRe esso sara trascurabile rispetto al termine inkerz&i hanno cosi
due casi semplificati che seguono: creeping flawoéo non viscoso.

Creeping flow
In questo caso si suppone che il moto del fluidossifficientemente lento da poter trascurare
il termine di inerziap v [gradv , e conseguentemente la non linearita, ottenendo

divv=0
av (4.5)

=—gradp+ud?v+p f'
S = -gradp+ulv+p f

p
il corrispondente moto viene detto in inglegeeping flow(che letteralmente suona piu o
meno comdlusso striscianteed alcune soluzioni sono state ricavate, a padalla celebre
soluzione di Stokes per il moto di una sfera rigidanersa in un fluido. Alcuni esempi di tale
tipo di moto verranno illustrati nel capitolo 6.d6strova applicazione principalmente nei
problemi di sedimentazione e lubrificazione. Ureritire contributo in questo ambito é stato
dato da Oosen, che ha reintrodotto il termine latgmella forma linearizzatpU,, [gradv ,

dovel ¢ la velocita (costante) a sufficiente distanzamaorpo immerso.

Moto non viscoso

In questo caso consideriamo un fluido ideale caeosita nulla (detto anche talvolta fluido

Euleriano). Si ottengono cosi le cosiddettiazioni di Eulerpgia introdotte nel Cap.3
divv=0

(4.6)

p% =-pyv[gradv- gradp+p f

le quali tuttavia presentano ancora il termine ioeare.

In taluni casi, in particolare se il moto e stazpo e le forze di massa conservative, e
possibile, una volta trovato il campo di velocitall@quazione di continuita, derivare |l
campo di pressione dall’equazione di Bernoulli, cduegne e noto (v. Cap.3) puo essere
ottenuta elaborando I'equazione di bilancio dellargita di moto

grac{v—;+tp+gpj:\_/><§ 4.7)

nella quale il valore della costante € tale lunga linea di flusso o di vorticita, ma varia in
generale tra una linea e I'altra.

P. Di Marco - Appunti ed Esercizi di Termofluidodinica Applicata 4-3



Cap. 4. — Il Moto Potenziale

MOTO POTENZIALE

Caratteristiche del moto potenziale

Alla formulazione (4.6) si puo arrivare anche supgalo il campo di velocita irrotazionale,
ovvero supponendo che la vortic@asia nulla. Infatti, nel caso di moto incompriméiki ha
la seguente identita

0% v = rot(rotv)=rotg (4.8)

Per cui, in caso di vorticita nulla, il termine &is0 si annulla non perché le tensioni viscose
sono nulle, ma in quanto esse sandoequilibratesulla particella fluida, come vedremo
meglio in seguito.

Il fatto che la vorticita sia nulla ha una seconagportante implicazione: dal teorema di
Stokes (v. Cap.1) si ricava infatti che un campatéizionale € conservativo, e quindi ammette
potenziale; per cui & possibile scrivere

rotv=0 = v=gradp (4.9)

Dove la funzionep & appunto il potenziale della veloéit&ostituendo nella equazione di
continuita si ottiene

divv=div(grad)=0%= 0 (4.10)

Essa va completata con le condizioni al contormw;yma parete solida di normaieche si
muove con velocita

nly,=nly= nigradd (4.11)
che, ovviamente, si riducerdgradd = C per una parete fissa.

Non & invece necessario (né possibile dal punto di vista matematico®) annullare la
componente tangenziale della velocita relativa alla parete: in altre parole il fluido, essendo
non viscoso, ¢ libero di “scivolare” lungo la parete stessa.

La (4.10) e una delle equazioni piu celebri delhich matematica ed e detta equazione di
Laplace. La tab.1 dell’ App. 1.2 riporta la suarespione esplicita in coordinate cilindriche e
sferiche. Essa regola una varieta di fenomeni réiffe, come ad esempio I'andamento del
campo elettrostatico nei dielettrici, quello di fnatura in un conduttore termico, la
deflessione di una membrana elastica sotto calocetato di tensione nella sezione di una
trave sottoposta a torsione, etc. Essa e stataiqusolta associata ad una enorme varieta di
condizioni al contorno. Inoltre, la equazione diplece elineare e questo come € noto
implica che date due soluzioni dell’equazione, @ha loro combinazione lineare soddisfa
all'equazione stessa: la soluzione di un determimqabblema pud essere quindi ottenuta
anche per combinazione lineare di soluzioni note.

Zil simbolo¢ & stato in precedenza utilizzato anche per lapdis®ne viscosa.

% Infatti il carattere delle equazioni non ci corteedi aggiungere una ulteriore condizione al camioPer
imporre che la velocita tangenziale sia nulla gllaete (la cosiddetta condizione mlb-slip) € necessario
manenere il termine viscoso del secondo ordine megjlazioni di N-S.
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Il problema costituito dalla (4.10) e in aggiunta dalla (4.9) e formalmente analogo a quello di
determinare un campo elettrostatico in assenza di cariche libere in un mezzo di permittivita
dielettrica costante: in tale ambito, il potenziale ¢ & ovviamente I'analogo del potenziale
elettrico V, mentre il campo di velocita v € l'analogo del campo elettrico, E. La stessa
analogia vale per le superfici isopotenziali e per le linee di flusso (linee di forza). Tuttavia le
condizioni al contorno che si danno per un campo elettrico sono in genere diverse da quelle
che diamo per il campo di velocita: ad esempio, in elettrostatica la superficie di conduttore e
isopotenziale, mentre in fluidodinamica la superficie di un solido & una superficie di flusso.
La stessa equazione € un caso particolare dellequazione di Fourier, e regola il campo
stazionario di temperatura all'interno di un solido in assenza di sorgenti termiche: in tal caso
le linee isopotenziali corrispondono alle isoterme e le linee di flusso indicano la direzione di
propagazione del calore.

Se le forze di massa applicate al sistema sonaeoats/e ed il moto € stazionario, una volta
trovato il campo di velocit¥ nel fluido risolvendo la (4.10) con opportune carahi al
contorno, non e necessario risolvere le equazioMNavier-Stokes per trovare il campo di
pressione: infatti in questo caso, essendo il mowmtazionale, il valore della costante
dell’equazione di Bernoulli (4.7) € il medesimotirto il fluido (v. Cap.3), ed € quindi e
sufficiente conoscere il suo valore in un unicotpyrer poter determinare la pressione in ogni
punto del campo di moto. Sotto certe limitazioai,elquazione di Bernoulli mantiene la sua
validita anche per un fluido viscoso, come mostnatapp. 4-1.

Ai nostri fini, le dizioni “moto potenziale” e “moto irrotazionale” sono nel seguito equivalenti.

Come accennato gia in precedenza, nel moto visawetazionale le tensioni viscose
mantengonan generaleun valore non nullo, che, limitandoci al moto ingarimibile, puo
essere espresso in funzione del potengialeme

_on 1[0y v, 9%
T =2ud =2us| -+ (= u—— 4.12
i =2Hd, “2(ax. ax] Haxax (4.12)

J

ovvero, in forma tensoriale
T=2p D=2y grad (grach (4.13)

Ne segue chin generaleanche la dissipazione visc8sael moto irrotazionale di un fluido
viscoso, non é nulla, ma vale

o= [ oTav=anff| pioov-a[[ 5, [ ;28| o wse

Tensioni viscose e relativa dissipazione quindirsiullano rigorosamente solo nel caso di un
fluido ideale, per il quale la viscosita e nullautfBvia, come meglio precisato in App.4-1,
questo non influenza il moto, in quanto le tensidacose si autoequilibrano e la dissipazione
viscosa diventa meno rilevante alllaumentare deheno di Reynolds, per cui € ininfluente
nella maggior parte dei casi. Anche I'equazioneBérnoulli conserva la sua validita,

“indicata nel presente capitolo c@d, per non confonderla con il potenzigle
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limitatamente al calcolo della pressione idrostati@d essa va successivamente aggiunta la
eventuale componente deviatorica della tensionealer.

E’ opportuno soffermarsi ancora su alcune caratiehie qualitative del moto potenziale: la
forma della Eq.(4.10), che lo governa, ci mostr& duesto tipo di moto @ominato
unicamente dalla geometri¢a densita ed il tempo infatti non vi compaiofianoto dipende
dungue unicamente dalla posizione dei confini dhsigmpongono: se essi variano, essendo
la (4.10) un’equazione di tipo ellittico, I'effetiella variazione si risente istantaneamente in
tutto il flusso sia a monte che a valle, sia puuramente con intensita decrescente con la
distanza dal punto della variazione. Inoltre il pandi velocita del moto potenziale, anche
quando non é stazionario, non ha memoria del passavero la storia precedente non
influenza il moto in un determinato istante: nonsono effetti di “immagazzinamento” a
causa dell'assenza delle derivate temporali. Tqiesto non vale per il campo di pressione,
che e determinato a partire da quello di velocdinite I'equazione di Bernoulli o di N-S, ed

e invece influenzato dai valori della densita e2btdmpo.

Condizioni di esistenza del moto potenziale

Una volta illustrata la relativa semplicita con supuo risolvere il moto potenziale, rimane da
stabilire se questa condizione e rilevante dal @uintvista pratico. Perché la condizione di
moto irrotazionale si verifichi, non € strettamengxessario che la viscosita del fluido sia
nulla: ad esempio un moto uniforme €& senz’altrotéizionale. L'equazione di vorticita,
introdotta nel Cap.3, ci mostra (sia pure in modo gualitativo) che la viscosita del fluido
(unita ad un gradiente di velocita) e la principedeisa dell’insorgenza di vorticita nel moto.
Una serie di teoremi, tra cui quello di Lagrangguello di Kelvin, illustrati ad esempio nel
Cap.6 del Batchelor, assicurano piu rigorosameneun motancomprimibileinizialmente
irrotazionale permane di tale natura, indipendeetém dal fatto che il fluido sia viscoso o
meno, e la vorticita non puo essere generata alirgecno, ma solo esservi introdotta per
diffusione dalle pareti o per I'azione di forze anibnali. Proseguendo quindi nell’esempio
precedente, in un fluido in moto uniforme la vatéicinsorge quando esso incontra un
ostacolo, a causa degli effetti viscosi alla parete

Come vedremo meglio in seguito nel Cap.6, quandwihero di ReynoldsRe € alto gli
effetti viscosi sono comunque confinati in un detstrato di fluido a contatto del corpo, detto
strato limite mentre al di fuori di esso il moto si mantien@tazionale: questo rende il moto
potenziale di interesse pratico in humerose appbod specialmente per i moti esterni. Il
modello moto potenziale - strato limite cade irettd quanddree basso o al momento in cui
lo strato limite sidistaccadalla superficie corpo, formando us@a detta scia costituisce una
regione significativa in cui la vorticita non €& laule quindi il moto cessa di essere
irrotazionale.

In sostanza, si puo concludere affermando che tonpmtenziale € una rappresentazione
significativa del moto di un fluido per alti valodiel numero di Reynolds, al di fuori dello
strato limite e delle scie. In ogni caso, i coricéittmoto potenziale e di fluido non viscoso
debbono essere mantenuti rigorosamente separati.
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IL MOTO POTENZIALE BIDIMENSIONALE

La funzione di corrente nei moti potenziali

Come mostrato alla fine del Cap.3, per ogni motlinbeénsionale (sia esso potenziale 0 meno)
e possibile definire una funzione di corrente. 8o di moto potenziale piano vale inoltre la
condizione

0 0
rotv= %_l k=0 = %:l (4_15)
dy 0X dy 0X

sostituendo alle componenti della velocita le lespressioni mediante la funzione di corrente
si ottiene quindi

0 (0W)_o0 (_o¥ =0 o [Pw=0 (4.16)
oyloay) ax{ 0x

Quindi anche la funzione di corrente,questo casosoddisfa I'equazione di Laplace (ovvero
€ armonica).

Linee di flusso, linee isopotenziali e loro intersmbiabilita
Deriviamo I'equazione delle linee isopotenzialivexo quelle per cup = cost

do=22 ax+2% dy=y, dx+ \ dy= € (4.17)
0 X oy
per cui
ﬂ:—_x (¢ =cost) (4.18)
dx v,

Nel Cap.3 é stato gia mostrato che le linée a cost sono le linee di flusso del moto, per cui
si ha

Y% (w=cost) (4.19)
dx v

X

| coefficienti angolari delle due famiglie di linemno quindi antireciproci, per cui le linee
sono tra loro ortogonali.

Per un motopiano potenziale si puo concludere quindi, che dato siela funzione di
corrente che il potenziale rispettano I'equazionkaglace e le due famiglie di linee di flusso
e isopotenziali sono ortogonali, esse sono mutusemeterscambiabilj ovvero dato un moto
potenziale se ne puo ottenere un altro (dettodldiiale semplicemente scambiando il ruolo
delle due famiglie di linee.

Moti potenziali fondamentali

Moto uniforme

I moto uniforme e il piu semplice dei moti poteazi In esso le linee di flusso ed
isopotenziali sono due fasci mutuamente ortogatakette parallele ed equispaziate. Detta
I'inclinazione della velocita rispetto all’asgele loro equazioni sono rispettivamente
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¢ =U(x cosa+y sim)

4.20
W =U(-x sina+y cos) (4.20)
Il campo di velocita e quindi dato da
= % = (2)_ =U cosa
: ay (4.21)
; =9¢ _ 9% = U sina
oy 0 X

Il duale di un moto uniforme € nuovamente un matdosme ruotato di 90°.

Sorgente/pozzo piano (line source/sink)

Il moto rappresenta il flusso piano entrante ocense da un asse perpendicolare al piano del
moto nell’origine. L’origine rappresenta una siragdk in cui la velocita tende all'infinito.

In un sistema di coordinate polari le linee di §o®d isopotenziali hanno equazioni

¢ = Zmlnr
T
(4.22)
Y = mg
2T

La costantan e dettaintensitadella sorgente e si puo verificare facilmente i@ppresenta il
flusso volumetrico (per unita di altezza) entramtescente dall’origine.

Le linee di flusso sono quindi rette uscenti (a&mii) dall’origine, le linee isopotenziali sono
circonferenze centrate nell’origine; se i valori potenziale associate a queste ultime
differiscono per una costante, le circonferenzalentanano tra loro al crescere della distanza
dall'origine, a causa della presenza del logaritmeda prima delle (4.22). L'andamento é
rappresentato in Fig.4.1.

Figura 4.1: Linee di flusso (blu, continue) ed isopotenziabsge, a tratti) per una
sorgente/pozzo piano.

P. Di Marco - Appunti ed Esercizi di Termofluidodinica Applicata 4-8



Cap. 4. — Il Moto Potenziale

A prima vista puo sembrare singolare avere comenaggto del logaritmo nella (4.22) una
variabile dimensionaler,. Tuttavia bisogna notare che sia il potenziale kehéunzione di
corrente sono definite a meno di una costantegyiesarebbe facile porre piu correttamente

0= inr+c="ynL (4.23)
2T 21 1,

Tale costante influenza solo il valore numerico chene associato a ciascuna linea

isopotenziale e non il calcolo delle velocita, d@no ottenute per derivazione; pertanto

generalmente i testi non la riportano.

Il campo di velocita e dato da

(4.24)

Il duale di una sorgente piana evartice irrotazionale descritto nel seguito.

Vortice irrotazionale (line vortex)
Il vortice irrotazionale € ottenuto a partire daawsorgente scambiando il ruolo delle linee di
flusso ed isopotenziali, ovvero

= 570

- (4.25)
W=-—Inr

2T

Il vortice irrotazionale rappresenta quindi un flogotante intorno all’origine: poiché in tale
moto la rotazione rigida delle particelle e nuléayorticita e a sua volta nulla. La costahté

la circuitazione della velocita lungo un qualungpeecorso chiuso che circonda I'origine: pur
essendo il moto irrotazionale,in questo caso itele@a di Stokes non si applica in quanto
I'origine € una singolarita. La circuitazione lungoa qualunque linea chiusa che non include
I'origine e invece nulla.

Il campo di velocita e quindi dato da

_1a¢ _ 0w _ T (4.26)

Vy =—— = —— = ——
rooe or 21U
Un vortice irrotazionale rappresenta realmenterigttsira di un vortice a sufficiente distanza
dall'asse, che costituisce una singolarita. In giroga dell'asse la struttura e piu simile a
quella di un vortice rigido (non irrotazionale) per si ha
v=0

f (4.27)
V, =wr
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Un vortice reale puo essere rappresentato in nasEmplice come la combinazione di un
vortice rigido ed uno irrotazionale che si saldadoun raggiayo, v. Fig.4.2. Vi sono anche
modelli piu complessi sia per il nucleo che pepdate potenziale di un vortice: ad esempio,
aggiungendo un pozzo nell’'origine si ottengono eldithee di corrente che si avvolgono a
spirale.

1N - —== 0
Ragl
0.8 -0.4
—velocita :f
o 0.6 — - pressione 0.8 =
> 04 12 &
R
N
0.2 -1.6
0 -2
0 1 2 3 4 5
r/ro

Figura 4.2: Andamento di velocita e pressione in un vorticdae

Si potrebbe dimostrare facilmente che in un vorteepressione aumenta allontanandosi
dall'asse di rotazione: questo risultato, per umtige irrotazionale, pud essere facilmente
ottenuto tramite I'equazione di Bernoulli. Per uortice rotazionale la dimostrazione € piu
complessa, ma puo bastare lintuizione fisica cliedeve avvenire per effetto della forza
centrifuga: per maggiori dettagli in merito si vddgpendice 3.1 e 'esempio 4.1.

Il fatto che all'interno di un vortice la pressione diminuisca pud portare, in condizioni di alta
umidita relativa, alla condensazione del vapore presente nell’aria: questo spiega le strisce
bianche che a volte si formano a partire dai bordi delle ali degli aerei o da altri punti di
discontinuita della fusoliera o della carrozzeria delle auto, ovunque cioe si possa avere la
formazione di un vortice.

ESEMPIO 4.1 — Vortice.

Un piccolo tornado (densita p = 1.23 kg/m®) & rappresentabile tramite un vortice dal nucleo
centrale rigido circondato da una zona irrotazionale, come in Fig.4.2, e la velocita massima
del vento é pari a 108 km/h ad un raggio r, = 100 m. Valutare la velocita del vento a 1 km
dall'asse e la pressione relativa per r = ry e sull'asse del vortice.

& La soluzione e riportata nel file C4AVRANK.XLS

Dalla seconda delle (4.26) si ottiene facilmengdlazona potenziale del vortice
V(1) - R V() _To

2mr V() T
quindi la velocita del vento a 1 km dall’asse vHe8 km/h.
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L’andamento della pressione nella zona di moto nméde € ricavabile dall’equazione di
Bernoulli, riferita alla pressione atmosferica argte distanza dall’asse, dove la velocita e
nulla
Va(r) , P(r) _ Pam gy =1

> T T P(D) = Pam ==5P V5
Per cui ad =ro (essendo 108 km/h = 30 m/s) la pressione relaal@-553 Pa (-5.5 mbar).
Sull'asse del vortice, essendo la vorticita nonlajulequazione di Bernoulli non é piu
applicabile. D’altro canto (v. App.3.1) la presstan tale zona € data da

dp__dp__ Vv dp__
—_—=—-——=—-pD—= N —=pWr
dn dr P r dr P
Integrando I'equazione precedente tra @«sl ottiene
1 1
P(1) = PO)=2p WS - P(0)= P(5)= =PV (1)

da cui combinando con I'espressiong@(p) ottenuta dal moto potenziale si ha infine
P(0)- Pum=-PV5(f) =-1106 Pa
a

Figura 4.3: Linee di flusso (blu, continue) ed isopotenzialisse, a tratti) per un
doppietto piano con asse verticale e relativo cadipoessione (a simmetria circolare).

Doppietto piano

Un doppietto si ottiene considerando il campo di un pozzo eumk sorgente di uguale
intensita,xm, posti a distanza, facendo tendere a zero la loro distanza manteneostante

il prodottoma. Il processo € analogo a quello con cui, in a@etatica, si crea un campo di
dipolo. Si diceassedel doppietto I'asse del segmemtoln un sistema di coordinate polari il
cui asse coincide con la congiungente il pozzo e la sorgentientato dalla sorgente verso il
pozzo, le linee di flusso ed isopotenziali hannoazipni
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¢ = 5cose
r < (4.28)
Y =-—sinb
r

doveK = masi diceintensita(o talvolta anchenomentd del doppietto. Il campo di velocita e
quindi dato da

i _(I) E_LIJ = _£2C0§
or r 06 r

16(1) OLIJ KSIne
roe  or r2

\"/
(4.29)
VG

Le linee di flusso sono cerchi di raggio crescemtggenti all’asse del doppietto. Le linee
isopotenziali hanno lo stesso aspetto, ma soncateiadi 90°, vedi Fig.4.3. L’origine
rappresenta una singolarita in cui la velocita éealdlinfinito.

Il duale di un doppietto € nuovamente un doppietttato di 90°.

Sorgente/pozzo puntiforme (point source/sink)

La sorgente 0 pozzo puntiforme rappresenta il fiud®e si origina (o si raccoglie, nel caso di
un pozzo) in un unico punto dello spazio (essoved@ial campo elettrico generato da una
carica puntiforme). Il moto ha simmetria sfericdaevelocita € funzione unicamente del

raggio, pertanto esso € meglio descritto in uresiatdi coordinate sferichge, @, ¢) con I'asse

r che punta in una direzione arbitraria; la coor@iigenon compare. Le superfici isopotenziali

sono sfere centrate nell’origine. Dato che f(r), la funzione di corrente dipende solo@ja

le superfici di flusso sono coni uscenti dall’ongi Si ha quindi

m
Y=
(4.30)
Y = m (1-co
4T
Il campo di velocita e dato da
v 6(1) 1 0¥ _ m
" 0r r’sin@ 0B 4w’ (4.31)

199 _ 1 9w _

Ve
roe rsme or
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Il doppietto sferico € originato, analogamente allgupiano, dalla sovrapposizione al limite

di una sorgente e di un pozzo puntiformi, si ogiensi

¢ = co

47112

w=-"girg
4TUr

Il campo di velocita e dato da
_ 0 _ 1 0w K

Vv, = = —— = ——— coH
Jor r-°sinB 006 210

Vy :E% = — 1 ow = - K 3 sin®
rooe rsin® or 4t

(4.32)

(4.33)

Le linee di flusso e isopotenziali, vedi Fig.4.cha qualitativamente lo stesso andamento di
Fig.4.3, ma non sono circolari; inoltre in quesesa@ le prime si sviluppano in superfici
toroidali attorno all’asse, mentre le seconde sono superfici sferoidali tatigell’origine. Il
campo e analogo a quello elettrostatico prodottarddipolo elettrico. L'asse di simmetria

detto asse del doppietto (o del dipolo).

Figura 4.4. Linee di flusso (blu, continue) ed isopotenziatisGe, a tratti) per un

doppietto sferico con asse verticale.
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Combinazioni dei moti fondamentali

Grazie alla linearita dell'equazione di Laplace,aunolta definiti i moti potenziali
fondamentali, le cui caratteristiche sono riassimfEab.4.1, se ne possono ricavare numerosi
altri per sovrapposizione lineare. Esistono anelaithe per simulare il moto attorno ad un
oggetto di forma complessa sovrapponendo moti tmifo doppietti e sorgenti
opportunamente localizzati. Bisognha anche tenetocolme, una volta determinate le linee di
flusso del moto, una qualunque di esse puo rapmi@geuna parete solida, dato che non e
attraversata dal fluido. Ad esempio, e abbastaazéefrappresentare il moto potenziale in un
imbuto conico considerando solo un settore di wwzpaferico. Nel seguito vengono illustrati

i casi del moto potenziale attorno ad un cilinddouma sfera, come casi particolari del moto
attorno ad un corpo tozzo.

) Y v
, : . Vx = U cosa
f - C—Usi
Uniforme U (xcosa +ysina) | U (ycosa -xsina) v, =U sina
, m m Vi =mV2 Tr
—Inr —0 r
Sorgente/pozzo piano o o Vo= 0
m m v, = —
Sorg_ente/pozzo _m M 1-cosh) C T A2
puntiforme atr 41
v, = 0
r r vi=0
. : L -—Inr '
Vortice irrotazionale ot o Vo=T/2Tir
. . K K . Vi =-K cos8/r?
—cosh -—sind ' )
Doppietto piano ; ; Vo= -Ksin®/r?
Vv, == K 5 COsH
Doppi feri K coso - since am
oppietto sferico a1ir? ATr K
Vg = — 5 Sind
aTr

Tabella 4.1: Riassunto delle principali funzioni per i moti pidondamentali.

Moto attorno ad un cilindro

Supponiamo di avere un cilindro circolare di raggimvestito da una corrente uniforme di
velocita Up. Il moto a sufficiente distanza dal cilindro éotazionale e, se il fluido non é
viscoso, permane tale anche nell'intorno del criind comunque al di fuori dello strato
limite. Questo moto é descritto in un sistema dirdmate cilindriche 1(;6) dal problema
differenziale

2 =0
v,(a)=0 (4.34)
limyv =y,

r-oo
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Dove é opportuno notare ancora una volta che nenpsista alcuna condizione sul valore di
Vg alla superficie del cilindro, dato che, essendftuido non viscoso, si suppone che possa
“scivolare” sulla superficie del cilindro stesso. $ostanza, ci limitiamo ad imporre che la
velocita del fluido sia tangente alla superficid déindro. Questo avviene comunque al
confine dello strato limite, e supposto che quétsto si mantenga sottile ed aderente al
cilindro stesso, non cambia i termini del problema.

Si constata che una soluzione derivante dalla somehanoto uniforme con un doppietto
soddisfa il problema (4.34). Ponenala= 0 ex =r cos6 il potenziale e la funzione di corrente
divengono

c|>=Uorcose+r5 coﬁz(u(ﬁrﬁz)r co8 (4.35)

w=u“sme—§sm9=@J57§jrgm (4.36)

Infatti, dato che I'equazione di Laplace e linedeesomma di due soluzioni € di huovo una
soluzione dell’equazione stessa. Inoltre si vede lehfunzione di corrente si annulla (ed e
quindi costante) su una circonferenza che e quindilinea di flusso, e rappresenta la parete
del cilindro. Per quanto riguarda le condizioni @ntorno si determinano le velocita
alternativamente dalla funzione di corrente o dakpziale

4.37
106 KY . (4:37)
G—F%—_ UO +r—2 sin®

la condizione all'infinito € automaticamente sodlita; si impone quindi la condizione al
contorno del cilindro per determinare il valore<diottenendo

vl = (UO —%) cosf=0 - K=U,a (4.38)
da cui i valori delle velocita sono
2
v, =U, (1—a—2J cosH
r

(4.39)
a’)
v,=—U, (1+—2j sin@
r
Dove il segno negativo nella velocita tangenzialdida che la rotazione € in senso opposto
(ovvero orario) a quello deli&crescenti. Il moto é rappresentato in Fig.4.5.

L’andamento della pressione nel fluido é ottenilitdl’equazione di Bernoulli. Essendo il
fluido incomprimibile, il moto irrotazionale e lerze di massa assenti, si ha
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Pyl cost:&+guo2 (4.40)
p 2 p 2

Figura 4.5: Linee di flusso (blu, continue) ed isopotenziatisse, a tratti) per il moto
attorno ad un cilindro fisso. E’ rappresentato @&nitlcampo di pressione.

In particolare risulta interessante calcolare laménto di velocita e pressione lungo la
superficie del cilindro. La velocita radiale & caniente nulla per la (4.38), mentre si ha

Vol = Ve =—2U, sind (4.41)

r=a

dalla quale si nota che la velocita &€ nulla sulipesficie per® = 0° e0 = 180° (ovvero nei
cosiddettipunti di ristagnoanteriore e posteriore) ed ha un massimo parioppid della
velocita imperturbata (42) perf = 90°.

Dalle (4.40) e (4.41) si ha quindi alla superfided cilindro

P~ = lpug (1-4sirfe) (4.42)
2
Nei punti di ristagno ed a 90° si ha quindi
1
6=0°,180 v,=0 -p==-pV
S pS p) 2p 0 (4.43)
6=+90° V,=F A, p-p=-PU;

hY

Quindi la pressione é negativa lungo il fianco d#éindro, precisamente nell'intervallo
30°<0<150 . Questa caratteristica € comune a tutti i corpkit@ed € dovuta al fatto che il
fluido deve incrementare la sua velocita lungoanéhi dell'ostacolo per superarlo, a spese
della pressione. Nei punti di ristagno, al contraili fluido si arresta completamente e tutta la
sua energia e convertita in energia di pressianeptrispondente sovrappressione raggiunta
(che é la massima possibile) é dettassione dinamica

Questo spiega, ad esempio, come si possano inserire in opportuni punti della carrozzeria di
un auto delle prese d’aria estrattrici, ovvero attraverso le quali I'aria viene estratta all’esterno
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per effetto del campo di pressione negativo, e come mai i teloni dei camion in moto siano
inflessi verso I'esterno nella parte prossima alla cabina di guida.

ESEMPIO 4.2 — Cilindro in corrente uniforme.

Un flusso di acqua (densita p = 1000 kg/m®) investe il pilone di circolare di un ponte di raggio
a = 0.5 m ad una velocita pari a 8 m/s. Ad una profondita sufficiente il moto puo essere
considerato piano. Valutare la velocita dellacqua e la sua pressione (rispetto al valore a
distanza infinita dal pilone) 0.25 m prima del punto di ristagno, sullasse di simmetria del
moto.

Accettando l'ipotesi di moto potenziale nella pateeriore del cilindro, dalle (4.39) si ha, per
6 =180°

2
v, =-U, (1—""—2)
r

Da cui la pressione e facilmente ricavabile me@idieuazione di Bernoulli

(N —py= %pué{ (1-r—j ]

Perr = 0.75 m eUp = 8 m/s si ha quindy, = - 4.4 m/s, p(r) — po = 22.1 kPa (0.22 bar). I
segno negativo della velocita indica che il motbretto verso l'origine.
a

Forza fluidodinamica agente sul cilindro — Paradoss D’Alembert

La risultante delle forze fluidodinamiche agentilssuperficie solida si scompone in due
componenti: quella parallela alla direzione del onet dettaforza resistentgo di drag) e
quella in direzione perpendicoldi@za portante(o dilift). Se si prende in considerazione un
fluido ideale, bisogna considerare le sole forzerdssione, dato che il tensore deviatorico €
per definizione nullo. Le correzioni da apportaed naso di fluido viscoso sono prese in
considerazione in App. 4-1.

Quindi la forza resistente agente su un cilindrtudghezza, investito da un fluido ideale di
velocitaU, e data dalla risultante delle forze di pressiagenti sul cilindro proiettate nella
direzione del moto

Fo b” R, ) cosd dA= bJ' —p U2(1 4S|ﬁ6) coB a @l=  (4.44)

Ne segue che il moto potenziale prevede che uddlideale eserciti unéorza resistente
nulla su un cilindro: questo risultato, detfmaradosso di D’Alembertin quanto da lui
formulato nel 1752, e estendibile anche a qualurgupeo tozzo in una corrente uniforme ed
e palesemente contrario all’evidenza sperimentaleme notato immediatamente da
D’Alembert stesso.

Analogamente nulla € la forza portante esercitatdirezione perpendicolare al moto, il che
invece e confermato dall’esperienza oltre che asiderazioni di simmetria.

F b” R )sind dA= bj —pU2(1 4S|rf6) si® a@=( (4.45)
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Il paradosso di D’Alembert indusse la comunita scientifica a considerare il moto potenziale di
un fluido ideale come una pura astrazione matematica priva di applicazioni pratiche, fin
quando agli inizi del ‘900 Ludwig Prandtl non lo riportd clamorosamente in auge formulando
la teoria dello strato limite e della formazione della scia a causa del suo distacco (su cui
torneremo nel Cap.6). Infatti il campo di pressione derivante dal moto potenziale di un fluido
ideale presenta una simmetria “prua-poppa” che annulla la forza resistente: nel caso reale,
come vedremo in seguito (Cap.6), la forza resistente €& originata sia dalle tensioni
deviatoriche alla parete che dal distacco dei filetti fluidi dalla superficie nella parte posteriore
del corpo; quest'ultimo fenomeno, ad alto numero di Reynolds, € prevalente nei corpi tozzi e
da luogo alla formazione di una scia che rende il campo di pressione asimmetrico.

La formazione della scia dunque rende la teorianggto potenziale del tutto inadeguata a
prevedere il moto nella parte posteriore del compoancor piu sfortunatamente, essendo
I'equazione di Laplace un’equazione ellittica, l@genza della scia influenza anche il campo
di moto nella parte anteriore del corpo: tuttagc@ne mostrato dalla Fig.4.6, la previsione del
campo di pressione sulla parte anteriore del aitiniimane accettabile, almeno fino ad un
angolo di circa 45°.

In conclusione, come del resto era logico aspettinsodello di moto potenziale presenta

limitazioni nel prevedere le forze fluidodinamickei corpi. Ma come vedremo nel seguito,

generalmente queste limitazioni sono minori deViste, specialmente per le forze portanti.

2.0

Inviscid
theory

1.0 .
C,=1-4sin”9 7

0.0

/

0 45 90° 135° 1807
2]
Figura 4.6: Campo di pressione ideale e reale sulla supeddicien cilindro fisso, per
strato limite laminare e turbolento.

Moto attorno ad un cilindro rotante

Se al moto descritto dalla (4.37) aggiungiamo urtie® irrotazionale con circuitaziorie
arbitraria, otteniamo un campo di velocita cheresta a simulare quello esistente attorno a un
cilindro che ruota

2
¢:U0(1+a—2jr o+ (4.46)
r 2T
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a’ r
WY=U,|1-— |rsin@——Inr 4.47
0( rzj 2T (4.47)

Il campo di velocita e dato da

2

v, =U, (1—%) cos
(4.48)

2
a : r
Vo=—U, | 1+— | sinB+—
r 2mr
Le equazioni precedenti mostrano che la simulazidglecampo di velocita intorno ad un
cilindro rotante e solo parziale. Infatti la veli@dctangenziale alla superficie del cilindro non e

costante e vale

=y, =-2U, sing+—— (4.49)

%l - 2ma

mentre quella della superficie solida del cilindraviamente lo €, e valewa; del resto, in
assenza della condizione di no-slip, le due velopitssono essere divetshlella realta la
rotazione del fluido e effettivamente indotta dai#oni viscose in prossimita della superficie
del cilindro; questo rende pero difficile stabilive legame diretto tra velocita angolare del
cilindro e circuitazione, che rimane comunque nmenodel suo valore “teorico”
[ = 2 m w a® (ovvero velocita tangenziale della superficie dmlidel cilindro per la
circonferenza).

La (4.49) mostra che i punti di ristagno si sposthmno verso l'altro e si dispongono ad un
angolo dato da

6, =arcsi _r (4.50)
4mal,

Per cui le linee di corrente hanno I'aspetto di.4igb. SeLU>1 il punto di ristagno si
nay,

sposta all'esterno del cilindro e quest’ultimo gandato da una porzione di fluido che ruota
intorno ad esso senza mai abbandonarlo, dato chedamlines si richiudono su sé stesse,
vedi Fig.4.7.c-d.

La (4.49) consente di calcolare il campo di prassisulla superficie del cilindro

2T sin® 2 j

- 4.51
nau, 4rca’y; (4-31)

p— Py = %pug(1—4sin29+

Analogamente a quanto visto in precedenza, la fdirdeaag € comunque nulla

® Dal punto di vista strettamente matematico, laziohe del problema (4.34) non & unica ed & rapptet sia
dalle (4.39) che dalle (4.48), in quanto il domirdadoppiamente connessén altre parole il fluido ha la
possibilita di aggirare il cilindro sia di sopraecti sotto, e anche di circolarvi attorno.
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F, :b”A( p,— p)cosd dA=

2 cod si®  * col j (4.52)
— a @=

:bjz"lpug cosB- 4co$ sihB+ ITY)
) nay, 41 & U]

Mentre la forza di lift ha una componente il cuieigrale non € nullo (il terzo addendo) e vale
Fo=b|[ (- p)sinBdA

el (L . (4.53)
—b_[o EpU0 sin6-4sin®+

2r sif® _ I'?sirp
mayu, 4ma*y;

Ja ®=-pby,l

Questo € in accordo con il fatto (ben noto a fugtocatori di sport con la palla) che un corpo
tozzo rotante su sé stesso € soggetto ad una fieita, comunementeffettq in direzione

perpendicolare al moto.
La (4.53) puo anche essere espressa mediarttefficiente di portanza o di if€,

r

|FL|:CL%pU§ (2ba) dove G= (4.54)

U,a

Nt
—

/4maly=0 I/ 4malp=0.5
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M 4maUp=1 M 4malp=15
Figura 4.7: Linee di flusso (blu, continue) ed isopotenziatise, a tratti) per il moto
attorno ad un cilindro fisso o rotante, per vatoviadella circuitazione. E’ rappresentato
anche il campo di pressione.

Piu in generale, la (4.53) rappresenta un caso particolare di un teorema fondamentale per
I'aerodinamica, il teorema di Kutta-Joukowski®, che stabilisce che I'esistenza una forza
portante su un corpo investito da una corrente fluida € comunque legata al fatto che la
circuitazione della velocita su una linea che lo circonda non € nulla.

Le esperienze effettuate mostrano che la forz#tdsd un cilindro rotante e effettivamente

proporzionale alla velocita di rotaziownefino a wa/Up [02.5 (vedi Fig.4.8) dopodiché essa
cresce piu lentamente di quanto previsto dallaidedel moto potenziale. | fenomeni di

distacco dello strato limite nell’intorno del citiro complicano notevolmente la situazione.
Dalla Fig.4.8 si nota che anche il coefficienteeadiistenza e notevolmente elevato.

Volendo stabilire un legame empirico tra circuita® e velocita angolare del cilindro, si nota
che la retta che interpola i valori sperimentali @a&/Uy < 2.5 ha equazione (v. Fig. 4.8)

C, =n(%—o.4j (4.55)
U

0
quindi per confronto con la (4.54) la circuitaziandotta dalla rotazione del cilindro vale
r=ma(wa-0.4U,) (4.56)
Nella Fig.4.8 € riportato anche il coefficienterelsistenza del cilindro rotante, definito come

Fo =Cy %DUOZ (2ba) (4.57)

che, come si nota, € notevolmente elevato.

® Martin Kutta, 1867-1944, matematico tedesco, @tche per il metodo numerico di soluzione delleagipni

differenziali (di Runge-Kutta).Nikolai Egorovich Joukowsky (o Zhukovsky), 1847-192matematico e
fluidodinamico russo, fondatore della scuola rusisaerodinamica, formuld la prima teoria per il getto delle
superfici alari. Entrambi arrivarono indipendentaeteealla formulazione del teorema, rispettivamere1902 e
nel 1906.
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10
Cl /
8 Cd
= =interp

Cd, Ci

walU

Figura 4.8: Effetto Magnus: coefficienti di resistenza e ditpoza.
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ESEMPIO 4.3 — Effetto Magnus.

Un flusso uniforme di aria (densitd p = 1.23 kg/m®) investe ad una velocita U = 5 m/s un
cilindro circolare di raggio a = 0.4 m e di altezza b = 3 m. Se il cilindro ruota con una velocita
n = 200 rpm, valutare la forza portante e resistente con l'aiuto del diagramma di fig.4.8.
Confrontare la forza portante con quella teorica, dovuta ad una circuitazione
r=2nwa’.

La velocita angolare del cilindro vate= 21tn /60 = 21 rad/s, per cui si haa/U = 1.67.
Dal diagramma si ottiene approssimativamedite= 4, Cp = 1.4. Per cui, dalla (4.54) e dalla
analoga per il drag si ha

|FL|:CL%pU§ (2ba) = 148N

|FD|:CD%pU§(2ba) =52N

La circuitazione massima teorica vala@a® = 21.1 ni/s, e dalla (4.53) si avrebbe

|F_|= pbU, T = 389 N (ovvero piu del doppio di quella effettiva).

Una forza di 150 N e sufficiente per la propulsiaheuna piccola barca di 5 m. Bisogna
considerare perd0 che non appena la barca si muovenio apparente (derivante dalla
composizione della velocita del vento con quellaadanzamento della barca) cambia in

direzione e modulo.
a

Moto assialsimmetrico attorno ad una sfera

Il moto attorno ad una sfera puo essere descnttmisistema di coordinate sferiah®, @, in
cui, per le condizioni di assialsimmetria, la digenza dap € nulla. Il potenziale risulta dalla
sovrapposizione di un doppietto sferico ed il maiforme e si esprime come

¢=U,rcosB+ co® (4.58)

41ir?

mentre la funzione di corrente ha la forma
U,r?

w=Jo" ivg- K site (4.59)
2 4tr

La costanteK pud essere ricavata, come nel caso del cilinadnponendo che la velocita
radiale sia nulla sulla superficie della sferah&pertanto

V| _9¢

= or

4mad

:(UO— 2K jco§9: 0 - K=2wy,a® (4.60)

Sostituendo il valore d{ nelle (4.59) e (4.58) si puo ricavare il valordalgelocita

3
Vr:%:%a_wzuo 1_8_3 codh

or r°sinB 06 r
(4.61)

vzlﬂz— 1 0% _ Y 2+a_3 sin@
® roe  rsin® ar 2 rs
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Possiamo adesso calcolare, analogamente a quéotpda il cilindro, il valore della velocita
sulla superficie della sfera

Ve|r:a=Ves=_§U0 sin® (4.62)
e la pressione alla superficie tramite I'equazidnBernoulli, analogamente alla (4.40)
p—p,= 1pug (1—9 sin’ ej (4.63)
2 4
Nei punti di ristagno e all'equatore si ha quindipettivamente
0=0°,180 p-p,= lpU§
2 ; (4.64)
6=90° P-B= ‘ZPUS

La velocita e la depressione sui fianchi di unaasg®no pertanto minori di quelle sui fianchi
di un cilindro. Inoltre la “distorsione” del caml velocita in prossimita della sfera rispetto
al campo uniforme decresce cohanziché corm?. Si potrebbe infine verificare che anche in
questo caso la forza di drag sulla sfera e nullaccordo al paradosso di D’Alembert.

Il fatto che esista una zona di depressione lungo i fianchi di una sfera in moto spiega perché
le bolle di gas che risalgono in un liquido sono ellissoidi allungati in direzione perpendicolare
al moto.
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APPENDICE 4.1 — Il ruolo della viscosita nel moto p  otenziale.

E’ un errore abbastanza comune identificare il npmttgnziale come il moto di un fluido non
viscoso: infatti nel moto potenziale gli effettilideviscosita non sono significativi, mentre
d’altro canto un fluido ideale pud esser soggettaua moto rotazionale, ad es. un vortice
vero. Questa distinzione era peraltro ben chidoastéésso Stokes. D.D. Joseph e collaboratori
chiariscono estesamente il ruolo della viscositavariati tipi di moto potenziale, in diversi
articoli riportati nel loro sito internet (vedi Bibgrafia), coniando per questa classe di moti
col termine Viscous Potential Flowin particolare, essi mostrano come il ruolo della
dissipazione viscosa, che non si annulla in quigstodi moto, puo in alcuni casi essere molto
significativo, e decresce allaumentare del numdroReynolds. Le considerazioni che
seguono sono limitate al moto incomprimibile.

Abbiamo gia visto come nel moto potenziale le temisviscose, pur essendo autoequilibrate,
non si annullano e danno luogo ad una dissipazimwesa, v. Eqgs. (4.12)-(4.14). La presenza
di tale dissipazione ha tuttavia effetti limitatifatti tutti i teoremi relativi al moto potenziale
dei fluidi ideali si applicano ugualmente nel mptitenziale dei fluidi viscosi.

Per quanto riguarda I'equazione di Bernoulli, comastrato nella sezione sulla vorticita del
Cap.3, essa puo essere scritta a partire dall’eouazi N-S nella forma:

v V
a—M—\_/xZ:—gra —p+Lp+— +u0%v=-gra —p+qJ+— +0 rot( | (4.65)
ot - p 2 p 2 -

Quindi, nel caso di moto stazionario con vorticita nulla, peddentemente dal fatto che la
viscosita sia nulla o meno, introducendo anche il potengiaksa si puo scrivere come

Py (graddy _, (4.66)
p 2

e la pressionadrostatica nel fluido pud essere calcolata in via algebriéa essa si
sovrappone pero la pressione deviatorica, data dathponenti diagonali della (4.12).

A prima vista, la validita dell’equazione di Berlopud sembrare insostenibile dal punto di
vista energetico: infatti come pud un fluido mamten costante la sua energia totale in
presenza di dissipazione? La contraddizione, com&nato gia da Stokes, é risolta dal fatto
che il lavoro delle tensioni viscose ai confini deiminio introduce nel sistema una energia
meccanica per unita di tempo pari a quella distrd#tlla dissipazione viscosa.

Infine, la conseguenza di maggior rilievo dellagemreza di una dissipazione viscosa nel moto
potenziale & che, anche in tale tipo di moto, p@®ozzo e soggetto ad una forza resistente:
come illustrato in precedenza, la potenza di tated bilancia la dissipazione viscosa. Questo
permette di superare, seppure solo in parte, iagmeso di D’Alembert. Infatti, il moto
potenziale non permette di imporre la condizionedslip alla parete, e quindi di considerare
il campo effettivo di velocita in prossimita delerete e la dissipazione aggiuntiva dovuta
alla vorticita nello strato limite ed, eventualmenhella scia. La potenza totale della forza
resistente deve quindi bilanciare la dissipaziorscosa nel moto potenziale, nello strato
limite e nella scia. Si puo vedere, come e logsme#tarsi, che il contributo della dissipazione
viscosa nel moto potenziale diviene trascurabgeeito agli altri due ad elevato numero di
Reynolds: in questo contesto, il moto potenzialeudifluido viscoso diviene totalmente
assimilabile a quello di un fluido ideale.
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Il lettore interessato ad approfondire questi argatine indirizzato ai lavori di D.D. Joseph,
ed in particolare D.D. Joseph, Potential flow afoaus fluids: histotical notebjternational
Journal of Multiphase Flon32, 2006, pp. 285-310.
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