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Cap. 3. — Le Equazioni di Bilancio

Introduzione

Si ricorda che, come definito nel Cap.1, una pedpridi un sistema viene detatensiva
quando gode dellproprieta additiva ovvero il suo valore per l'intero sistema risudtalla
somma (ovvero dalla integrazione) dei valori chenledle varie parti che costituiscono |l
sistema stesso. Una proprieta estensiva, sottopertune ipotesi matematiche di regolarita, &
quindi anchentegrabile Sono proprieta estensive ad esempio la masgaluiine, I'energia,

la quantita di moto, I'entropia.

Nel presente capitolo viene introdotto il concettaequazione di bilancio di una proprieta
estensiva che verra in seguito applicato alle principaliamgtezze di interesse in
termofluidodinamica, ed in particolare alla masdks quantita di moto e all’energia. Queste
equazioni costituiscono la parte centrale del corsa capitoli seguenti, esse verranno
opportunamente semplificate ed applicate allo studdi sistemi fluidi, che rappresenta il
nostro principale obbiettivo. Risulta quindi evitkeche € necessario comprenderle in maniera
approfondita. La comprensione del concetto di fila”, unita naturalmente alla capacita di
metterlo in pratica nelle varie situazioni chergidntrano nella tecnica, costituisce inoltre, a
parere di chi scrive, una delle abilitd fondamemtell’'Ingegnere.

E’ bene anche ricordare che le equazioni di biasono indipendenti dal fluido considerato.
Le ipotesi costituitive sul fluido vengono introtltseparatamente tramite le relazioni di
chiusura.

GENERALITA® SUL BILANCIO DI UNA GRANDEZZA ESTENSIVA E TEOREMI
CORRELATI

Per una qualunque proprie&stensiva X, che quindi gode della proprieta additiva ed e
integrabile, € possibile scrivere eguazionadi bilancio che si esprime generalmente nella
forma:

Variazione nel tempaAt di X = Quantita diX generata nel sistema nel tempt
- Quantita diX distrutta nel sistema nel tempft
+ Quantita diX entrata (per flusso o convezione) nel sistema nel
tempoAt
- Quantita diX uscita (per flusso o convezione) dal sistema nel
tempoAt

Per quanto riguarda gli ultimi due termini (entrathuscita) € possibile operare una ulteriore
distinzione al loro interno: infatti la proprie¥apud uscire dal sistemftuendoattraverso le
pareti del sistema stesso oppure essémamportata fuoriinsieme alla massa uscente: nel
primo caso si parla dermine di flusspnel secondali termine di trasporto, o avvettivo, o
convettivo (dal latino conveho trasporto insieme). Ad esempio, I'energia puoirasdal
sistema attraverso le pareti (sotto forma di caloréavoro) od esserne trasportata fuori
insieme alla massa uscente, che porta via con péofamia energia cinetica, potenziale ed
interna.

Non sempre tutti i termini suddetti sono presentiparticolare, valgono le regole seguenti,
che consentono spesso di semplificare notevolmeageazione di bilancio:

» Se un sistema € in condizioni stazionarie, il teerdivariazione € nullo: in particolare si
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annulla la derivata locale rispetto al tempo.
» Se un sistemaigolato, tutti i termini dientrata ed uscita sono nulli.
* Se un sistemachiusq i terminiavvettivi sono nulli.
* Se una grandezza ammettepuimcipio di conservaziongioe non si crea né si distrugge) i
termini digenerazione o distruzione® sono per definizione nulli.
Il concetto di bilancio e applicabile non solo afjfeandezze che abbiamo incontreremo in
termofluidodinamica, ma anche, con modifiche nostawziali, a grandezze non proprie della
fisica purche additive (ad es. al flusso di denaila popolazione di un paese, alle diverse
specie animali in un ecosistema ...). A ben vedemeltre, il concetto di bilancio e
assiomatico in parole povere, nocrediamo che sia cosi, ma non possiamo dimostrarlo
rigorosamente a partire da altri principi primiresamo invece in grado dionfutarel
concetto sulla base dei risultati della esperigizdne, per ora, non si € mai verificato).

VARIE FORMULAZIONI DELLE EQUAZIONI DI BILANCIO

Come risulta dalla Tab.1, le equazioni di bilanpmssono essere scritte nelle varie forme
descritte nel seguito.

Integrale Differenziale o
locale

Parametri concentrati Massa di controllo
Volume di controllo

Parametri distribuiti Massa di controllo Lagrangiano

Volume di controllo Euleriano

Tabella 1: formulazioni delle equazioni di bilancio.

Formulazione integrale: Le equazioni sono riferite ad un sistema che pacuna regione
estesa dello spazio; i valori delle quantita oggeitbilancio sono ottenute per integrazione
sul volume del valore locale delle variabili mabksice pertanto ne risultano generalmente
equazioni integrodifferenziali. Questa formulazigne essere riferita ad un volume aperto
(volume di controllo,control volumein inglese) o chiuso (volume materiale, o massa di
controllo,control mas® talvolta anche semplicemersigstenin inglese).

Formulazione a parametri concentrati (lumped parameter approaghnel modello a
parametri concentrati si eliminano tutti gli intelyrsupponendo che gli integrandi siano
uniformi oppure sostituiti dal loro valore medidegrale, ignorando quindi la distribuzione
spaziale delle variabili (quando questo non sifiearj si parla invece diormulazione a
parametri distribuit). Le risultanti equazioni sono gia state utilizzatel corso di Fisica
Tecnica e Meccanica.

Formulazione differenziale o locale: le equazioni sono riferite ad un punto materiale
(definito per i continui nel Cap.1) e sono quinduazioni differenziali alle derivate parziali.
Nella formulazione locale, € possibile adottare pumto di vistaeuleriang ovvero di un
sitema di riferimento non solidale con il fluido mmoto, olagrangianqg quando il sistema di

! detti anche dsorgentee pozzo(sourceandsinkin inglese)
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riferimento si muove solidalmente con la particélléda.

Nel seguito vengono descritte in dettaglio le vdaenulazioni per una generica quantita
massicec, partendo dalla formulazione integrale che, adsavdell’autore, € la piu intuitiva:
la forma locale verra derivata semplicemente ddlajuetegrale applicando il teorema di
Green. Naturalmente, € possibile anche il passamposto.

LE EQUAZIONI INTEGRALI DI BILANCIO

Modello a parametri distribuiti

Dato un generico volume(t), la cui superficie di contorno chiu§f) € in generale variabile
nel tempo e detta(r,t) una generica variabile estensiva massica (scalaxettoriale),
possiamo impostare &guazione generalizzata di bilancio integratame segue:

%IﬂvpCdvz _iﬁsp C(—V_¥) [rd &#s—ﬂm SI”vaJ d’ (3.1
variazione = aveene + flusso + sompkzzo

Dove v rappresenta la velocita del fluidgs la velocita della superficie del sistenma,il
versore normale alla superficie del sistema (oaigentverso I'esterno)] il flusso dic
attraverso la superficie del sistema (per unita sdperficie e di tempo) eb la
generazione/distruzione per unita di massaall'interno del sistema. La equazione suddetta
e interpretabile come segue: la variazione nel tedg contenuto di all'interno del volume

V, espressa dalla derivata nel primo membro, e doalld quantita d¢ trasportata attraverso
la superficieS del sistema dalla massa entrante ed uscente (permine a secondo membro),
piu il flusso dic attraverso la superfici® (secondo termine), piu la generazione/distruziane d
c per unita di tempo all'interno del sistema (tet@anine).

Per quanto ci interessa, la quantita ¢ puo essere sia scalare che vettoriale: @ ha il suo
stesso ordine (vale a dire & rispettivamente scalare o vettoriale) mentre J € di un ordine
superiore (e rispettivamente un vettore od un tensore).

Puo essere interessante notare esplicitamente che il termine pc rappresenta il contenuto di ¢
per unita di volume.

Facendo uso del teorema generale del trasportaitdehel Cap.1, la (3.1) puo essere
riarrangiata nella forma

I, > eo)av+df pevinds=f_nm s[[fped:  (32)
ed anche, sfruttando invece il teorema del traspwetia forma di Reynolds (v. Cap.1) come
el peav=(f amast [[f poay (3:3)

La forma (3.2) e particolarmente utile nei problestaizionarj in cui la derivata locale dentro
il primo integrale &, per definizione, nulla.

| valori delle quantitec, J, @ da sostituire nella equazione generalizzata @dinbib sono
riportati in Tab. 2. Nel seguito vengono riportateune note riguardo ai bilanci a cui faremo
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riferimento in questo corso, ovvero quelli di maggpeantita di moto ed energia.

Bilancio di massa

Per il bilancio di massa si ha ovviamente che lg&sager unita di masse) (€ pari ad 1,
altrettanto ovviamente, il flusso di massa non eis$o a flusso di massd)(e nullo; dato che
assumiamo che la massa si conservi, il termineedeazione e distruzion® € anch’esso
nullo. Pertanto, utilizzando la formulazione (3ilLpilancio di massa diviene

%Ijjvpdv= SEJ; (v—v)ndsS (3.4)

Si definisconoportata in massae portata in volumeattraverso una superfici® (non
necessariamente chiusa) le quantita, rispettivaanent

m= ” v-y)OndS
= [[(v-x)0nd S

le quali rappresentano ovviamente il flusso di matén massa o volume) che attraversa la
superficie suddetta. In base a questa definizitmé€3.4) pud essere interpretata come: la
variazione di massa per unita di tempo nel sistaguaglia la somma algebrica delle portate
attraverso le pareti.

Si definisce inoltrevelocita media di portatan base alla prima delle (3.5) la velocita

J'J- v-v)hdS

Tpos

essa rappresenta il valore uniforme della velooita cui il fluido dovrebbe attraversare la
sezioneS per garantire lo stesso flusso di massa attra\essa.
Utilizzando invece la formulazione (3.2) il bilanali massa diviene

I aFt) av +§f_p vChdS= 0 (3.7)

(3.5)

(3.6)

ed infine, nella formulazione relativa ad un volumateriale

D _
amvmp dv=0 (3.8)

Dalla (3.4), imponendo che la derivata temporabale sia nulla, si puo ottenere il bilancio di
massa in caso stazionario

¢p,p vihds=0 (3.9)

che sancisce ovviamente che in tal caso il flussbale di massa attraverso la superficie del
sistema deve essere nullo (in caso di stazionarielocitavs della superficie del sistema é
comunque nulla).

E’ bene soffermarsi sulla sottile differenza tra la (3.8) e la (3.9): nella prima il flusso di massa
e identicamente nullo in ogni punto della superficie del sistema, come deve essere per un
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volume materiale; nella seconda il flusso di massa sulla superficie & nullo a livello integrale,
ovvero ci possono essere delle zone in cui la massa entra ed altre da cui ne esce altrettanta.

ESEMPIO 3.1 — Flusso laminare in svilupgo

In un tubo circolare a sezione costante di raggio R, scorre un fluido incomprimibile; il profilo
di velocita e uniforme in ingresso e parabolico in uscita (v. figura). Il sistema & stazionario.
La velocita in uscita ha I'andamento (che, come verra giustificato in seguito, & caratteristica
del moto laminare pienamente sviluppato)
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Determinare, sulla base del bilancio di massa, il valore di vy in funzione della velocita in
ingresso.

Considerando il sistema delimitato dal confinetéggiato in figura, il bilancio di massa in
condizioni stazionarie e, dalla (3.7)

fp,p vthds=0

Il prodotto scalarev Lh € diverso da zero unicamente sulle sezioni diesgw e di uscitady; e
A. Si ha quindi

] pumds+[[ pyOms=o

| vettori v edn sono paralleli e discordi sulla superfiéig dove il fluido entra nel sistema, e
paralleli e concordi sulla superfiche. Si ha quindi

J'J'AipvldS:“Azp vwdS

ovvero, ricordando la definizione di portata in s&@sn = m,, la portata in ingresso e uguale
a quella in uscita.
La densita del fluido &€ costante e puo essere mditai Essendo il problema a simmetria

circolare si ha
2

“v2mrd = V| 11 d
J'O Vv, 2TUr r—J'Ovmax 3 2rr

da cui con semplici passaggi analitici
Vmax=2V1
La velocitav,=m/p Aé anche, in base alla (3.6), Jealocita media di portataQuindi, nel

moto laminare pienamente sviluppato in un condatmlare si ha che la velocita massima al
centro del condotto € il doppio della velocita naedii portata.

2 tratto dal testo di Munson

P. Di Marco - Appunti ed Esercizi di Termofluidodinica Applicata 3-6



Cap. 3. — Le Equazioni di Bilancio

Q

ESEMPIO 3.2 — Motore di aereb

Un aereo si sposta alla velocita di v; = 970 km/h. Uno dei suoi motori turbofan ha i seguenti
dati: area della sezione di ingresso A; = 0.8 m?, area della sezione di uscita A, = 0.56 m?,
densita del fluido in ingresso p; = 0.74 kg/m®, densita del fluido in uscita p, = 0.52 kg/m?,
velocita assoluta del fluido in uscita v, = 1050 km/h. Velocita e densita sono uniformi sulle
sezioni di ingresso e di uscita ed il sistema e stazionario. Determinare la portata di
combustibile entrante nel motore.

E’ opportuno riformulare il problema in termini d&elocita relative, che indichiamo col
simbolow. In particolare, essendg = 970/3.6 = 270 m/s, si ha, considerando un asse
positivo nella direzione del moto dell'aereo

W, =-V,=-270m/s

W, =V, — ,=—561m/s

Il bilancio di massa, eq.(3.7) nel caso di sistataaionario diviene

{p,p winds=0

Il prodotto scalarenh € diverso da zero solo in corrispondebza delletaggedi ingresso e

di uscita dell’aria e in quella di ammissione dembustibile, che indichiamo coi. Si ha
pertanto

J[ prwu s+ p, wOrd St ([ p, wile 80

dove si é tenuto conto che il prodotto scalaieh € positivo sulla bocca di uscita e negativo
su quella di entrata. Si puo anche porre direttdaenen
_”Alpﬂi\ﬁm_]dsz_ nl]

J], P w,(hdS= iy

“Af P, w, [hdS=- im

dove i segni negativo corrispondono alle portateami. Sostituendo i valori, abbiamo
m, =158kg/s= 570t/h

m,=162.5kg/s= 579t/
m, =4.5kg/s= 16.2t/h
Da cui si vede che la portata di combustibile sdugabile rispetto alle altre, e si puo ritenere

con buona approssimazione LIm, .
Q

Bilancio di quantita di moto

La quantita di moto per unita di massa e rappraszigiamyvm = v, ovvero dalla velocita, ed é
una quantita vettoriale. Il secondo principio dediaamica ci dice che la variazione della
quantita di moto e dovuta alle forze applicate.cbBnseguenza il termine di flusso sara dato
dalla risultante delle forze di superficie, ovveial’integrale sulla superficie del sistema delle

3 tratto dal testo di Munson
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forze per unita di superficie applicate, che a leata, definito il tensore di Cauchy
S=T- pl, sono date, in accordo a quanto esposto nel Cdp.1_1,=('I='— pzl)D_w. Quindi, il

tensore di Cauchy pud essere interpretato comescflu quantitd di mofo e dunque
J=T- pl. A queste va aggiunta la risultante delle forzealume, ovvero l'integrale esteso

al volume considerato delle forze per unita di woduf = pf’. Pertanto, utilizzando la
formulazione (3.1), si ha

11 pvavdh o (v-y)ids=f (- p)am s[ffp_fd 310

Utilizzando invece la formulazione (3.2), il bilandi quantita di moto diviene

Iﬂvg(py)dvﬂﬁﬁspy(_\/m_n)ds: (7 pjum s([[p_fd\ @.11)

da cui, imponendo che la derivata temporale los&enulla, si pud ottenere il bilancio di
guantita di moto in caso stazionario

gﬁﬁspy(y@)ds= @S(J— p) Ord smvp_fd \ (3.12)

in cui compare ancora un termine avvettivo a primembro (responsabile, ad esempio, della
propulsione a reazione di un aereo).
Nella formulazione riferita ad un volume materiaeyero la (3.3), si ha infine

%mvmpydwﬁsq— ph)tnds [f e _fdV (3.13)

Tutte le equazioni suddette sono vettoriali ovveappresentano in forma compatta tre
equazioni scalari nelle componenti della velockd. esempio, la componente lungalella
(3.11) si scrive

mv%(pvx)dwﬁsp v (v ds=q§p_if - p)nd 8 [[[ p_10 d \(3.14)

dove vale la pena di notare che il prodotto scalaré, contenuto nel termine avvettivo,
rimane inalterato.

ESEMPIO 3.3 — Motore di aereo.
Con riferimento allesempio 3.2, calcolare la spinta esercitata dal motore.

Il bilancio di g.d.m., Eq.(3.11), scritto per lal@sacomponente sx nel caso di sistema
stazionario, diviene

<J‘_j‘>spwX whdS=0

Dove conFy si € indicata la risultante lungadelle forze di superficie agenti sulla carcasda de

motore, dato dalla spinta esercitata dal suppartam®tore piu la risultante delle forze di
taglio agenti sulla superficie esterna (metallid®) motore. Dette forze, se considerate,

* Essendo in questo caso la quantitan vettore, la quantitd, superiore di un ordine, diviene @ensore I
simboloJ & gia stato utilizzato nel Cap.2 per il tensomaano, con cui il presente non ha nulla a chered
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riducono la spinta esercitata sul supporto. Sigharrascurato I'apporto di quantita di moto

del combustibile, ritenendo che esso venga inttodatdirezione perpendicolare al moto: se
cosi non fosse, il contributo sarebbe comunquecurabile. Infine, abbiamo supposto la

pressione esterna pari ovungue al valore atmosfexiquindi con risultante nulla.

Riducendo l'intergrale di superficie alle sole dpez di ingresso e di uscita (essendo altrove |l
prodottow[h nullo) e tenuto conto che

W1ED:_V\(<1 ) !VzD_n: W,
si ha

-[[,pwids+[[ p,vids= E

e dato che le densita e le velocita sono costariigrando e ricordando la definizione di
portata

“mw+mw=F

a questo punto bisogna ricordare (v. esempio 3i@)le due portate sono pressoché uguali, e
le componenti di velocita relativa sono negativeuiando dirette in direzione opposta all’asse
X, per cui passando ai valori assoluti e sostituemii gia ottenuti nell’esempio 3.2

m (|w|-|w|) = £ =-47 kN (-4.71)
Che ¢ la classica formula per il calcolo della s&pimei motori a reazione. La spinta esercitata
sul motore (essend‘wlk ‘wz‘) € pertanto negativa; conseguentemente la spsetaitata sul

supporto sara positiva, ovvero diretta in avardispinta di un moderno motore aereo (Airbus
A380) puo arrivare a 320 kN (32 t). La spinta massdei motori di un moderno jet oscilla
indicativamente tra il 25 ed il 40% del peso ddiwdo.

a

Bilancio di energia
Nel bilancio di energia, assumiamo che la quartiia data dalla cosiddetenergia di
ristagng somma dell’ energia interna piu I'energia cingtfentrambe per unita di massa)

2

c=uy, = u+? (3.15)

Il flusso di energia e rappresentato dal flussonkes g"Ch (con segno negativo perché

I'energia aumenta quando il flusso é entrante, mvd@etto in verso contrario alla normaile
piu la potenza delle forze di superficie ). Nel termine di sorgente volumetrica, bisogna

considerare la potenza delle forze di mapskfy. A tale termine va aggiunto infine anche

un termine di generazione/distruzione dell’energex unita di volumeg™: infatti, pur
ipotizzando che I'energia si conservi, abbiamoofdtbilancio della sola energia di ristagno,
per cui I'energia introdotta nel sistema ad es.rélazioni chimiche o nucleari si deve
considerare “creata” all’interno del sistema; talenine sarebbe invece nullo se tutte le forme
di energia (energia chimica, nucleare, elettricagnetica etc.) fossero incluse nel ternaree
primo membro.

Pertanto, utilizzando le formulazioni (3.1) e (3.2) bilancio di energia diviene
rispettivamente
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%jﬂvp U, dV +¢p pu (v-_y)Ond S=

= §p[-am+(T- )] mase[] ((@+p_roya

1,2 Guav = ff pu(vnyds-

= b [-a"+(T- n)v]md s [[] (a+p_tOyd v

dove si e tenuto conto che

m_/:[(T nl) ]Dv_(T— pl) Dvr (3.18)

(3.16)

(3.17)

Dalla (3.17), imponendo che la derivata temporatale sia nulla, si puo ottenere il bilancio
di energia in caso stazionario.

fopu(vm)ds= gp[-da+(T- p)oyou S[ff ( tep_fi)d - (3.19)

E per concludere, il bilancio di energia riferitt @n volume materiale si esprime come:

I, pwav= g [-a+(T- p) Vo s f[] ((e+p 2y (3.20)

| bilanci suddetti, (3.16), (3.17) e (3.20) vengaemeralmente dettilanci di energia totale
anche se sarebbe piu giusto definirli bilanci dergra di ristagng in quanto abbiamo
considerato unicamente lI'energia termica e meceaeit alcune forme di energia sono
comunque esclusi da essi.

Discuteremo in seguito nella sezione di bilancialo@altre forme di equazioni di bilancio
dell’energia, in particolare quelli dell’energianetica, interna e dell’entalpia, tutti derivabili
dalla (3.17), per evitare una formulazione materaatroppo pesante. Ci limitiamo qui ad
esprimere la (3.19) in una forma leggermente dajeirs cui compare I'entalpia nel termine
avvettivo. Espandendo gli integrali a secondo memietla (3.16)si ottiene infatti

1llowaveghou(v-y)ons-
~~fj,qndse [, wo v, poe sff nne offfp

e portando a primo membro il termine che contiengréssione, con semplici passaggi
m pu,dv+§h p (W_j v-y)Ond S gp pyln S

—fj,ar s [[],qav+gf, T s p_ta

introducendo Entalpia di ristagnohg = up + p/p, si ottiene infine

(3.21)

(3.22)

® Si ricordi che tutti i prodotti scalari che compad negli integrali sono commutativi.
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d
S 110 wav-dfph (v ) -
variazione avvezione

—~fj,a0s +[[[,av ~ff, pyiw s+ff_nna s [[p wovv

flusso termico sorg. termicdwo. lavoro dataz.  lavoro forze deviatoricheavbro forze mass

(3.23)

in cui e riportato il significato fisico dei ternifil lavoro e inteso per unita di tempo). Si nota
che l'apporto avvettivo dell’energia e caratteriozeneglio dall'entalpia anziché dall’energia
interna: cosa del resto ben nota anche dai bidiremergia per i sistemi aperti, utilizzati a suo
tempo in Fisica Tecnica.

E’ bene infine fare presente che nelle formulazioni qui adottate generalmente si assume che
le componenti del tensore di Cauchy siano continue attraverso la superfice del sistema: ad
esempio che la pressione sulla faccia interna del volume di controllo sia pari a quella
esterna. Nel caso che questo non avvenga, occorre considerare le componenti esterne al
volume: in particolare, nel caso di un volume di controllo che si espande nel vuoto
(I'esplosione di un’astronave nello spazio, ad esempio®) il lavoro di dilatazione &, ovviamente,

nullo.

Formulazione generale delle equazioni di bilancio

Riassumendo, le equazioni integrali di bilancio Juo® essere espresse in generale nelle
forme (3.1), (3.2) o (3.3). Le quantita] e ® da introdurvi (incluse in quelle, qui non trattate,
del momento della quantita di moto e dell’entroi@ho riportate in dettaglio in Tab.2. Come
gia accennato, i bilanci di energia cinetica, inéeed entalpia verranno trattati in seguito.

C J )
Massa 1 0 0
Quantita di moto Vv I-pl f
Momento di g. moto rxv rx (I-pl) rxf
| | e I
Energia totale Up=u+— q +(I p=|)El/ o 1R
V2 e P, 9
Energia cinetica — (T-n)y fly+—divyv-—
2 P P
" q" _ P )
o —q —-——divv+—
Energia interna u b 0o p 0
’ q",¢ 1Dp
. —q e SO A Bl
Entalpia h 4 o p pDt

® Un caso, per adesso, di maggiore rilevanza prativastituito dal caso di un’interfaccia curva, disuna bolla
di vapore in un liquido, in cui la pressione altegmo e all'interno dell'interfaccia differiscono Gausa della
tensione superficiale: in questo caso per0, seossidera la pressione esterna, bisogna aggiuntgarerdia
superficiale nel bilancio.
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. -9 '
Entropia s _ Se

Tabella 2: valori delle quantitéc, J, @ da sostituire nella equazione generalizzata di
bilancio.

Modello a parametri concentrati

Nel modello a parametri concentrati si eliminandti tgli integrali supponendo che gli
integrandi siano uniformi, oppure sostituiti dakrdovalore medio integrale. Le risultanti
equazioni possono essere ricavate facilimente ¢@1p, (3.11), (3.17); esse sono gia state
utilizzate nel corso di Fisica Tecnica e Meccarg@csono riportate in dettaglio nel cap.4 del
Todreas-Kazimi. A titolo di esempio si riporta qlo I'equazione di bilancio della quantita
di moto, ottenibile dalla (3.13) per un volume mi@le che trasla (ovvero in cw non
dipende da)

mﬂzz_lzs+ >R (3.24)
che non é altro che il secondo principio della diita (la risultante delle forze esterne € pari

alla variazione della quantita di moto) come foratalnei corsi di Fisica, in altri termini
F =ma, dovekF ¢ la risultante delle forze di volume e di supeefi
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IL CASO DI FORZE DI MASSA CONSERVATIVE: LENERGIA P OTENZIALE
Qualora le forze di massa siano conservative si uoe € noto, affermare che
f'=—grady (3.25)

dovey & detteenergia potenziafe Si ha quindi che
JIf, p £ vav=-]f pvgradp ov (3.26)

ma si ha anche

pv rady = div(py v) - div(py)= div(pw_v)wg—‘t’ (3.27)

dove si e sfruttato il bilancio locale di masg%+d|v(p\_/) =0, che verra formalmente

introdotto in seguito, eq. (3.36), per trasformideecondo termine. Sostituendo ora la (3.27)
nella (3.26), sfruttando il teorema della divergere quello del trasporto, e supponendo
inoltre chey sia indipendente dal tempd /0t =0), si ottiene

[[f.pf rvav==[[[ div(owy)dv- mvw‘;_f dv=
= - JJJ, @v(pwv)av - [If, > (w)dv=

=~ §f puy nds- ] pw dvaff pu yin s

(3.28)

=~ [l,pw av=¢f pu(v-y) mas

A meno del segno, il secondo membro & un termiadogn a quello che compare a primo
membro nella (3.1), coa = Y. In particolare, il segno negativo scompare quagssn viene
trasferito a primo membro dell’equazione suddetta.

In sostanza, si pud concludere che, quafid® conservativa, la si pud considerare come
termine di sorgent@® nell'integrale di volume a secondo memhboppuresi puo aggiungere
la suaenergia potenzialal terminec a primo membro, maon ovviamente, entrambe le
cose! Questa possibilita, del resto, € nota arpadal corso di Fisica, dove nei bilanci di
energia meccanica si considera alternativamerftaza peso come una forza estemapure

si include la sua energia potenziale nell’equazione

’ Si ricorda cheenergia potenziale potenzialedifferiscono unicamente per il segno.
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LE EQUAZIONI LOCALI DI BILANCIO
Consideriamo di nuovo I'equazione di bilancio intdg nella forma (3.2)

HIV%(pC)dV+q‘355pc_\/D_ndS= fp_ 1 sff pod  (3.29)

Applicando il teorema di Green, gli integrali dipsuficie possono essere convertiti in
integrali di volume per ottenere

0 , _ '
[II, 5 eordv+[Jf diviocy)dv = [[[ div Idv+[[] p® dv (3.30)

Essendo il volum¥& arbitrario, ne segue l'uguaglianza degli integrand
%(pc) +div(pcy) =div]+p® (3.31)

dove ovviamente le quantitaJ, @ sono sempre quelle riportate nella Tab.2.
Espandendo la derivata e la divergenza a primo me&rtgnuto conto che

div(pcv)=cdiv(p V) +p vigrad c (3.32)
otteniamo
p%ﬂ[?ﬂiv(py)}py@radc: divl+pd (3.33)

Anticipiamo che, sfruttando il bilancio locale dassa, si ottiene che il termir%%+div (pv)

e identicamente nullo, vedi successiva eq.(3.36¢rtaRto la (3.33) pud essere
alternativamente espressa (ad eccezione del lilaihoiassy come

p%+p\_/ [gradc = div] +p® (3.34)

che rappresenta @rmulazione locale eulerianavvero (ricordando il legame tra derivata
euleriana e lagrangiana) come

p% =divd +p® (3.35)

che e ldorma locale lagrangiana

Bilancio locale di massa
Utilizzando la Tab.2, e sostituendo nella (3.31bilancio di massa pud essere scritto nella
forma euleriana

9P Ldiv(pv) =0 { kg } (3.36)
ot m>s

8 Per il bilancio di massa la (3.34) & una ider(®&0), a differenza della (3.31).
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da cui, espandendo la divergenza

%+yﬁgradp+p divv= 0 (3.37)

e combinando i primi due termini nella derivata en@le della densita, si ottiene la forma
lagrangiana

Dp :
—+pdivv=0 3.38
o¢ TPdivy (3.38)
In un sistema a regime, in generale dalla (3.36asi

div(pv) =0 (3.39)

Infine per un fluido incomprimibile si ha= cost, quindi, alternativamente dalla (3.36) beda
(3.38) si ottiene l'identita

divv=0 (3.40)

che e coerente con il fatto, esposto nel cap.1dohe rappresenta la velocita di dilatazione
del sistema. E’ da notare che la (3.40) e valida,fiuidi incomprimibili, anche nel caso di
moto non stazionario.

Bilancio locale di quantita di moto — Equazioni diulero e di Navier-Stokes
La formulazione generale del bilancio locale dejieantita di moto, in forma euleriana, si
ottiene sostituendo i termini dati in Tab.2 neBa3¢@)

ov . N
—+pvigradv = diviT— pl) +p f' — 3.41
p—, *PY Gradv v(I- pl) +p f [mg} (3.41)

ovvero nella corrispondente forma lagrangiana, gfigenuta nel Cap.1 come equazione
indefinita di Cauchy

) +p f' (3.42)

Dv .
—=pa=div(T- pl
P, =P2 (I-p

In entrambe le precedenti equazichirappresenta il tensore deviatorico di Cauchy.asan
che il primo termine a secondo membro pud ancheresspresso cothe

div(T - pl) = divI -gradp (3.43)

per cui, ad esempio

Dv

pD—;=—gradp+ divl +p (3.44)

L'equazione precedente mostra chiaramente a secondo membro le forze che governano il
moto di un continuo: il gradiente di pressione (e non la pressione assoluta), le forze
deviatoriche e le forze di massa.

° a secondo membro della (3.43)sia la divergenzm dénsore che il gradiente di uno scalare s@tori.
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Bisogna fare attenzione che sia la (3.41) che.k2§3ono equazioni vettoriali; in particolare,
tenendo presente la definizione di gradiente drettore data nel Cap.1, la componente lungo
x della (3.41) si scrive come

ov . N o0p
X+pvigradv, =(divid)-——+p f, '
S tPvigrady, (divIci) Pl

v, ov, . 9dv,,  0dv,) _(01,.0T, 01,) 9 p ,
p +p Vy TV +Vz - + + T3 . +pfx
ot ox Yoy 0z dx 0y 0z) 0 X

Y

e analoghe lungg e lungoz.

Bilancio di quantita di moto per un fluido ideale.

Un fluido ideale (o non viscoso, detto anche, coa lbrutta traduzione dall’inglese, inviscido)
non trasmette in nessuna condizione tensioni devthe. Pertanto il tensore deviatorico
degli sforzi,T, & identicamente nullo. Le(3.41) e (3.42) divermpartanto rispettivamente

5 %_\t_/ +pvigradv = - gradp +p f ' (fluido ideals (3.46)
Dv ' ido i
pot=—gradp +p f (fluido ideal: (3.47)

detté® ancheequazioni di Eulerpin quanto da lui derivate nel 1755.

Bilancio di quantita di moto per un fluido newton@incomprimibile: equazioni di Navier-
Stokes.
Applichiamo il bilancio di quantita di moto ad ulitio newtoniano con viscosita uniforme.
In tal caso valgono la relazione ricavata nel Capt2 esprime le componenti del tensore
deviatorico di Cauchy
2 . av, Ov. | 2 .
T, =2ud, —=u§ divv=2ud =p| —+—L |-=p9, divyv (3.48
i = 21d, ~5Hg divy=2ud “(axj axj gHo divy (3.48)

nella seconda, per ora, il termine die stato conservato per maggiore generalita. 8estib
nella (3.42) e supponendo la viscogitaniforme, si ottiene per la componemrtes. anche la
(3.45)

0
Dt ox\ dax 3 oy\dy 0x) 020z 0 x| 0 x

Semplificando le derivate e raccogliendo, con urdppazienza si ottiene

1% con poca fantasia, si potrebbe dire, dato chisiafé piena di equazioni di Eulero ...
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Dv, _ [0*v, 9%y, 0%y, .10 (dv, 0V, dv)]| o p ,
p = >+t +=— + + -— +pf,
Dt x> 0y* 07 3dx\dax 0y 0z X
- (3.50)
Dv ) 10 ,, op :
= | O, +2——(divy) |- 22 +p f
ot = T g |52 ot

Analoghe espressioni possono essere ottenute gemponenty e z, per cui infine si ha in
forma vettoriale

p% =puD?v-gradp +p f '+ %u grad(diw ) (3.51)

per un fluido incomprimibile, tenuto conto che (B.4i ha diw =0
p% =uD?v-gradp +p f (3.52)

che sono dettequazioni di Navier-Stoke$ali equazioni, come anticipato, non sono altre ¢
I'applicazione del bilancio locale di quantita dota ad un fluido incomprimibile, newtoniano
e di viscosita uniformé&:

In forma euleriana le (3.52) divengono

p%w\_/@rady =- gradp+p0°v+p f (3.53)

dove appare chiaramente la lommn-linearita presente nel termingyv[gradv. Nella

classificazione generale delle equazioni differalnzile equazioni di N-S sono pertanto
equazioni differenziali alle derivate parziali nbneari.

Le equazioni differenziali alle derivate parziali sono classificate (mediante un criterio troppo
lungo da esporre qui) in iperboliche, paraboliche, ellittiche. In particolare, le equazioni di NS
sono ellittiche nel caso stazionario (derivata rispetto al tempo nulla) e paraboliche in
condizioni transitorie. Le equazioni ellittiche descrivono fenomeni stazionari (la piu famosa e
'equazione di Laplace, %u = 0, che descrive una vasta classe di fenomeni fisici), in cui una
perturbazione locale si propaga in tutte le direzioni a velocita infinita, mentre le equazioni
paraboliche sono caratteristiche dei fenomeni diffusivi: in questo caso le perturbazioni si
propagano solo in avanti nel tempo. L'equazione di Fourier € un altro esempio di equazione
parabolica, nel caso non stazionario. Per maggiori dettagli sulla classificazione delle
equazioni differenziali si veda ad esempio il testo di Fletcher, cap.2.

Per comprendere il ruolo del termine viscoso bisogoordare, come esposto nel Cap.1, che
qguando il laplaciano &€ minore di zero la veloci#aum valore locale che é superiore alla media
dei valori circostanti: in questo caso la diffugodi quantitad di moto tende a rallentare il
fluido; il contrario avviene, ovviamente, quanddagblaciano € maggiore di zero, e la velocita
locale é inferiore alla media delle velocita citemsi. In altri termini, la diffusione viscosa

1 Sul termine “equazioni di N-S” c’@ in realta un’ pbambiguita da testo a testo: alcuni attribuiszdale nome
semplicemente al bilancio di g.d.m. per un fluidewtoniano. Le forme intermedie (fluido newtoniano
comprimibile, fluido newtoniano comprimibile consepsita variabile) sono riportate nel Cap.4 del r€ed
Kazimi.
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tende ad uniformare la velocita nel continuo, agahente a come la diffusione termica tende
ad uniformare la temperatura.

[l contributo della pressione idrostatica nelle egioni di NS.
Consideriamo I'equazione di bilancio della g.d.nn pe fluido soggetto alla forza peso, con
I'assez diretto verso l'alto, ovveré =-g k

p%—\f +pvigradv =— gradp+ divlT —p gk (3.54)

Essendo la forza peso conservativa possiamo seriver
f'=—grad@ z) (3.55)

dove¢ = gzrappresenta I'energia potenziale; sostituendar{dlb4)

ov .
—+pvigradv =— gradp+ divl — rad¢ z
P pvigradv =- gradp+ divT -p gradg z ¥ (3.56)

=—gradp+ divl - grad¢ g z } gz grad

Se la densita del fluido & uniforme, 'ultimo termaié nullo e il termine della forza di massa
puo essere conglobato col gradiente di pressionavese

p2Y +pylgrady = gradp + AT, p* prp 9= PPY(E5)

Si vede che la suddetta equazione ammette una@wdulzanale per = 0, ovvero
gradp '=0 -~ p=p-pP9z (3.58)

che é la ben nota espressione della legge di Stedgimuesto si evince che (in caso di densita
costante) la forza peso e in grado di produrre sobbdistribuzione idrostatica di pressione e
che il moto del fluido, come mostrato dalla (3.57)governato solo dall’eccesso di pressione
(o meglio, del suo gradiente) rispetto al valom@stiatico, come se la forza peso non esistesse.
Piu precisamente, questa conclusione e valida goémdo le condizioni al contorno del
sistema non specificano la pressione.

Si puo anche capire che la stessa conclusionepealgualunque forza conservativa, ovvero
esprimibile tramite un gradiente, incluse quellsantdaughe ed elettrostatiche, purche le
proprieta del fluido siano uniformi. Nel caso ineedi proprieta non uniformi rimane nella
equazione anche l'ultimo termine della (3.56) cloatiene il gradiente della densita ed é
responsabile, ad esempio, dei moti di convezioneraig™.

| moti geostrofici.

Da un esame delle (3.52), si vede come nei motiimatimdalle differenze di pressione, il
fluido tenda a muoversi in direzione dei gradightpressione. Una importante eccezione e
costituita dalla circolazione atmosferisa larga scalabasta infatti osservare in televisione
un bollettino meteorologico per constatare chealrcaso i venti si orientano nella direzione

12 Si ricorda che il fluido subisce moti di convezonaturale quando la sua densita varia con la ternpa, il
che provoca lo spostamento verso l'alto delle mghrfiuido meno dense.
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delle isobare, e non perpendicolarmente ad esse.

La ragione di questo comportamento, a prima vistpiegabile, va ricercata nella non
inerzialita del sistema di riferimento della terdmyvuta alla sua rotazione. In tale sistema di
riferimento, ruotante con velocita angol&esi puo scrivere, in termini di velocita relatie

p{%“!_lx(gxmﬂgxw} =uO’w-gradp+p f (3.59)

dove a primo membro compaiono nell'ordine I'accat@one centrifuga e I'accelerazione di
Coriolis™®.
In caso stazionario si ha quindi, dividendo per

wigradw = -Qx @x 1) R xw+vI’w-= gradpp f (3.60)

o _
Come e noto, la forza centrifuga € conservativaretgia potenziale é data da
Qx(@xr) =~ graa(— S j (3.61)

dover’ é la distanza dall’asse di rotazione, quindi, cdat® in precedenza per la pressione
idrostatica, la possiamo conglobare insieme allezafopeso nel termine di pressione
considerando una pressione modifitata

p'= p—%sz r’+pgz (3.62)

Quindi anche il termine centrifugo, analogamentpianto gia visto nel paragrafo precedente
per la forza peso, non da contributo al moto, nea cmicamente una distribuzione statica di
pressione. Sempre nel caso della rotazione tezrestdella circolazione atmosferica, si
potrebbe mostrate che il contributo del termine inerziale e di quoelliscoso & piccolo
(almeno non troppo vicino al suolo, per quantoargia quest’ultimo), per cui si ha alla fine

2QxwW = —%gradp (3.63)

Essendo la forza di Coriolis perpendicolan,ai deduce che anche gnaidé perpendicolare
aw; per cuiw € parallelo alle linee isobare (per definizioneppadicolari a grag’) e quindi,

in definitiva, su larga scala il vento si muovelirezione parallela alle isobare, come mostrato
nei bollettini meteorologici. Questo tipo di motdyminato dalla forza di Coriolis, prende il
nome dimoto geostrofice ha luogo ad un’altezza sufficiente dal terreawwero al di fuori

13 Gaspard Gustave de Coriolis, 1792 — 1843, & ritordoprattutto per la forza che prende il suo n@pparsa
nell’articolo del 1835 Sur les équations du mouvement relatif des systdmesrps. Insegnd meccanica nelle
maggiori ecolesfrancesi, collaborando con Navier, Poncelet e ®auBi occupo di meccanica e matematica
applicata, ed a lui si deve anche lintroduzionétdamini “lavoro” ed “energia cinetica” nella loraccezione
attuale. Il suo nome é tra quelli incisi sulla &fFiffel.

14 Sj potrebbe anche verificare che l'acceleraziommtrifuga, all’equatore, vale al massimo lo 0.3%
dell'accelerazione di gravita.

13 Sj veda il testo di Tritton, cap.16.
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del cosiddettgplanetary boundary layefp.b.l) che si estende in media fino a 600 m dals
(questo valore dipende anche dalle condizioni meteo

Dalla (3.63) si pud anche verificare, con un po’ di esercizio sui prodotti vettoriali, che
nell’emisfero boreale la circolazione attorno ad un’area di alta pressione deve essere oraria
(anticiclonica, secondo la terminologia meteo) e quella attorno ad un’area di bassa
pressione, invece, antioraria (ciclonica). L'opposto accade nell'emisfero australe: dove si
dice che anche I'acqua nei vortici dei lavandini ruoti in direzione oppostal!

ESEMPIO 3.4 — Circolazione atmosferica.
Stimare il valore della velocita del vento indotta da un vortice ciclonico con gradiente medio
di 20 mbar su 1000 km, alla latitudine di © = 45°.

Dalla Eq.(3.63), si ottiene, passando ai moduli

gradp
2pQ sin®
La velocita di rotazione terrestre vdde= 21786400 = 7.2¥10° rad/s, il gradiente di pressione
in unita Sl & pari a 21.0° Pa/m, per cui, assumende 1.22 kg/m, si haw 016 m/s.
Tale velocita (corrispondente a circa 50 km/h)egifica approssimativamente in quota e non
a livello suolo, dove il moto del vento é ralleotatagli effetti viscosi. A rigore, questo
richiederebbe anche una piccola correzione delr@alo densita, inopportuna per una stima

cosi grossolana.
a

Bilanci locali di energia
In accordo con la tabella 2, il bilancio locale afiergia totale puo essere scritto, in forma
euleriana, come

O oy tgrady, = dif (I- pt)v- "] +[ gpdf]  (3.64)

pat

ovvero nella corrispondente forma lagrangiana

Du, _ div[(l— pt) [y—g"] +[ gr+pVOf] (3.65)

th

E’ opportuno ricordare che il termine di flussontéxo g” vi appare con segno negativo in
guanto il suo contributo aumenta I'energia quansleoe2 entrante, ovvero diretto in senso
contrario an. Il secondo membro puo essere facilmente riaregogiella forma

p %Lio =-divg" + q"+ div[('zl'— ID_I) E_TV}L vp f (3.66)

dove appare piu chiarmente la distinzione tra mier “termici” (i primi due) e quelli
“meccanici” (i rimanenti). Le unita sono WinNel seguito verranno ricavate alcune forme di
bilanci parziali di energia, limitandosi alla formacale per non appesantire troppo la
trattazione simbolica. Naturalmente & possibilavece i bilanci suddetti anche in forma
integrale, sostituendo gli appropriati valoricdd e @ (v. tab.2) nelle (3.1), (3.2) e (3.3).

P. Di Marco - Appunti ed Esercizi di Termofluidodmica Applicata 3-20



Cap. 3. — Le Equazioni di Bilancio

Equazione dell’energia cinetica (o0 energia meccaic
Moltiplicando scalarmente perl’equazione di bilancio locale della quantita dotay, (3.42),
si ottiene

pv D\f =-vigrad p+ vldivT + vp f

D (V2 - | (3.67)
pa(zj =-v(gradp+ vIdivT + vip f
si ha che
-v[gradp =- div( pv)+ pdiv.v (3.68)
ed inoltre si pud dimostrare cfie
vidivT = div(vT)- D: T= div( vIT)-¢ (3.69)

dove il termineq):Q:'I:' che rappresenta la potenza delle forze dissipaéivdetto anche
potenza dello stresSostitituendo le (3.68) e (3.69) nella (3.67)tsiene

p%(v_zz}‘div(pyh poliv v+div ( vIIT)=¢ + vp f (3.70)

oppure, raccogliendo i termini, in forma piu cargani

p%(v_zzjzdiv[(l‘ pl) v |+ pdiv v-¢ + vip f (3.71)

Equazione dell’energia termica
Sottraendo la (3.70) dalla (3.66) si ottiene i&bdio di energia termica

p% =-divg" + g"- pdiv v+ ¢ (3.72)

E’ opportuno notare che il termine di dissipazignehe non compare nel bilancio di energia
totale(3.66), compare invece a sottrarre nel bitadcenergia meccanica (3.70) ed a sommare
in quello di energia termica (3.72). Si puo vesdfie, con un po’ di pazienza, ched positivo
per un fluido newtoniano; piu in generale, consad@ni legate al secondo principio della
termodinamica portano a concludere che tale teradve sempre essere positivo (o al limite
nullo) qualunque sia il modello costituitivo addttain quanto le forze dissipative non
possono che portare alla distruzione di energiecareéca ed incremento di quella termica.

Il terminep div v, (che non é altro che il lavoro reversibile dathizione per unita di tempo!)
rappresenta invece la conversione reversibile drgega termica in energia meccanica e
viceversa.

18y, ad esempioWhitaker, p.233.
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Equazione di bilancio dell’entalpia
Eliminiamo il terminep div v dalla (3.72) sfruttando il bilancio di massa (3.8®ltiplicato

perp/p

PDP, Hdivv=0 (3.73)
p Dt
ottenendo
Du pDp -
—-————=-divgq" + gq"+ 3.74
Dt p Dt q"+q"+ ¢ (3.74)
tenendo conto che
02 (P|-_PDp Dp (3.75)
Dt{p p Dt Dt
e sostituendo nella (3.74) la precedente e I'ergatiefinita come € noto da
h=u+P (3.76)
P

con alcuni facili passaggi si ottiene infine

Dh D(p) Dp L, am
—+p—| = |——F=—div + +
th th(pj Dt grrare
(3.77)
Dh . Dp
— =—divg"+ "+ ¢ +—
th d a"+o Dt

che risulta particolarmente utile in caso di sistewobari.

In particolare, da essa si nbtahe in un sistema isobaro, reversibile e con gei@me interna
nulla (ovvero /Dt = ¢ = g™ = 0) il calore scambiato € pari alla variazionesdialpia del
sistema, risultato noto dalla Fisica Tecnica.

Riassumendo, le (3.66), (3.71), (3.72), (3.77) costituiscono le quattro forme di bilancio
energetico che ci serviranno nelle applicazioni. Esse possono essere derivate dalla forma
generale (3.34) o (3.35) sostituendovi le quantita ¢, J e ® riportate in Tab.2.

Generalizzazione dell’equazione di Fourier
Sostituendo nella (3.77) I'espressione dell’entalper sostanze monofase bivarianti, riportata
nel Cap 2,dh=c, dT+[(1-BT)/p] d, € possibile far comparire direttamente la tenpeaa

DT l_BT D p M n 1] D p
C + =—divg"+ "+ ¢ +—— 3.78
p{ Dt p Dt} gra+e Dt (3.78)

Considerando inoltre il flusso termico come unicateeconduttivo e dato dal postulato di

7l risultato & ancora pitl evidente utilizzandddemulazione integrale.
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Fourier per materiali omogenei ed isotrop, € -A gradT) si ottiene

pCp%= div(AgradT )+ g™+ ¢ +B T% (3.79)

Infine per un fluido stagnantg € 0,¢ = 0) si ottiene

pcp‘;—I: div (A gradT )+ q"+B T% (3.80)

che generalizza I'equazione di Fourier. In parace) la forma ricavata nel cap.2 non e valida
solo per sistemi incomprimibiliBEQ), ma anche per sistemi comprimibdobari. In questo
caso il valore corretto del calore specifico daadurre ec,. E’ appena il caso di ricordare
che, se\ & indipendente dalla temperatudiy (A gradT )=A0°T.

Applicazione: bilancio locale ed integrale di eniargermica in un condotto cilindrico a

regime

Si consideri un condotto cilindrico a pareti figgen necessariamente circolare) in cui scorre
un fluido incomprimibile con portata, in condizioni di regime; sian®; e A, le sezioni di
ingresso e di uscita (ovviamerfig=Ay).

Scriviamo il bilancio di entalpia nel caso stazioman forma integrale, a partire dalla (3.2)
con i dati di Tab.2

ppohvinds=¢p - d0m S [[] ( &r¢+ Wrad pd'  (3.81)

Supponiamo inoltre, per semplicita, nulle o traabilr la generazione termica volumetrica,
g”, la dissipazione viscosa) e la caduta di pressione grad(considerando quindi un
deflussasobarg ottenendo

@Sp hvhdS= quSs—_q'D_rd < (3.82)

Trascuriamo adesso il contributo del flusso termatmaverso le aperture di ingresso e di
uscita; questa ipotesi e perfettamente lecita #anal caso che il fluido sia un buon
conduttore termico (es. un metallo liquido). Siduandi, dettaA_ la superficie laterale del
condotto,

J-LgphvdA—'UAp hvdA=—_“'AL d'd A (3.83)
e sostituendo anche all’entalpia il suo valore medettoentalpia di miscel¥

_ J'J'AphvdA_ J'J'Ap hvd A
C[Levan

Si puo ottenere

(3.84)

18| termine deriva dal fatto che questa sarebhbetalpia posseduta dal fluido se lo si versasseatadotto in un
contenitore e lo si mescolasse fino a fargli assarpeoprieta uniformi.
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m(h,, =) == ], ddAw (3.85)

E’ da notare esplicitamente che i valori medi adottati per h e v conservano il flusso di
entalpia attraverso gli ingressi e le uscite. La (3.85) conserva la sua validita anche nel caso
di un condotto a sezione variabile.

Se consideriamo uno spezzone infinitesimo di cdodati lunghezza z il cui perimetro
riscaldato &, la (3.85) si riduce a

mdh,=-q'dA=-d pd :

_dh,

m =
dz

(3.86)

“q R

Infine, per un fluidomonofasesi puo sfruttare la relazionend:= ¢, dT + (1-BT)/p dp per
trasformare la precedente in

o] 6 G+ DELEE g, @

dove si é tenuto conto che il sistema e isobapo=@) e laT,, dettatemperatura di miscela
corrisponde all’entalpia di miscelg, data nella (3.84), oppure e definita da

T - ”ApcpTvdA:”Ap G Tw/
" J'J'Ap c, vdA mc,

Assegnato un opportuno valore della temperaturaindresso, la (3.87) permette di
determinare 'andamento della temperatura medimidcela lungo I'asse un condotto, noto
guello del flusso termico. La (3.86) e la sua formgegrale, (3.85), costituiscono le due
equazioni maggiormente usate per lo studio delondio termico nei condotti.

Nel caso invece si abbia a che fare con un flbifese si ha

h=h, +x(h - h)=h+ xh (3.89)

e dato che in condizioni isobare le entalpie dglitio e del vapore saturo si mantengono
costanti

(3.88)

dh, = h,dx (3.90)

per cui la (3.86) diviene:
dx
mh,—=-d' 3.91
Ny, =4 R (3.91)

Nel caso che il condotto sia costituito da una prima sezione monofase seguita da una in
saturazione (come accade nei generatori di vapore, dove il liquido viene prima riscaldato fino
alla temperatura di saturazione e quindi evapora) occorre studiare il condotto in due sezioni
distinte, separate alla quota (altezza bollente) in cui il liquido diviene saturo.
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L’'EQUAZIONE DI BERNOULLI

In questo paragrafo cercheremo di dare una vigi@m@ramica sul problema della ricerca di
un invariante (ovvero, di una quantitd che si neargticostante) del mostazionarid® di un
fluido, cercando di limitare al minimo le ipoteseaessarie, e analizzeremo alcuni casi
particolari.

Tale invariante comparve per la prima volta in tattato, Hydrodynamica pubblicato da
Daniel Bernoulli (1700-1782) nel 1738, e origina ldail suo nome; probabilmente pero
poche equazioni della fluidodinamica sono stat®rtgie nei testi successivi in maniera
altrettanto multiforme dell’equazione di Bernoulli.

Daniel Bernoulli era solo uno degli esponenti di una famiglia di matematici di origine belga
trasferiti in Svizzera, che annovera tra i piu illustri anche suo zio Jacob (1654-1705) e suo
padre Johann (1667-1748). | tre dettero contributi fondamentali sia in matematica che in
fisica. Si trattava certamente di una famiglia geniale, ma non molto unita: Jacob e Johann
furono sempre in cattivi rapporti ed invidiosi I'uno dell’altro; Johann fu sempre geloso dei
successi del figlio, e nel 1739 pubblico anche lui un trattato di fluidodinamica, Hydraulica,
predatandolo falsamente al 1732 in modo da attribuirsene I'originalita. Le indagini storiche
hanno restituito i meriti a Daniel: non € esclusa comunque una sua cooperazione con il
padre nei tempi in cui erano ancora in buoni rapporti.

Dal bilancio locale di quantita motio caso stazionario, per fluido non viscoso e fodze
massa conservativa ha

p(v@radv)=- gradp-p grag (3.92)

Sfruttando la identita vettoriale

v B‘gradyzé grad/ — vx rotv (3.93)
e sostituendo nella (3.92) introducendo la vogidt=rotv, si ha

gradp+p gradp+p gra@%vzj:pyxg (3.94)
ovVvero

1 1

—gradp+ grac{w +§v2):y><z (3.95)

o bl

Sono a questo punto necessarie alcune considerazilbentropia, che pud essere espressa
tramite la relazione di Gibbs

Tds=dh—% dp (3.96)

Quindi per un fluido di composizione omogenea s poche affermare che

19 Esistono infatti anche formulazioni dell'equaziatiBernoulli per moti non stazionari.
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T grads= grach—1 gradp (3.97)
p
ed eliminando il termine p/gradp tra la (3.95) e la (3.97)
P,V . . ) _
grad U+E+E+llJ =gracH =T grad+ vx( (3.98)

che fu ottenuta da Crocdmel 1937. Quindi nelle ipotesi seguenti
* moto e isoentropico, 0 piu propriamepta@oentropicograds = 0;
* il moto é stazionario;

si puo concludere che

gradH = v x{ (3.99)

ovvero la quantitdd € uninvariante del motee si mantiene costante sulle linee di flusso o
sulle linee di vorticita. Infatti, detta un generico versore parallelv @ ¢, e ricordando che il
prodotto triplo € nullo quando due vettori sonoatlali, si ha

%—H:gradH =vx([a=C (3.100)
a S

Si puo dimostrare che l'insieme combinato di lirBeflusso e di vorticita costituisce una
superficie, dettauperficie di Lampsulla quale la quantitd &€ costante.
Inoltre, nel caso (non infrequente) che il motoisiatazionale, ovverg=0,

gradH = gra(Eu +£+§+UJ j: ( (3.101)

si ha cheH & uniforme in tutto il fluido

Generalizzazione al moto instazionario
In un caso piu generale (v. App.3.1) si puo dinastrche, anche nel caso di moto non
stazionario, se

» il fluido € inviscido e non conduttore, (3.132)yyero il moto € omoentropico);

* |e forze di massa ammettono un potenziale indipetedgal tempody /ot =0);

* il campo di pressione e stazionarap(dt =0);
allora si ha
D p .V _DH

E(LH-E-FEHDJ_E: (3102)

La suddetta equazione affronta il problema dal pultvista lagrangiano e ci dice che, nelle
ipotesi fatte, la quantitd si mantiene costante lungo un cammino materiale.
In pratica, quanddd e costante la somma dell’energia interna, cingtpztenziale e di

% Gaetano Arturo Crocco (1877 — 1968), docente eng@to, pioniere italiano dell'aviazione e della
propulsione a razzo, fondatore nel 1926 della Scdblngegneria Aeronautica presso I'Universitidima.
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pressione si mantiene costante, e I'energia topalsseduta dal fluido si “trasferisce”
semplicemente da una forma all’altra, ad esempioementando la velocita a spese della
pressione (oppure dell’energia interna, e quindademperatura).

Le espressioni sopra ottenweno indipendenti dalla natura del fluidgediamo nel seguito
alcuni casi particolari della (3.99).

Moto stazionario di un fluido incomprimibile
In questo caso si ha grad= 0, come si evince dall’equazione di bilancio’dakrgia termica
scritta nelle ipotesi sin qui adottate, e in paftace per moto stazionaridu/odt =0

p%:p(y [Gradu) =- divg™ g"- pdiv_v+$=0 (3.103)

per cui la (3.99) si riconduce alla forma
v p_
gra 3+w+5 =vx{ (3.104)

che del resto e ottenibile anche direttamente ¢al&b) corp = cost.

Come mostrato nel successivo paragrafo sull'equazione di vorticita, la (3.104) € anche
ottenibile direttamente dall’equazione di quantita di moto (3.44) supponendo il fuido ideale e
p = cost. Questa e la forma piu vicina alla derivazione originale di Bernoulli ed € anche
guella che useremo piu di frequente nel seguito.

Come visione alternativa, la (3.44) mostra che p/p pud essere considerato l'energia
potenziale di una forza conservativa, la forza di pressione: la (3.104) stabilisce che (nelle
ipotesi assunte) sulle superfici di Lamb I'energia cinetica, I'energia della forza di pressione e
quella delle forze di massa hanno somma costante.

Moto stazionario di un gas ideale coR & cost
In questo caso valgono le note relazioni per iligaale

c
o, =Y y=%e  Popy (3.105)
y-1 G p
e inoltre si puo scrivere
dh=c,dT="Y.q7=—Y_¢P (3.106)
y-1 y-1p
Sostituendo nella (3.99) si ha
gradH = gra<ELE +ﬁ+q1 J:\_/xz (3.107)
(y-Dp 2 -

Si puo inoltre notare che per il gas ideale la eitdodel suono é data dﬁ=yRT=y£, per
P
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cui la precedente talvolta si trova riformulataenmini di velocita del suono

dH cE ¢ LV j Z (3.108)
radH = gra +—+ |=V X :
g grad 5t 5 |y

L’equazione di Bernoulli generalizzata
L’equazione di Bernoulli generalizzata é stataddtitta in Fisica Tecnica per studiare il moto
nei condotti, ed in particolare determinare la ¢adl pressione ai capi di una tubazione o la
prevalenza della pompa necessaria in un circuigtteD1 e 2 le sezioni di estremita del
circuito, essa si scrive tradizionalmente nellafar

aYTVi (g4 TR m 3.109

2g Hzma)r h [m] (3.109)

Dove z € la quota della sezione sul piano di rferto,h’ rappresenta larevalenza della
pompae h, le perdite di carico Sul terminea’ torneremo nel seguito del paragrafo. Pur
avendo a comune con I'equazione di Bernoulli printeodotta la forma del primo termine
(anche se in questo caso si considera solo il patendella forza di gravita), si puo vedere
che essa € ricavata sotto ipotesi diverse (in qudatie in questo caso il moto non é
necessariamente reversibile) e discende direttardaitbilancio integrale di energia cinetica
di un fluido incomprimibile. Infatti dal bilancimtegrale di energia cineticain caso di moto
stazionario e fluido incomprimibile, avendo consate solo la forza di massa dovuta alla
gravita e avendola sostituita con la sua enerdgienaale, gz, si ha

@sp(v_zzwzj(ﬁﬁ) ds=4p (- p)Ownd sfffod " (3.110)

Si porta a primo membro la pressione, si suppongotir sostituire la velocita con il suo
valore medio di portata e si nota che gli integdilisuperficie sono non nulli solo sulle
aperture di ingresso e di uscita o sulle pareti ingRy); trascurando il contributo delle
tensioni deviatoriche sulle aperttfrsi ha quindi

N (—+gz+5pj(an daff, (fJ, g}ppj(_\m]d A

=[], Ivh ds- &

(3.111)

dove conE,_si & indicata la dissipazione viscosa volumetricarimo termine a secondo

diss
membro rappresenta la potenza erogata (o assadbita)superfici mobili di eventuali organi
promotori del moto (pompe o turbine) e si indica ¥4 IN conclusione si pud affermare

1,2
mz(azvz-+gzz+%J_ m(az\f + gzt J Wear ESS (3_112)

1 Eq.(3.2) con le grandezze specificate in Tab.2.
“2 tale contributo sarebbe al piti quello dovuto aienponente deviatorica della pressione, che siferstaisolo
in caso di significativi gradienti di velocita lundlasse del condotto.
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Dove il terminea’ € il fattore correttivo che tiene conto dellafdienza tra la il cubo della
velocita media di portata e la velocita cubica ragttattato nel par{ancora da scriverg.

” p— dA B ”AlpvdA

. v=tA (3.113)
p?'ol PA

Tale fattore correttivo € molto prossimo ad 1 resadi moto turbolento, e vale invece 2 nel
caso di moto laminare in condotti circolari. Notanche a regime la portata in ingresso e
uguale a quella di uscita, si puo raccogliere ldgta e dividere per la portata in pesog,

(riportando cosi il bilancio a energia per unitgpeso, ovvero metri) ottenendo

a V2 P, _ alvf V!hear Eilss— ﬂ =
( Y j( +21+pg) mg mg T+ [N/S m}(3.114)

che coincide appunto con la (3.109).

L'equazione generalizzata di Bernoulli non e quindi altro che un bilancio di energia
meccanica per unita di peso per il moto stazionario di un fluido incomprimibile.

In un certo senso, la (3.114) puo essere consaddrabmplemento del bilancio di energia

termica nel condotto, Eq.(3.85), anche se sotttegpdievemente diverse. In particolare, la

dissipazione viscosa viene trascurata nella (31&)on nella (3.114): non e detto che questo
porti automaticamente a gravi errori, in quanto @ non e trascurabile in una equazione
puo tranquillamente esserlo nellaltra. Le due e@qua vengono spesso usate in

contemporanea per calcolare la caduta di pressidaesariazione di entalpia in un condotto,

nell'ipotesi che quest’'ultima non sia influenzatdla dissipazione viscosa.

Se la dissipazione viscosa non fosse trascurabile ai fini termici, non é difficile aggiungere il
suo contributo nella (3.85). Questo e il caso dei condotti adiabatici, in cui il fluido circolante si
riscalda per effetto della dissipazione viscosa: ad esempio, i reattori nucleari vengono portati
dalla condizione di arresto freddo a quella di arresto caldo semplicemente facendo circolare
il fluido nei condotti tramite I'azionamento delle pompe (ma in questo caso il sistema non é -
€ non puo essere - in condizioni stazionarie). La dissipazione viscosa puo giocare un ruolo
non trascurabile anche nel flusso in microcanali.
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L’EQUAZIONE DI VORTICITA

E’ necessario dare un breve cenno anche sull’egoeai vorticita, largamente utilizzata in
aerodinamica. Si parte in questo caso dalle equiazio Navier-Stokes (assumendo cosi
implicitamente che il fluido sia incomprimibile ewtoniano) in cui si suppongono lerze di
massa conservatiy@ quindi, irrotazionali)

p%:p(% tVv []gradyj: — gradp+p0°v-p grag (3.115)
e si sfrutta nuovamente l'identita (3.93) per sostitwifgradv e ottenere

ﬂ—\_/)({:—grad(_p+w+ﬁj+u|:|2y (3116)
ot - p 2

doveuv = /p € la viscosita cinematica.
Per un moto stazionario e non viscoso, la (3.116) restituisce I'equazione di Bernoulli, (3.104).

Si fa a questo punto il rotore di entrambi i membdordando che il moto € incomprimibile
(div v = 0), il rotore di un gradiente e identicamentéda(rot gradc = 0) e la divergenza del
rotore é identicamente nulla (ddv= 0), per ottenere con alcuni passaggi la nuouazagne
vettoriale

bl

- = { [radv + v 0% (3.117)

da cui si vede che in un sistema lagrangiano, @eliquindi con la particella, la variazione di
vorticita & dovuta a due cause: la diffusione diticitd dovuta alla viscositau(1°C ) e

riaggiustamento di vorticita dovuto al cambio dinfa (¢ [gradv ).

Il cambio di forma & associato cosiddetti ai fenomeni di vortex twisting e vortex stretching
(vedi il testo di Tritton, sez.6.6): in estrema sintesi, quando un volume di fluido in rotazione si
allunga (stretching), riducendo il suo momento di inerzia, la conservazione del momento
della quantita di moto richiede che la velocita di rotazione aumenti (e il fenomeno per cui una
pattinatrice fa le piroette dandosi lo slancio e raccogliendo le braccia). Analoghe variazioni di
vorticita sono indotte dal “ripiegamento” del volume (twisting).

Il termine { [gradv € sicuramente nullo nel caso di moto piano o Essimetrico: infatti, in

questo caso, la vorticita &€ perpendicolare al praeatre il gradiente della velocita giace su di
esso. Una implicazione notevole della (3.117) & ché&ali moti, nel caso dassenza di forze
viscose e forze rotaziond vorticitasi conserva

Dalla (3.117) si pud anche intuire, sebbene noorogamente, chen moto inizialmente
irrotazionale rimane tale in assenza di forze vz rotazionaliuna prova piu rigorosa si
puo ottenere dal teorema di Kelvin, v. Tritton dap.

Bisogna infine aggiungere che, in talune condizianche i gradienti di temperatura possono
creare vorticita, come accade nel caso della coonenaturale (v. Tritton, cap.14).
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IL MOTO TURBOLENTO

Fenomenologia del moto turbolento

Metodi di approccio alla turbolenza
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LA FUNZIONE DI CORRENTE
Consideriamo I'equazione di continuita per il mptano {=0) di un fluido incomprimibile

ov
divy=2Y%+ 2% _ g (3.118)
ox 0y
Consideriamo ora una funzione, ddttazione di corrent& [m?%s], tale che
ow
Vv, :6_
y (3.119)
__o¥
Yoo0x

Si puo verificare che se rispetta le (3.119), I'equazione di continuita wWoaaticamente
verificata; infatti

. dv, 0V, W Y _
divv= + -

= = (3.120)
OX 0y 0yox 0xy

Proprieta della funzione di corrente
Oltre a verificare I'equazione di continuitd, lanfione di corrente gode di due ulteriori
proprieta notevoli,illustrate nel seguito.

1) La funzione di corrente é costante sulle linedwdido.
Infatti si ricorda che I'equazione di una linedldsso, introdotta nel cap.1, e data da
dx _dy

—=— > v, dx-v,dy=0 (3.121)
vV, oV,
d’altra parte si ha
dw dw
d¥W=——dx+—dy=-v, dx+ ¢ d 3.122
I dy y=-Vy, v dy ( )

e confrontando le due espressioni si ottiene ¢he @ su una linea di flusso.

2) La portata volumetrica di fluido che scorre tra dlieee di corrente e data dalla
differenza dei valori della funzione sulle lineesste.

Infatti, considerando due linee di corrente distamt infinitesimo e dettag la portata
volumetrica si ha, con riferimento alla Fig.3.1

dq:vxdy—vydxzd—wdy+d—Lpdxzo‘lJ (3.123)
dy dx

e integrando
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q= jjzdw: W, -, (3.124)

3) La velocita media del fluido € piu alta nelle regian cui le linee di corrente si
addensano.

Infatti, considerando un insieme di linee di coteecorrispondenti ad incrementi costanti di
W, la portata volumetrica che scorre tra due lirm#igue € costante, in forza della precedente
osservazione 2); pertanto, dove le linee si avainine la sezione di passaggio decresce, la
velocita media del fluido deve aumentare.

Figura 3.1: Portata volumetrica tra due linee di corrente.

E’ da notare che la funzione di corrente e defiailger qualunque moto bidimensionale

incomprimibile indipendentemente dalle altre proprieta del nfetbin particolare che sia o

meno irrotazionale) e dalle proprieta del fluidoirfeparticolare dal fatto che sia viscoso o
meno). Nel seguito vengono date le espressioroandinate cilindriche e sferiche.

Funzione di corrente in coordinate cilindriche eesfiche
La funzione di corrente e definibile anche per nbadimensionali in coordinate cilindriche e
sferiche, come risulta nel seguito ed é facilmestéicabile.

Coordinate cilindriche (1)
Equazione di continuita

divy=29 (ry )+ 29V B g (3.125)
ror r 09
Funzione di corrente
_1o¥
rov (3.126)
__o¥
> oar

Coordinate sferiche ()
Equazione di continuita
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. 10 1 0 )
divv=——(r?v )+ — (v, sing)+ ~— ¢ -0 (3.127
- rzar( ’) r:sinf)aﬁ(‘9 ) r_sing ( )
Funzione di corrente
1 ov¥
Vi :rzsinﬁﬁ
(3.128)
1 v
Vg =————
rsind or
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APPENDICE 3.1 — Invariante del moto in un caso piu  generale.
Consideriamo I'equazione locale di continuita

Dp .

—+pdivv=0 3.129

o¢ TPV ( )
e I'equazione locale di bilancio dell’energia tetal

0 [E;O = —div "+ q"+div (TD) ~div( py -+ Vp ! (3.130)

supponiamo inoltre che le forze di massa ammettampotenziale indipendente dal tempo,
(og/at =0) per cui

f'=—gradp - vipf ‘=—pyEgrad|J=—p% (3.131)

e che il fluido sia non viscoso e non conduttoreeoo
IT=g"=q"=0 (3.132)

guest’ultima ipotesi equivale ad ipotizzare chedto siaisoentropico
Nelle ipotesi suddette la (3.130) diviene

p%(u+v—22+ wj: —div(pv) (3.133)

D’altra parte, sfruttando la (3.129), si puo sarevehe

div(pVv)= pdiv( )+ vigrad p= —§%+_\Dgrad =

(3.134)
_PDp Dp_dp_ f pCp 1Dp) dp_ ) Df p|_0r
p Dt Dt ot p>Dt pDt) ot Dtlp) ot
da cui ponend@p/dt =0 si ha infine
R(u+£+ﬁ+wj:—D(H):O (3135)
Dt p 2 Dt

La suddetta equazione ci dice che , in assenzesipdzione e flussi termici, la quanti&e
un invariante del motcee si mantiene costante lungo un cammino matemlato di vista
lagrangiano), ovvero la particella mantiene costdat somma della sua energia interna,
cinetica, potenziale e di pressione “trasferendwiglicemente energia da una forma all’altra,
ad esempio incrementando la sua velocita a spdisepdessione (oppure dell’energia interna,
e quindi della temperatura). Le ipotesi in base allali la (3.135) e stata ottenuta sono:

* il fluido & non viscoso e non conduttore, (3.13@yyvero il moto & isoentropico);

* le forze di massa ammettono un potenziale indipetedgal tempody /ot =0);

* il campo di pressione é stazionarap(dt =0).
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APPENDICE 3.2 — Andamento della pressione lungo le  linee di flusso.

In questa appendice ci proponiamo di determinarat@zioni di pressione in un sistema di
riferimento solidale con le linee di flusso. A fade, data una linea di flusso, consideriamo il
sistema di riferimento costituito da
» il versore tangenzialg parallelo alla streamline ed orientato in dire2alel moto,
« il versore normalen, perpendicolare alla streamline e giacente nel gaoo di
curvatura, orientato verso il centro di curvatura,
» il versore binormald, perpendicolare ai due precedenti e orentato siectanregola
della mano destra (ovvelo=t xn).
Ovviamente in tale sistema di riferimento I'unicanmgonente di velocita non nulla € quella
tangenziale, ovvero

v=v , vy=0 , y=0 (3.136)
Le componenti della vorticita valgono (verificariohiede un po’ di pazienza, v. Panton)
ov v 0V
=vtlfott = = 3.137
¢ =viliott = 3b “ R 7an ( )

doveR ¢ il raggio di curvatura della streamline.
Ripartiamo dall’equazione (3.116), per un motoisiaario, rielaborata come segue

gradH =vx{+ 0%

3.138
H :£+w+ﬁ ( )
p 2
Ovvero, ricordando che nel caso di moto incompril@ib 0%y =— urot¢
gradH =vx{ - rot{ (3.139)

Proiettiamo ora la (3.139) nelle tre direzioni seitie, tenendo conto che, in forza delle
(3.136) e (3.137) e della definizione di prodotétteriale, le componenti dvx{ sono

(Mxé)tzo , (yxé)n:—vﬁ+v% , (yxé)bzv% (3.140)

In direzione tangenziale si Hal¥x{ = 0, dato che ev sono paralleli; per cui

oH =-vrot{ @ (3.141)

ot =

quindi lungo le streamlines le uniche variazionHdsono dovute alla viscosita (che puo sia
incrementare che decrementafe Perv = 0 la (3.141) restituisce la equazione di Berhoul
lungo una streamline, Eq.(3.100).

La componente lungo vale
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2
a_H :_V_+i ﬁ + Urotz @ (3142)
on R onl 2 =
e rielaborando si ha
i(£+wj:—ﬁ+ vrotl (h (3.143)
aoni{ p R -

Da cui si vede che la pressione in direzione normale cambia per effetttodedl@entrifuga,
oltre che a causa della viscosita e delle forze di massa. La pressiongabcen vortice e
inferiore di quella ai lati a causa della forza centrifuga.

Infine in direzione binormale si ha

2
91 9 [V )y rotZ b (3.144)
ob dbl 2 -
ovvero
9 £+qJ = vrot{ b (3.145)
ob\ p -

In assenza di viscosita e di forze di massa, quindi, la presemmecambia in direzione
binormale. Si ricorda che nei moti piani la direzione binormale e pequéack al piano del
moto.
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