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Prefazione

In questo secondo volume si prosegue (com’è ovvio) il percorso di
avvicinamento all’analisi, e piú in generale, alla Matematica iniziato
nel primo volume, per quei corsi di studio in cui questa viene usata

per risolvere problemi scientifici e applicativi. Mentre però lo scopo del
primo volume era quello di introdurre i concetti e gli strumenti fonda-
mentali dell’analisi infinitesimale (differenziale e integrale), cercando di
contestualizzare i vari aspetti della materia, in questo secondo volume
l’orizzonte si amplia in modo significativo, dal momento che lo scopo
non è solo quello di approfondire e generalizzare a piú variabili quei
metodi, ma anche di studiare nel dettaglio alcune importanti applicazio-
ni classiche dei metodi analitici. Si tratta sí di un libro di analisi in piú
variabili, con i contenuti tipici di un secondo corso universitario, ma si
è voluto fornire anche alcuni strumenti per approfondire e motivare la
prospettiva unitaria ch’era alla base del primo volume (riquadri di ap-
profondimento, intermezzi storici, esercizi e problemi teorici guidati, ma
anche interi capitoli dedicati ad argomenti importanti, come le equazioni
differenziali o l’algebra lineare). Questo ha fatto sí che le dimensioni del-
l’opera potrebbero risultare eccessive per un normale corso semestrale,
e al lettore è richiesto un certo impegno per poterla considerare in toto.
La distribuzione degli argomenti nei vari capitoli è stata perciò pensata
al fine di massimizzare la libertà di scelta di possibili sotto-percorsi, pur
conservando una certa consistenza logica (nei prerequisiti e nelle appli-
cazioni). All’inizio di ogni capitolo si è descritto brevemente quali sono
gli argomenti che sono necessari per affrontarlo, e quali capitoli sono ra-
gionevolmente affrontabili in seguito. Come nel primo volume, ci sono
piú livelli di percorso: un livello base, e un livello piú avanzato, contras-
segnato con il simboloj. Questo rivela una discontinuità di livello locale,
cioè relativa al capitolo in cui ci si trova, e non assoluta. Questo perché
alcuni capitoli sono in sé piú densi e impegnativi degli altri (per esempio
i capitoli IV, VII e VIII).

Per permettere questo accesso a vari livelli, abbiamo scelto alcune so-
luzioni non convenzionali. Le equazioni differenziali sono affrontate in
due capitoli, a due livelli diversi: nel Capitolo I la trattazione avviene
principalmente attraverso esempi ed esercizi, mentre la sistematizzazio-
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Prefazione

ne teorica e gli approfondimenti sono rimandati al Capitolo VIII, che
richiede una certa consapevolezza degli strumenti dell’analisi in piú va-
riabili. In un corso di analisi non ridotto ai minimi termini i due capitoli
possono essere anche svolti contemporaneamente (l’uno fornendo ma-
teriale per le esercitazioni dell’altro). Similmente, l’approccio al calcolo
differenziale per funzioni in piú variabili è sviluppato ad un livello ele-
mentare (limitato a funzioni di due variabili reali e focalizzato alle appli-
cazioni) nel Capitolo VI, mentre le strutture astratte che permettono una
trattazione piú rigorosa sono oggetto del Capitolo VII. Di nuovo, tempo
permettendo, i due capitoli possono essere svolti in contemporanea. Vi-
ceversa, laddove la minimalità del corso impedisca tali approfondimenti,
abbiamo voluto lasciare al lettore interessato la possibilità di completare
in modo autonomo la propria formazione.

Per quanto riguarda gli elementi di geometria e di algebra lineare,
che solitamente non vengono affrontati nei testi di analisi, abbiamo vo-
luto inserirli proprio per cercare di ricomporre la prospettiva unitaria
menzionata sopra (anche perché gli esempi significativi di spazio lineare
sono proprio quelli di spazi di funzioni e di soluzioni di equazioni diffe-
renziali). Essi si trovano nel Capitolo III ad un livello molto elementare, e
nel Capitolo IV ad un livello significativamente piú impegnativo. Comple-
tano il volume quattro capitoli con una esposizione piú tradizionale dei
classici argomenti del secondo corso, con una particolare attenzione al-
l’interdisciplinarietà: il Capitolo II (successioni e serie di funzioni), il Ca-
pitolo V (curve e superfici nello spazio), il Capitolo IX (integrali multipli)
e il Capitolo X (integrali di linea e superficie e calcolo vettoriale).

Alla fine di ogni capitolo sono stati selezionati un certo numero di
esercizi, rappresentativi o di particolare interesse, da guardare prima di
dedicarsi ai numerosi esercizi da svolgere (tutti con soluzione dettagliata
in appendice). Rispetto al primo volume, la variabilità della natura e
della difficoltà degli esercizi è aumentata, per cui i simboli che segnalano
alcune tipologie di esercizi non standard non sono solo la ✩ (per gli
esercizi di maggiore difficoltà e interesse teorico), ma anche K (per gli
esercizi di natura prevalntemente teorica, che richiedono un certo tempo
di riflessione), o (esercizi di tipo “enigmistico–ludico”), b (esercizi di
calcolo),Ï (esercizi al calcolatore – pochi in realtà). In questo modo si è
cercato di fornire qualche indicazione utile per poter fruire del testo, sia
da parte del docente, che da parte del lettore.
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ti trancio un tetrastico tetro,
due distici è un torpido metro:
così, un verso avanti, uno indietro,
li incido con schegge di vetro:

EDOARDO SANGUINETI (1930–)

CAPITOLO IV

Matrici e operatori lineari

Nel Capitolo III abbiamo studiato i vettori, e le co-
struzioni geometriche e algebriche che con essi si
possono fare. Quello che faremo in questo capito-
lo è di considerare tutti i vettori nel loro insieme,
cioè di considerare l’intero spazio vettoriale, for-
mato dall’insieme di tutti i vettori. Questa visione
“olistica” consente di introdurre le trasformazioni
lineari e l’algebra delle matrici, ed alcuni attribu-
ti degli spazi vettoriali di notevole importanza: il
prodotto scalare, le proiezioni e il determinante.
Vedremo alcune applicazioni importanti, che con-
sentiranno di dimostrare in modo generale alcune

affermazioni che avevamo anticipato nel Capito-
lo III. Concluderemo il capitolo con due argomenti
(legati tra loro) di notevole rilievo per il seguito
del libro, che possono però presentare qualche dif-
ficoltà tecnica. Si tratta dello studio delle forme
quadratiche e degli autovalori. Stiamo affrontan-
do un capitolo inizialmente semplice, ma che si fa-
rà via via sempre più impegnativo, e finirà con un
arrivo in salita decisamente faticoso. Cerchiamo
quindi di iniziare in discesa, con una poco sensata
parafrasi/parodia di un famoso incipit.

Alla prima lezione sulle matrici cui andai mi aspettavo di essere an-
noiato a morte o forse nauseato da quello che mi avevano detto
sarebbe capitato ai presenti. Ogni cosa che avevo letto a propo-

sito delle lezioni universitarie insisteva su quel punto: la maggior parte
delle persone che ne scrivevano condannavano apertamente le dimostra-
zioni come un affare inutile, stupido e perfino brutale, ma anche coloro
che parlavano bene delle matrici come esibizione di abilità e come stru-
mento utile deploravano l’uso delle dimostrazioni e si mostravano aper-
tamente spiacenti della loro presenza. Il continuo esibire dimostrazioni
nelle aule universitarie era considerato deplorevole. Suppongo, da un
punto di vista moderno, cioè, il punto di vista delle applicazioni imme-
diate, che l’intera storia delle matrici, o anche tutta la matematica, non
sia difendibile; c’è certamente molta crudeltà nel dimostrare l’esistenza e
le proprietà del determinante, c’è sempre il pericolo, cercato o capitato,
di perdere tempo in speculazioni inutili, e arriva quasi sempre il momen-
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§ 1. Spazi vettoriali 167

to in cui ci si trova a ragionare in astratto o per induzione. Ora cercherei
non di difendere quest’impostazione, ma solo di spiegare onestamente
quelle poche cose che ho imparato su questo argomento. Per far questo
dovrò essere complessivamente chiaro, o almeno cercare di esserlo, e se
coloro che leggono decidono con disgusto che questo testo è scritto da
qualcuno che manca della loro, cioè dei Lettori, finezza di sentimenti e
opinioni, posso solamente ammettere che in effetti potrebbe essere vero.
Ma chiunque legga questo capitolo può esprimere un giudizio solo quan-
do ha visto e capito le cose di cui si parla e sa davvero quale potrebbe
essere la propria reazione ad esse. Ricordo che un giorno Gertrude Stein,
a proposito di operatori lineari, parlò della sua ammirazione per Frobe-
nius e mostrò alcune sue foto durante una lezione, con lei e Alice Toklas
nella prima fila dei banchi di legno dell’aula di Valencia, con Frobenius
e suo fratello Perron di sotto, e io ero appena tornato dal Medio Oriente,
e ricordo di averle detto che non amavo le matrici per colpa delle dimo-
strazioni. In realtà la cosa più difficile, a parte sapere davvero cosa si
prova e come ci si confronta con l’astratto, piuttosto che quello che ci si
aspetta di provare o che ci è stato insegnato a giudicare vero, è mettere
giu i fatti per come sono: che cosa è realmente uno spazio vettoriale,
cosa è una matrice, a cosa serve, quali sono le proprietà alla radice dei
risultati che si sperimentano veri.(10)

§ 1. Spazi vettoriali

Nel Capitolo III abbiamo dato la definizione di vettore più semplice pos- �Vedi § 1 a pagina 99.

sibile: una n-upla di numeri su cui è possibile applicare due operazioni
(prodotto per uno scalare e somma). Cerchiamo di formalizzare, cioè di
rendere un poco più astratta, quella nozione. Prendiamo in considera-
zione solo le proprietà elencate nella Proposizione (III.4): se u, v, w sono
tre vettori della stessa dimensione e c, d sono due scalari, allora

① (commutativa) u + v = v + u, cu = uc.

② (associativa) (u + v) +w = u + (v +w), (cd)u = c(du).

③ (distributiva) c(u +w) = cu + cw, (c + d)u = cu + du.

④ (vettore zero) Esiste un elemento 0 tale che u + 0 = u, u − u = 0.

⑤ (uno) 1u = u, 0u = 0.

Definiremo ogni insieme di oggetti su cui si possano definire una
somma e un prodotto per uno scalare con queste proprietà uno spazio
vettoriale. Più precisamente:
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168 Matrici e operatori lineari

(IV.1) Definizione. Sia V un insieme, su cui sono definite due ope- �Oltre che i numeri reali R, anche i
numeri complessi C possono servire
da coefficienti di uno spazio vetto-
riale. In questo caso si parla di spa-

zio vettoriale complesso. Si veda il
riquadro a pagina 215.

razioni: una di somma e una di moltiplicazione per un numero reale.
Se queste due operazioni soddisfano tutte le proprietà sopra elencate,
allora V si dice spazio vettoriale (o, equivalentemente, spazio lineare).

(IV.2) Esempio. Per ogni n ≥ 1 l’insieme di tutte le n-uple di numeri
reali (l’insieme Rn definito a pagina 100) con la somma e il prodotto per
uno scalare definiti in (III.2) e (III.1) costituisce l’esempio canonico di
spazio vettoriale di dimensione n. Lo indicheremo ancora con il simbolo
Rn. �

(IV.3) Esempio. Ricordiamo che suRn si può definire il prodotto scalare, �Da non confondere con il prodot-
to per uno scalare.come in (III.16). Consideriamo quindi l’insieme V di tutti i vettori v ∈ Rn

ortogonali ad un vettore n dato, cioè quelli per cui v · n = 0. La somma e
il prodotto per uno scalare saranno quelli di Rn, e rimane da controllare
che in effetti se v ∈ V e w ∈ V sono due vettori di V e c è uno scalare,
allora sia v +w che cv sono ancora elementi di V: ma v · n = w · n = 0
=⇒ (v+w) · n = v · n+w · n = 0, e (cv) · n = c(v · n) = 0, dunque V è uno
spazio vettoriale. �

(IV.4) Esempio. Sia V l’insieme di tutte le funzioni continue definite
su un intervallo e a valori in R. La somma di due funzioni f , � ∈ V si
definisce ponendo

( f + �)(x) = f (x) + �(x)

per ogni x, e analogamente il prodotto per uno scalare è � Lo spazio vettoriale delle funzioni
continue su [a, b] viene solitamente
indicato con

C([a, b]).

(c f )(x) = c f (x).

Si può vedere che V è uno spazio vettoriale, in cui la funzione ovunque
zero fa da 0. � � Il Lettore dovrebbe provare a di-

mostrare questo fatto per esercizio.
(IV.5) Esempio. L’elenco di spazi vettoriali è praticamente senza fine. I
seguenti sono alcuni tra gli spazi vettoriali più diffusi.

① Lo spazio Rn.

② Lo spazio di tutte le matrici n ×m a coefficienti reali. �Che definiremo tra poco, nel § 2.

③ Lo spazio dei polinomi di grado al più n.

④ L’insieme di tutte le funzioni definite su un intervallo (a, b).

⑤ L’insieme di tutte le funzioni derivabili in (a, b), oppure integrabili
in (a, b).

⑥ L’insieme di tutte le soluzioni di una equazione differenziale lineare
omogenea del secondo ordine: � Si veda il § 4 a pagina 13.

y′′(x) + a(x)y′(x) + b(x)y(x) = 0.
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⑦ I polinomi trigonometrici (di grado al più n). � Si veda il § 4 a pagina 53, e la
Definizione (II.23).

⑧ Le funzioni periodiche, le funzioni pari, le funzioni dispari, le fun-
zioni a media nulla.

⑨ Le successioni di numeri reali convergenti.

⑩ I numeri complessi C, con il campo degli scalari R, il prodotto
consueto di un numero reale per un numero complesso e la somma
di numeri complessi. �

Ricordiamo la nozione di combinazione lineare di k vettori v1, v2, . . . ,
vk con coefficienti c1, c2, . . . , ck , che avevamo dato in (III.3):

c1v1 + c2v2 + . . . + ckvk.

Non c’è traccia esplicita delle componenti dei vettori v1, v2, . . . , vk, e
quindi si può parlare di combinazione lineare di vettori in spazi vet-
toriali astratti. Intenderemo sempre che le combinazioni lineari sono
combinazioni di un numero finito di vettori.

Un’altra definizione che può tranquillamente essere utilizzata è quella
di dipendenza o indipendenza lineare, che avevamo dato in (III.8): k
vettori a1, a2, . . . , ak sono linearmente (in)dipendenti se l’equazione

(1) a1x1 + a2x2 + . . . + akxk = 0

(non) ammette soluzioni non nulle (x1, x2, . . . , xk) � 0. Possiamo dire che
i vettori di un insieme (anche infinito) S sono dipendenti se per almeno
un k esistono k vettori s1, s2, . . . , sk di S linearmente dipendenti. Natu-
ralmente i vettori di un insieme (anche infinito) S sono indipendenti se
non sono dipendenti.

Figura IV.1: Hermann Günter
Grassmann (1809–1877), che in-
trodusse la nozione di spazio
vettoriale astratto.

(IV.6) Definizione. Sia S un insieme di elementi di uno spazio vetto-
riale V. Allora si indica con Span(S) l’insieme di tutte le combinazioni
lineari (finite) di elementi di S, e si chiama lo spazio lineare generato
da S. Poniamo Span(∅) = {0}. Gli elementi di S si dicono generatori di
Span(S). Se S ha un numero finito di elementi s1, s2, . . . , sk, allora si
indica anche con Span(S) = Span(s1, s2, . . . , sk).

Lo span di un insieme di vettori di V è anch’esso uno spazio vettoriale
(con le operazioni ereditate da V), e viene anche chiamato un sottospazio
vettoriale di V. Lo si provi a dimostrare per esercizio (Esercizio 46 ).
Possiamo riscrivere la proprietà di avere o non avere soluzioni per un
sistema di equazioni lineari nel seguente modo.

(IV.7) Siano a1, a2, . . . , ak e b vettori di Rn. Il sistema di equazioni

a1x1 + a2x2 + . . . + akxk = b

ha soluzioni se e soltanto se

b ∈ Span(a1,a2, . . . ,ak).
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(IV.8) Definizione. Sia V uno spazio vettoriale. Un insieme di ele-
menti S ⊂ V tale che Span(S) = V è detto insieme di generatori di V.
In altre parole, S è un insieme di generatori per V quando ogni ele-
mento di V si può scrivere come combinazione lineare di elementi di
S

v = c1s1 + c2s2 + . . . + cksk.

(IV.9) Definizione. Chiamiamo base dello spazio vettoriale V una n- �Più propriamente, questa sarebbe
la definizione di base ordinata. In ge-
nerale si intende per base l’insieme

dei vettori e1, e2, . . . , en e non la
n-upla (che è un insieme ordinato).
Per quanto riguarda gli scopi di que-
sto testo ci è sembrato più semplice
dare questa definizione.

upla di vettori di V

(e1, e2, . . . , en)

tale che gli ei sono indipendenti e Span (e1, e2, . . . , en) = V, cioè

① i vettori che la compongono siano indipendenti e

② siano generatori per V.

(IV.10) Esempio. I vettori e1 = i, e2 = j e e3 = k sono una base di R3. In
generale la cosiddetta base canonica di Rn è costituita dai vettori

e1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, e2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, . . . , en =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
...
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. �

(IV.11) Esempio. I vettori s1 = (1, 0) e s2 = (1, 1) costituiscono una �Per i Teoremi (III.23) e (III.29),
ogni volta che si prendono due vet-
tori in R2 o tre vettori in R3, se
sono linearmente indipendenti allo-
ra costituiscono una base, dato che
generano tutto lo spazio vettoriale.
Torneremo su questa proprietà nella
Proposizione (IV.17) a pagina 172.

base per R2: infatti sono linearmente indipendenti, e quindi per il Teo-
rema (III.23) ogni vettore v ∈ R2 si può scrivere come combinazione
lineare di (1, 0) e (1, 1). �

(IV.12) Esempio. Lo spazio vettoriale costituito da tutti i polinomi in x
a coefficienti reali di grado al più n ha n + 1 generatori

1, x, x2, . . . , xn.

Sono indipendenti, dato che una loro combinazione lineare

a0 + a1x + a2x2
+ . . . + anxn

è uguale al polinomio nullo se e solo se tutti i coefficienti ai sono zero. �

Consideriamo una base (b1, b2, . . . , bn) di uno spazio vettoriale V.
Allora, per ogni x ∈ V, l’equazione

(2) x1b1 + x2b2 + . . . + xnbn = x



§ 1. Spazi vettoriali 171

ha almeno una soluzione�. Ma visto che i bi sono linearmente indipen- �Dato che Span(b1, b2, . . . , bn) =
V.denti, questa soluzione è unica. Se così non fosse, esisterebbero due

n-uple (x1, . . . , xn) e (x′1, . . . , x
′
n) tali che

x1b1 + . . . + xnbn = x = x′1b1 + . . . + x′nbn,

da cui (x1 − x′1)b1 + . . . + (xn − x′n)bn = 0. Ma visto che i vettori bi sono
linearmente indipendenti, si avrebbe xi − x′i = 0 per ogni i, cioè gli xi non
possono essere diversi dagli x′i .

Se vale la (2), i numeri x1, x2, . . . , xn sono detti le componenti del � Segue da questa definizione che
le componenti di un vettore di Rn ri-
spetto alla base standard sono esat-
tamente le sue componenti, quan-
do considerato una semplice n-upla.
Cioè, un vettore di Rn ha n com-
ponenti rispetto alla base standard
(in quanto vettore), e n componen-
ti (in quanto n-upla) che coincido-
no con le precedenti. Per esempio,
(1, 2) = x = i + 2 j ∈ R2 ha compo-
nenti (1, 2) rispetto alla base canoni-
ca di R2. Se però invece della base
canonica usiamo quella vista nell’E-
sempio (IV.11), allora −s1 + 2s2 =

−(1, 0) + 2(1, 1) = (1, 2) = x, laonde

per cui x = −s1 + 2s2 ha componenti
(−1, 2) rispetto alla nuova base.

vettore x nella base (b1, . . . , bn).
Osserviamo una cosa importante: se c è un numero, allora cx è un

elemento di V (risultato del prodotto scalare-vettore proprio di V), che
a sua volta ha componenti nella base (b1, . . . , bn). Ma dato che

cx1b1 + cx2b2 + . . . + cxnbn = cx

e la soluzione è unica, le componenti di x in effetti si ottengono moltipli-
cando lo scalare c per il vettore (x1, x2, . . . , xn). Lo stesso per la somma:
se y è un altro vettore, con componenti y1, y2, . . . , yn, allora

(x1 + y1)b1 + (x2 + y2)b2 + . . . + (xn + yn)bn = x + y,

e quindi le componenti di x + y (la cui somma è la somma definita in
V) si ottengono sommando i vettori delle componenti (x1, x2, . . . , xn) +
(y1, y2, . . . , yn). La scelta di una base per V ci consente quindi di para-
metrizzare gli elementi di V con gli n parametri x1, x2, . . . , xn in modo
tale che le operazioni su V corrispondono alle operazioni delle n-uple.
Questa corrispondenza si scrive anche come V � Rn. � In linea di principio si potrebbe

pensare che il numero n (la dimen-
sione) dipenda dalla scelta fatta del-
la base. Invece, vedremo subito sot-
to che ciò non accade. L’esistenza
di una parametrizzazione è impor-
tante, e verrà sottolineata ancora nel
Corollario (IV.16).

(IV.13) Se (e1, e2, . . . , en) ed (e′1, e
′
2, . . . , e

′
m) sono due basi per lo spazio vet-

toriale V, allora n = m. In altre parole, le basi di un dato spazio vettoriale
hanno tutte lo stesso numero di elementi (posto che ne esista almeno una).

Dimostrazione. Dato che (e1, e2, . . . , en) è una base per V, possiamo scrivere i vet-
tori delle componenti degli elementi e′1, e′2, . . . , e′m in questa base, e li denoteremo
con i simboli a1, a2, . . . , am; cioè per ogni i = 1 . . .m il vettore ai ∈ Rn è l’unico
vettore di dimensione n che risolve l’equazione

e′i = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen

nelle incognite x1, . . . , xn. Abbiamo ancora il problema dei due indici, ma se con- � Lo risolveremo tra non molto, in-
troducendo finalmente il concetto di
matrice.

cordiamo di scrivere, per ogni i, ai = (a1i, a2i, . . . , ani), possiamo riscrivere anche
e′i = a1ie1 + a2ie2 + . . .+ anien. Ora, supponiamo che m > n. Vogliamo mostrare che
gli e′i sono linearmente dipendenti. Dimostreremo cioè il seguente lemma.

(IV.14) Lemma. Se V ha una base con n vettori, allora m > n vettori di V sono
linearmente dipendenti.
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Ma questo è equivalente a chiedere che gli m vettori delle componenti a1,
. . . , am siano linearmente dipendenti, cioè che esista una soluzione non nulla
(x1, x2, . . . , xm) dell’equazione x1e′1 + x2e′2 + . . . + xme′m = 0, che può essere scritta � Sostituendo le espressioni per gli

e′i .come

x1(a11e1 + a21e2 + . . .)+ x2(a12e1 + a22e2 + . . .)+ . . .+ xm(a1me1 + a2me2 + . . .) = 0.

Raccogliendo (per le proprietà algebriche dei vettori), si ottiene l’equazione

(x1a11 + x2a12 + . . . + xma1m)e1 + (x1a21 + x2a22 + . . . + xma2m)e2+

. . . + (x1an1 + x2an2 + . . . + xmanm)en = 0.

Quest’ultima, dato che e1, e2, . . . , en sono linearmente indipendenti, è equivalente �Costituiscono una base!
al sistema di equazioni⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1a11 + x2a12 + . . . + xma1m = 0

x1a21 + x2a22 + . . . + xma2m = 0

. . .

x1an1 + x2an2 + . . . + xmanm = 0

cioè x1a1+x2a2+. . .+xmam = 0. Questo è un sistema di n equazioni in m incognite,
che ha sempre la soluzione (x1, x2, . . . , xm) = 0. Ora immaginiamo di procedere
con l’eliminazione successiva delle variabili, Il procedimento di eliminazione si � Si veda il § 2 del Capitolo III a

pagina 101. Potremmo non riusci-
re ad eliminarle tutte perché qualche
variabile potrebbe perdersi nel proce-
dimento — si veda l’Esercizio (III.2)
a pagina 144.

conclude quando non si possono più eliminare variabili: nel nostro caso con n
equazioni possiamo eliminare n variabili al massimo. Le variabili non eliminate
(le cosiddette variabili libere) saranno quindi almeno m−n ≥ 1; dato che almeno
una soluzione c’è (quella nulla), non potrà accadere di terminare su un sistema
senza soluzioni, e quindi si può concludere che se m > n i vettori e′1, . . . e′m sono
linearmente dipendenti. Abbiamo concluso la dimostrazione del Lemma (IV.14).
Ma per ipotesi questi vettori costituiscono una base, quindi non può essere che
m > n, ovvero deve essere m ≤ n. Adesso riprendiamo il ragionamento da capo,
scambiando i ruoli di (e1, . . . , en) e (e′1, . . . , e

′
m), per dedurne che è vero anche che

n ≤ m. Ma allora non può essere che n = m. �

(IV.15) Definizione. Il numero di elementi di una qualsiasi base di
uno spazio vettoriale V è la dimensione di V (indicata con dim V). Se �Non tutti gli spazi vettoriali han-

no una base finita, cioè ci sono
spazi vettoriali di dimensione infini-
ta. Per esempio, possiamo estende-
re l’Esempio (IV.12) e considerare lo
spazio vettoriale di tutti i polinomi,
di ogni grado. Questo è generato
da tutti gli infiniti monomi xn, con
n ≥ 0, ma non può essere genera-
to da un insieme finito di generatori.
Molti altri spazi di dimensione infini-
ta (spazi di funzioni continue, deri-
vabili, con sviluppi in serie di Taylor,
. . . ) sono di grande importanza (si
vedano anche l’Esempio (IV.50) e il
riquadro a pagina 190).

V non ha una base finita, si dice che ha dimensione infinita.

Nella dimostrazione di (IV.13) è di fatto dimostrato anche il seguente
Corollario (cfr. la Definizione (IV.15)).

(IV.16) Corollario. Ogni spazio vettoriale di dimensione n è parame-
trizzato con n parametri liberi: V � Rn.

(IV.17) Consideriamo n vettori e1, e2, . . . , en di uno spazio vettoriale V di
dimensione n. Allora:

① (e1, e2, . . . , en) è una base se e solo se i vettori ei sono linearmente
indipendenti;

http://www.apogeonline.com/libri/9788850314690/scheda
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② (e1, e2, . . . , en) è una base se e solo se Span(e1, e2, . . . , en) = V.

Dimostrazione. In entrambe, la parte “solo se” è ovvia. Per la ①, dobbiamo mo- �Dato che per definizione i vet-
tori di una base devono essere li-
nearmente indipendenti e generare
V.

strare che se gli n vettori ei sono indipendenti, allora Span(e1, e2, . . . , en) = V. Sia
v ∈ V un vettore qualsiasi non nullo. Per il Lemma (IV.14), (v, e1, . . . , en) sono
n+1 > n vettori linearmente dipendenti (dato che V ha certamente una base con
n vettori), cioè esistono n + 1 coefficienti ci tali che

c0v + c1e1 + c2e2 + . . . cnen = 0.

Il primo coefficiente, c0, non può essere zero�, e quindi, dividendo per −c0 �Dato che gli ei sono linearmente
indipendenti.otteniamo

v = −(c1e1 + c2e2 + . . . cnen)/c0 ∈ Span(e1, e2, . . . , en).

Per la ②, dobbiamo mostrare che se Span(e1, e2, . . . , en) = V allora gli ei sono
linearmente indipendenti. Se per assurdo non lo fossero, sarebbe possibile scri-
vere uno di loro come combinazione lineare degli altri. Supponiamo (a meno di
cambiare gli indici) che sia

en = c1e1 + c2e2 + . . . + cn−1en−1.

Ma allora
� Se en è combinazione lineare degli
altri, allora ogni combinazione linea-
re dei ei con i = 1, . . . ,n può sempre
scriversi come combinazione lineare
dei e1, . . . , en−1, sostituendo a en la
sua espressione lineare in funzione
degli altri.

V = Span(e1, e2, . . . , en) = Span(e1, e2, . . . , en−1).

Proseguiamo così fino a che non abbiamo k < n vettori linearmente indipendenti
(a meno di permutazioni degli indici) e1, e2, . . . , ek che generano V. Ma allora
V ha dimensione k < n: assurdo, perché per la Proposizione (IV.13) dovrebbe
essere k = n. �

(IV.18) La dimensione dello spazio V generato da m vettori v1, v2, . . . , vm

(non necessariamente indipendenti) non può essere maggiore di m, ed è il
massimo numero degli vi linearmente indipendenti. �Tra un po’ (a pagina 196) tor-

neremo su questa proprietà, quan-
do ci occuperemo del rango di una
matrice.

Dimostrazione. Come per la dimostrazione di ② nella Proposizione (IV.17), to-
gliendo vettori uno per volta si arriva ad un insieme di k vettori linearmente
indipendenti che generano V, con k ≤ m. Se se ne tolgono altri, e si arriva ad un
insieme di k′ vettori con la stessa proprietà, per (IV.13) deve essere k = k′. Inol-
tre, per (IV.14), se un sottoinsieme di k vettori linearmente indipendenti scelto
tra i vi genera V, allora ogni insieme di k′ > k vettori non può essere linear-
mente indipendente (e quindi la dimensione k è il massimo numero di vettori vi

linearmente indipendenti). �

§ 2. Matrici e trasformazioni lineari

Ci è capitato di incontrare più volte casi in cui si considerano m-uple di
vettori di dimensione n

(a1,a2, . . . ,am),
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in cui per ogni j = 1, . . . ,m il vettore a j ha a sua volta n componenti
(a1 j, a2 j, . . . , anj). Il modo più sensato per disporre i coefficienti aij è quello
della matrice n ×m:

A = (a1,a2, . . . ,am) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11
a21
...

an1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a12
a22
...

an2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , · · · ,
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1m

a2m

· · ·
anm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
in cui le m colonne (vettori di dimensione n) sono le componenti degli m

Figura IV.2: la Melanconia di
Albrecht Dürer (1471–1528), in
cui in alto a destra (poco visibi-
le) compare un quadrato magico,
cioè la matrice 4 × 4 (con alcune
proprietà magiche)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

vettori a1, . . . ,am, mentre le n righe sono vettori (chiamati vettori riga)
di dimensione m, tutte le j-esime componenti degli m vettori. Si dice che
la matrice A indicata sopra ha componenti o coefficienti aij (che a volte,
per maggior chiarezza, scriveremo anche come ai, j) ed è una matrice di n
righe per m colonne (in breve: n×m). A parte la rappresentazione “geo-
metrica” bidimensionale, una matrice quindi può essere vista semplice-
mente come una funzione A : {1, . . . ,n} × {1, . . . ,m} → R, in cui si scrive
A(i, j) = aij, oppure come un vettore che ha vettori per componenti. Se
n = m la matrice si dice quadrata.

(IV.19) Esempio (Matrice nulla e identica). La matrice In (identica) e la
matrice 0n (nulla), che vengono spesso indicate per semplicità con I e 0
con abuso di notazione, sono le seguenti matrici n × n

In =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 0n =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . �

Le due operazioni dei vettori (III.1) e (III.2) possono essere facilmen-
te estese alle matrici, ponendo

c

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ca11 ca12 · · · ca1m

ca21 ca22 · · · ca2m
...

...
. . .

...
can1 can2 · · · canm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
b11 b12 · · · b1m

b21 b22 · · · b2m
...

...
. . .

...
bn1 bn2 · · · bnm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 + b11 a12 + b12 · · · a1m + b1m

a21 + b21 a22 + b22 · · · a2m + b2m
...

...
. . .

...
an1 + bn1 an2 + bn2 · · · anm + bnm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Il fatto di avere due indici consente di definire un certo numero di

altre operazioni tra matrici, oltre che queste due. La prima operazione, �Come vedremo, queste operazioni
portano ad una formidabile quantità
di conseguenze.

chiamata prodotto righe per colonne, è anche la più importante in assoluto
per le matrici. Invece che definirlo subito, torniamo al concetto impor-
tante di combinazione lineare di m vettori di dimensione n, che abbiamo

Licenza edgt-64-767cf8cda5b32bb189f71d4adc4056a5-gc-006390439
rilasciata il 02 maggio 2012 a ziops@hotmail.it



§ 2. Matrici e trasformazioni lineari 175

già visto:

a1x1 + a2x2 + . . . + amxm.

Il mattone fondamentale per il prodotto righe per colonne è proprio la
combinazione lineare: iniziamo con il definire il prodotto di una matrice
per un solo vettore, che immaginiamo disposto come colonna.

Figura IV.3: Arthur Cayley (1821–
1895), il cui nome è legato alla
teoria delle matrici.

(IV.20) Definizione. Il prodotto righe per colonne di una matrice per
un vettore colonna è definito come segue:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x1
x2
...

xm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11
a21
...

an1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ x1 +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a12
a22
...

an2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ x2 + · · · +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1m

a2m
...

anm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ xm

= a1x1 + a2x2 + . . . + amxm =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11x1 + a12x2 + . . . + a1mxm

a21x1 + a22x2 + . . . + a2mxm
...

an1x1 + an2x2 + . . . + anmxm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
La definizione di prodotto di una matrice di n righe e m colonne per un
vettore (colonna) di dimensione m ci porta subito a poter definire il pro-
dotto di una matrice di n righe e m colonne (n ×m) per un’altra matrice
di m righe e k colonne, semplicemente giustapponendo i prodotto della
matrice per i vettori colonna, cioè se B = (b1, b2, . . . , bk) è una seconda
matrice formata da k vettori (colonna) di dimensione m, si ha

(3) AB = A(b1, b2, . . . , bn) = (Ab1,Ab2, . . . ,Abk).

Il prodotto è definito solo quando il numero di colonne della matrice di
sinistra A è uguale al numero di righe della matrice di destra B.

(IV.21) Esempio. � Si può vedere che il termine di
posto (i, j) della matrice prodotto è
uguale al prodotto scalare della i-
esima riga del primo fattore per la j-
esima colonna del secondo (nel senso
delle m-uple di numeri):

(AB)i j = (i-esima riga di A)·
· ( j-esima colonna di B).

[
1 2
3 4

] [
a b c
d e f

]
=

[
a + 2d b + 2e c + 2 f

3a + 4d 3b + 4e 3c + 4 f

]
. �

È quasi facile dimostrare le seguenti proprietà del prodotto righe per
colonne (tralasciamo di elencare le proprietà della somma e del prodotto
per uno scalare, che sono identiche a quelle dei vettori).

(IV.22) Se A, B sono matrici, x e y due vettori della stessa dimensione
(che possono essere anche pensati come vettori colonna) e c uno scalare,
allora (a patto che le operazioni siano ben definite, a seconda del numero
di righe/colonne):

① A(x + y) = Ax + Ay, (A + B)x = Ax + Bx.
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② A(cx) = c(Ax) = (cA)x.

③ (AB)x = A(Bx).

Seguono subito(11), per la definizione di prodotto tra matrici, le pro- �A differenza del prodotto tra nu-
meri, del prodotto scalare, e del pro-
dotto scalare–vettore, il prodotto tra
matrici in generale non è commu-
tativo, cioè non è detto che valga
AB = BA. Innanzitutto perché non
sempre entrambi i prodotti sono ben
definiti (affinché lo siano, se A è
n × m, B deve essere m × n) ma an-
che se lo fossero potrebbe capitare
che AB � BA. Per esempio[

1 0
0 0

] [
0 1
0 0

]
=

[
0 1
0 0

]
,

mentre[
0 1
0 0

] [
1 0
0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Per questo motivo si deve sempre
fare attenzione se si tratta di una
moltiplicazione a destra o a sinistra

(cfr. Esercizio 19 a pag. 226).

prietà seguenti: se A, B e C sono matrici e c uno scalare, allora

① A(B + C) = AB + AC, (A + B)C = AC + BC.

② A(cB) = c(AB) = (cA)B.

③ (AB)C = A(BC).

Con questa nuova notazione possiamo riscrivere il sistema di equa-
zioni⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1a11 + x2a12 + . . . + xma1m = b1

x1a21 + x2a22 + . . . + xma2m = b2

. . .

x1an1 + x2an2 + . . . + xmanm = bn

⇐⇒ a1x1+a2x2+. . .+amxm = b

semplicemente come

Ax = b,

dove A è la matrice con coefficienti aij,

x = (x1, x2, . . . , xm) e b = (b1, b2, . . . , bn).

Osserviamo che x ∈ Rm e b ∈ Rn, e che la matrice A consente di
definire una funzione (equivalentemente, una applicazione, operatore o
trasformazione) A : Rm → Rn, definita ponendo �Usiamo lo stesso simbolo per de-

notare la funzione e la matrice che la
rappresenta. Non è proprio corretto,
come vedremo anche in seguito, per-
ché ci potrebbe essere una funzione
rappresentata da diverse matrici (al
variare delle basi scelte).

(4) R
m � x �→ Ax ∈ Rn.

(IV.23) Esempio. Consideriamo il sistema{
x1 + x2 = y1

x1 = y2,

che possiamo riscrivere come[
1 1
1 0

] [
x1
x2

]
=

[
y1
y2

]
.

La matrice in questione rappresenta quindi anche una funzione R2 → R2
�Forse non tutti sanno che questa
matrice si chiama Q–matrice di Fi-

bonacci, e viene indicata con la let-
tera Q. Ricordiamo che i numeri di
Fibonacci sono la successione defi-
nita per ricorrenza da F2 = F1 = 1,
e Fn+1 = Fn + Fn−1 per ogni n ≥ 2.
Chissà chi è in grado di dimostrare
che

Qn
[
Fn+1 Fn

]

definita ponendo[
x1
x2

]
�→

[
1 1
1 0

] [
x1
x2

]
. �
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Se A è una matrice n × m, la funzione A : Rm → Rn definita come
sopra da x �→ Ax gode delle due proprietà importanti

A(x + y) = Ax + Ay(5)

A(cx) = c(Ax),(6)

che sono state enunciate nella Proposizione (IV.22). Torniamo un mo-
mento nel contesto astratto degli spazi vettoriali, e diamo un nome a
queste proprietà.

(IV.24) Definizione. Se V e W sono due spazi vettoriali, una funzione
L : V → W si dice lineare quando per ogni x, y ∈ V e per ogni numero �Altri quasi-sinonimi di «funzio-

ne» sono: trasformazione, applica-
zione, operatore, mappa. Hanno ac-
cezioni leggermente diverse a secon-
da del contesto. A volte si usa il ter-
mine «operatore» solo per funzioni
lineari da V in sé.

c si ha

L(x + y) = L(x) + L(y) e L(cx) = cL(x).

Se V =W, una funzione lineare f : V → V viene a volte detta operatore
su V.

�Quando una funzione L è lineare
spesso si semplifica la scrittura L(x)
in Lx. Infatti le proprietà formali so-
no proprio quelle di «moltiplicazione
da sinistra» e proprietà distributiva.

Con questa nozione possiamo rivedere molti dei concetti sotto una
nuova luce, quella della linearità. Per prima cosa, la funzione A : Rm →
Rn definita in (4) (moltiplicazione a sinistra con una matrice) è una fun-
zione lineare. Vale anche il viceversa: se V e W sono spazi vettoriali
di dimensione finita allora ogni applicazione lineare da V a W, una vol-
ta scelte delle basi per V e W, si può scrivere come prodotto per una
matrice, come in (4).

(IV.25) (Matrice associata) Siano (b1, b2, . . . , bm) una base per lo spazio
vettoriale V, ed (e1, e2, . . . , en) una base per lo spazio vettoriale W. Indi-
chiamo con B : Rm → V e E : Rn → W le parametrizzazioni indotte dalle
basi. Se f : V → W è una funzione lineare, allora esiste una matrice F con
n righe e m colonne tale che, nelle coordinate delle basi sopra indicate, f è
uguale alla funzione F : x �→ Fx, come indicato nel seguente diagramma

V
f

�� W

R
m

F
��

B �

��

R
n.

E�

��

Dimostrazione. La funzione F è ben definita, dato che B : Rm → V è ben definita
e E : Rn → W è biunivoca (e quindi invertibile). Prendiamo un vettore x ∈ Rm. Il
corrispondente vettore di V è B(x), definito da

B(x) = x1b1 + x2b2 + . . . + xmbm.
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La sua immagine in W è, per linearità

f (B(x)) = x1 f (b1) + x2 f (b2) + . . . + xm f (bm).

Dato che E è biunivoca, esistono m vettori di Rn, che chiamiamo f 1, f 2, . . . , f m, � I vettori della base standard di Rn

sono in corrispondenza, attraverso E,
con gli n vettori e1, e2, . . . , en di W.

tali che E( f i) = f (bi), e risulta

f (B(x)) = x1E( f 1) + x2E( f 2) + . . . + xmE( f m).

Dato che E è lineare, anche E−1 (l’inversa di E) è lineare, e quindi

F(x) = E−1( f (B(x))) = x1 f 1 + x2 f 2 + . . . + xm f m = Fx

se F è la matrice con colonne gli f i. �

(IV.26) Definizione. La matrice, la cui esistenza è provata nella
Proposizione (IV.25), si dice matrice associata alla trasformazione
lineare f .

(IV.27) Esempio. Consideriamo la trasformazione del piano in sé data
dalla rotazione di π/2, in senso antiorario, attorno all’origine. Non è
difficile convincersi che è lineare e� perciò, per il teorema precedente, � Infatti il ruotato di una somma di

vettori è la somma dei vettori ruota-
ti, mentre il ruotato di un multiplo di
un vettore è il multiplo del ruotato.

deve essere rappresentata da una matrice. Il ruotato del vettore con
componenti (x, y) è il vettore f (x, y) = (−y, x). Otteniamo dunque

�Per la rotazione di un generico
angolo ϑ si veda l’Esercizio 21 a
pagina 226.

f
([

x
y

])
=

[−y
x

]
=

[
0 −1
1 0

] [
x
y

]
= A

[
x
y

]
. �

(IV.28) Definizione. Se L è una funzione lineare L : V → W (con V e
W spazi vettoriali), lo spazio di tutte le soluzioni x ∈ V dell’equazione

Lx = 0

è detto il nucleo di L e indicato con Nucleo(L). Il nucleo di L è a sua � Sinonimi di nucleo sono kernel

(indicato con ker L), e nullspace.volta uno spazio vettoriale, la cui dimensione è anche detta nullità di
L. L’immagine di L è l’insieme di tutti i vettori del tipo Lx, con x ∈ V (è � L’equazione Lx = 0 non è altro

che un sistema di n equazioni in m in-
cognite, se L è una matrice che rap-
presenta una trasformazione lineare
L : Rn → Rm. Per quanto visto so-
pra, ogni funzione lineare può esse-
re rappresentata in questo modo. In
generale, perché la definizione di nul-
lità, in (IV.28), sia ben posta occorre
che il nucleo di un operatore linea-
re sia uno spazio vettoriale, in modo
da poter usare la definizione (IV.15).
È un simpatico esercizio, lasciato al
Lettore (Esercizio 9 a pagina 225).

l’immagine della funzione L : V → W).

Nella prossima proposizione dimostriamo il fatto importante che la
composizione di due applicazioni lineari, scritta in coordinate, non è
altro che il prodotto righe per colonne di due matrici, definito come
in (3).

(IV.29) (Prodotto righe per colonne) Consideriamo due trasformazioni
lineari

f : V → W e � : W → Y.

Siano (b1, b2, . . . , bm) una base per lo spazio vettoriale V, (e1, e2, . . . , en)
una base per lo spazio vettoriale W e (h1,h2, . . . ,hl) una base per lo spazio
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vettoriale Y. Indichiamo con B : Rm → V, E : Rn → W e H : Rl → Y
le parametrizzazioni indotte dalle basi. Sia F la matrice con n righe e
m colonne che rappresenta f , e G la matrice con m righe e l colonne che
rappresenta � (nelle coordinate delle basi sopra indicate). Allora la matrice
che rappresenta la composizione � ◦ f

�Possiamo rappresentare la propo-
sizione nel seguente diagramma, in
modo molto sintetico:

V
f

��

� ◦ f

��W
�

�� Y

R
m F

��

B �

��

GF

��R
n

E�

��

G
�� R

l

H�

��

V
f

��

� ◦ f

��W
�

��Y

è la matrice prodotto GF.

Dimostrazione. Vediamo dal diagramma a fianco che la matrice associata alla � Il prodotto di matrici corrispon-
de dunque alla composizione dei due
operatori (funzioni lineari) corrispo-
nenti. Il fatto, già visto, che in ge-
nerale AB � BA corrisponde al fatto,
molto più generale, che la composi-

zione di funzioni non è una operazio-
ne commutativa: fermare la macchi-
na e poi scendere non è sempre equi-
valente a scendere dalla macchina in
corsa e dopo (cercare di) fermarla:
basta fare una prova in autostrada
per convincersene.

composizione � ◦ f non è altro che l’applicazione lineare ottenuta componendo
G con F. Dobbiamo perciò dimostrare che la composizione delle due funzioni
lineari G e F è il prodotto delle due matrici. Ma se x ∈ Rm, si ha F(x) = x1 f 1 +

x2 f 2 + . . . + xm f m, e quindi per linearità

G(F(x)) = x1G( f 1) + x2G( f 2) + . . . + xmG( f m)

= (G f 1,G f 2, . . . ,G f m)x = (GF)x.
�

Un caso particolare si ha quando si rappresenta la funzione identica
1V : V → V (quella che manda v ∈ V in v ∈ V) in due basi diverse:

V
1V

�� V

R
n

S
��

B �

��

R
n.

E�

��

La matrice S è una matrice quadrata, detta matrice del cambio di base,
o del cambio di coordinate. Se le due basi coincidono B = E, allora la
matrice è quella identica.� Le sue colonne sono i vettori E−1(bi), cioè �Quella dell’Esempio (IV.19).

sono le componenti dei vettori bi scritti nella base e j (quella della para-
metrizzazione E). Ovviamente potremmo pensare di scambiare il ruolo
delle due basi, ottenendo di fatto la funzione inversa di S, a sua volta
rappresentata da una matrice.

(IV.30) Definizione. Una matrice quadrata A si dice invertibile se �Non è difficile mostrare che se esi-
ste una inversa per la matrice A al-
lora è unica. Infatti, se B e C sono
entrambe inverse di A, cioè BA =
AB = I e CA = AC = I, allora
B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

esiste una matrice A−1 (l’inversa di A) tale che

(7) A−1A = AA−1
= I.

Ne segue che se S è la matrice di cambiamento di base da B ad E allora
S−1 è quella del cambiamento da E a B, e S−1S = SS−1

= I.
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(IV.31) Esempio. Sia x = (x1, x2) un vettore di R2. Siano (x̂1, x̂2) le
componenti di x rispetto alla base s1 = (1, 0), s2 = (1, 1) La relazione tra �Cfr. anche l’Esempio (IV.11) a

pag. 170.le coordinate è semplicemente la

x = x̂1s1 + x̂2s2 ⇐⇒
{

x1 = x̂1 + x̂2

x2 = x̂2.
⇐⇒ x = Sx̂,

dove S = (s1, s2) =
[
1 1
0 1

]
. Per calcolare la matrice inversa S−1 occorre

�Alternativamente, si può risolvere
il sistema di quattro equazioni nelle
quattro incognite a, b, c, d[
a b
c d

] [
1 1
0 1

]
=

[
a a + b
c c + d

]
=

[
1 0
0 1

]
,

e ottenere a = 1, b = −1, c = 0, d = 1.

semplicemente esprimere le x̂ in funzione di x:{
x1 = x̂1 + x̂2

x2 = x̂2.
⇐⇒

{
x̂1 = x1 − x2

x̂2 = x2,
⇐⇒ x̂ = S−1x

e quindi la matrice inversa S−1 è S−1
=

[
1 −1

0, 1

]
. �

Vediamo ora come cambiano le matrici associate ad una trasforma-
zione lineare, se si cambia la base di riferimento.

(IV.32) Definizione. Si dice che due matrici quadrate n×n A e B sono
simili se esiste una matrice invertibile S tale che

S−1AS = B.

Due matrici sono simili se rappresentano il medesimo operatore in due � In coordinate: se x, y rappresen-
tano le componenti di due vettori ri-
spetto alla prima base e x̂, ŷ quelle
rispetto alla seconda, allora

x = Sx̂, y = Sŷ.

Quindi

y = Ax ⇐⇒ Sŷ = ASx̂

⇐⇒ ŷ = S−1ASx̂

(nell’ultimo passaggio abbiamo mol-
tiplicato a sinistra per S−1). Quin-
di la matrice che rappresenta la
trasformazione lineare nelle seconde
coordinate è B = S−1AS.

basi diverse. Infatti, se A : Rn → Rn è l’operatore lineare dato dalla ma-
trice A (rispetto ad una certa base), ed S : Rn → Rn è la parametrizzazio-
ne indotta da un’altra base, allora S−1AS = B, come si evince dal seguen-
te diagramma (si ricordi che la composizione di operatori corrisponde al
prodotto di matrici):

R
n A

�� R
n

R
n

B
��

S �

��

R
n.

S�

��

(IV.33) Esempio. Consideriamo l’operatore Q : R2 → R2 dell’Esempio
(IV.23), definito da

(*)

[
y1
y2

]
=

[
1 1
1 0

] [
x1
x2

]
.

Rispetto alla base s1 = (1, 0), s2 = (1, 1)� l’operatore Q si scrive � La matrice associata alla base è

S =

[
1 1
0 1

]
, con inversa S−1

=[
1 −1

0, 1

]
(cfr. Esempio (IV.31) a

pag. 180).

Q̂ = S−1QS =
[
1 −1
0 1

] [
1 1
1 0

] [
1 1
0 1

]
= . . . =

[
0 1
1 1

]
.
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Alternativamente, direttamente nelle coordinate, da{
x̂1 + x̂2 = x1

x̂2 = x2
e

{
ŷ1 + ŷ2 = y1

ŷ2 = y2,

sostituendo nella (*) otteniamo{
ŷ1 + ŷ2 = x̂1 + x̂2 + x̂2

ŷ2 = x̂1 + x̂2
⇐⇒

{
ŷ1 = x̂2

ŷ2 = x̂1 + x̂2
⇐⇒

[
ŷ1
ŷ2

]
=

[
0 1
1 1

] [
x̂1
x̂2

]
.

Com’era da aspettarsi, la forma di Q̂ è la stessa. �

§ 3. Prodotto scalare e isometrie

(IV.34) Definizione (Prodotto scalare). Un prodotto scalare definito � Il prodotto scalare può essere de-
finito anche per spazi vettoriali com-
plessi, come vedremo nel riquadro a
pagina 215

su uno spazio vettoriale V è un prodotto che associa ad ogni coppia di
vettori x, y ∈ V un numero reale, indicato con 〈x, y〉 (oppure, equiva-
lentemente, con x · y) con le seguenti proprietà: se x, y e z sono tre
vettori di V e c ∈ R è uno scalare,

① (commutativo/simmetrico) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
② (distributivo/lineare) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉 + 〈x, z〉; �Questa è la linearità rispetto al se-

condo fattore. Dalla ① segue anche
quella rispetto al primo.③ (omogeneo) 〈cx, y〉 = 〈x, cy〉 = c〈x, y〉;

④ (definito positivo) x � 0 =⇒ 〈x, x〉 > 0. �Mentre, per linearità, 〈0, 0〉 = 0.

La radice quadrata del prodotto positivo 〈x, x〉 è detta la norma del
vettore x ∈ V, e viene indicata con il simbolo

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

(IV.35) Esempio. In Rn si può definire il prodotto scalare, ponendo �Cfr. la Definizione (III.16) a
pagina 111

〈x, y〉 = x · y =
n∑

i=1

xiyi.

Viene chiamato prodotto scalare standard in Rn. �

(IV.36) Esempio. Nello spazio vettoriale C[a, b] di tutte le funzioni con-
tinue sull’intervallo [a, b] il prodotto

〈 f , �〉 =
∫ b

a
f (x)�(x) dx

è un prodotto scalare. �

Licenza edgt-64-767cf8cda5b32bb189f71d4adc4056a5-gc-006390439
rilasciata il 02 maggio 2012 a ziops@hotmail.it
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Le prossime proprietà del prodotto scalare sono generalizzazioni delle
corrispondenti (omonime) proprietà del prodotto scalare standard di Rn. � Le abbiamo viste nella Proposizio-

ne (III.19) a pagina 112
(IV.37) (Disuguaglianza di Cauchy–Schwarz) Ogni prodotto scalare
soddisfa la seguente disuguaglianza: per ogni x, y di V

〈x, y〉 ≤ ‖x‖‖y‖,
e vale l’uguaglianza se e solo se x e y sono paralleli (dipendenti).

� Dimostrazione. Per la proprietà ④ del prodotto scalare (Definizione (IV.34)) si
ha che 〈z, z〉 ≥ 0 per ogni z e se z � 0 si ha 〈z, z〉 > 0. Se y = 0, allora (〈x, 0〉)2

=

0 ≤ 0 = ‖x‖2‖0‖2, quindi la disuguaglianza è vera. Se invece y � 0, si ha che per
ogni t ∈ R deve essere

0 ≤ ‖x + ty‖2
= 〈x + ty, x + ty〉 = ‖x‖2

+ t2‖y‖2
+ 2t〈x, y〉.

Ora, la funzione f (t) = ‖x‖2
+ t2‖y‖2

+ 2t〈x, y〉 ha per grafico una parabola con la
concavità verso l’alto (dato che il coefficiente di t2 è positivo) ed è per definizione
una funzione positiva; ha il minimo in quel t0 tale che f ′(t0) = 0, cioè

f ′(t0) = 2t0‖y‖2
+ 2〈x, y〉 = 0 ⇐⇒ t0 = −

〈x, y〉
‖y‖2 .

Il valore di f (t0) è

f (t0) = ‖x‖2
+

[
−〈x, y〉‖y‖2

]2

‖y‖2 − 2
[ 〈x, y〉
‖y‖2

]
〈x, y〉 = ‖x‖2 −

(〈x, y〉)2

‖y‖2 .

Dato che deve essere f (t0) ≥ 0, si ha(〈x, y〉)2

‖y‖2 ≤ ‖x‖2,

da cui segue la tesi. Vale l’uguaglianza solo quando f (t0) = 0, cioè quando

0 = f (t0) = ‖x + t0 y‖2
=⇒ x = −t0 y,

cioè x e y sono paralleli. �

Le proprietà della norma seguono facilmente da quelle del prodotto
scalare, come nella dimostrazione della seconda parte della Proposizio-
ne (III.19).

(IV.38) (Proprietà della norma) Valgono le seguenti proprietà della nor-
ma: per ogni x, y, z in V e per ogni scalare c ∈ R,

① (positività) x � 0 =⇒ ‖x‖ > 0, ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0.

② (omogeneità) ‖cx‖ = |c| ‖x‖.
③ (disuguaglianza triangolare) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

Il termine norma in matematica ha un significato ben preciso, che
puntualizziamo con la definizione seguente.
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(IV.39) Definizione. Una norma su uno spazio vettoriale V è una
funzione da V a R tale che valgono le proprietà ①, ② e ③ della
proposizione (IV.38).

La Proposizione (IV.38) può quindi essere sintetizzata nell’affermazione
“la funzione ‖v‖ = √

v · v è una norma”.

�Come vedremo in seguito, non
tutte le norme sono definite a par-
tire da un prodotto scalare. Si veda
in proposito anche il Capitolo VII, il
riquadro a pagina 342.

Torniamo al prodotto scalare. Una volta che si è definito, è possibile
parlare di ortogonalità. �Esattamente come è stato fat-

to nella Proposizione (III.18) a
pagina 111.

(IV.40) Definizione. Due vettori v e w sono ortogonali (rispetto al
prodotto scalare in oggetto) quando 〈v,w〉 = 0.

(IV.41) Se k vettori v1, v2, . . ., vk non nulli di V sono ortogonali, allora
sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. È analoga a quella illustrata nell’Esercizio (III.20) a pagina 158
per tre vettori. Lasciamo al Lettore i dettagli. �

(IV.42) (Teorema di Pitagora) Se v e w sono due vettori ortogonali, allora

‖v +w‖2
= ‖v‖2

+ ‖w‖2.

Dimostrazione. Se 〈v,w〉 = 0, si ha

‖v +w‖2
= 〈v +w, v +w〉 = 〈v, v〉 + 〈v,w〉 + 〈w, v〉 + 〈w,w〉
= ‖v‖2

+ ‖w‖2.
�

L’aggettivo “ortogonale” si usa anche rispetto alle basi e alle matrici.

(IV.43) Definizione. Diciamo che una base è ortogonale se consiste
di vettori tutti ortogonali tra di loro. Diciamo che è ortonormale se è
ortogonale, e in più tutti i vettori sono unitari. �Cioè hanno norma uno (si dice

anche che sono dei versori).Diciamo che una matrice è ortogonale se le sue colonne costituiscono
una base ortogonale (cioè sono tutte ortogonali tra di loro) e sono � In altre parole, una matrice è or-

togonale se e solo se i suoi i vet-
tori colonna costituiscono una base
ortonormale.

vettori unitari.

La Definizione (III.50) di proiezione ortogonale su una retta o un
piano può essere data anche per sottospazi vettoriali. Diciamo che un
vettore v è ortogonale ad un sottospazio W di V se per ogni w ∈ W i due
vettori v e w sono ortogonali, cioè se

per ogni w ∈ W, 〈v,w〉 = 0.

Osserviamo che se W è generato da k vettori e1, e2, . . . , ek, allora un
vettore v è ortogonale a W se e solo se è ortogonale a tutti i k vettori ei

�. � Infatti, se w ∈ W e 〈v, ei〉 = 0 per
tutti gli i, si ha

w = c1e1 + c2e2 + . . . + ckek

〈v,w〉 = 〈v, c1e1+c2e2+ . . .+ckek〉
= c1〈v, e1〉+c2〈v, e2〉+ . . .+ck〈v, ek〉
= 0.

(IV.44) Definizione. Se W ⊂ V è un sottospazio vettoriale di V, allora
la proiezione ortogonale di un vettore v ∈ V su W, indicata con projW v,
è quell’unico vettore v̄ ∈ W tale che v − v̄ è ortogonale a W.

http://www.apogeonline.com/libri/9788850314737/scheda
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Perché questa definizione sia ben posta, occorre però dimostrare che
il vettore v̄ = projW v esiste ed è unico. Cominciamo a mostrare che se il

�Ricordiamo come con l’equazio-
ne (14) a pagina 113 abbiamo de-
finito la proiezione di un vettore
su un altro vettore (meglio: sul-
la retta da lui generata). Si veda
l’Esercizio (III.14) a pagina 154.

sottospazio W ha una base ortogonale, allora il vettore v̄, proiezione di
v su W, esiste davvero.

(IV.45) Teorema. Se e1, e2, . . . , ek sono k vettori ortogonali di uno
spazio vettoriale V, e v ∈ V, allora esiste una unica proiezione di v sul
sottospazio W = Span(e1, e2, . . . , ek), che è uguale a � La proiezione quindi è una fun-

zione projW : V → W ⊂ V. Non è
difficile mostrare che è una funzio-
ne lineare (si veda l’Esercizio 26 a
pagina 226).

(8) projW(v) =
k∑

i=1

ciei =

k∑
i=1

〈v, ei〉
‖ei‖2 ei.

Il vettore v̄ = projW(v) è quello che minimizza la distanza tra v e W, cioè
per ogni w ∈ W

‖v −w‖ ≥ ‖v − v̄‖,

e vale l’uguaglianza solo se w = v̄.

Figura IV.4: David Hilbert (1862–
1943), figura di spicco della ma-
tematica a cavallo tra l’Ottocento
e il Novecento.

Dimostrazione. Gli elementi di W sono le combinazioni lineari

w = c1e1 + c2e2 + . . . + ckek,

con ci ∈ R per ogni i. Occorre determinare, se esistono, i valori della k-upla
(c1, c2, . . . , ck) per cui il corrispondente w soddisfi l’equazione

〈v −w, ei〉 = 0 ⇐⇒ 〈v, ei〉 = 〈w, ei〉

per ogni i = 1, . . . , k. Ma

〈w, ei〉 = 〈c1e1 + c2e2 + . . . + ckek, ei〉
= c1〈e1, ei〉 + c2〈e2, ei〉 + . . . + ck〈ek, ei〉 = ci〈ei, ei〉 = ci‖ei‖2,

e quindi l’unica soluzione è quella per cui i coefficienti ci sono definiti da

〈v, ei〉 = ci‖ei‖2
=⇒ ci =

〈v, ei〉
‖ei‖2 .

Non resta che mostrare che il vettore v̄ = projW(v) realizza la distanza minima
tra v e W, cioè che se w̄ ∈ W è un vettore diverso da v̄ (e quindi con ‖v̄−w̄‖ > 0),
allora la distanza tra w̄ e v è strettamente maggiore di quella tra v̄ e v. Ma

v − w̄ = (v − v̄) + (v̄ − w̄),

dove v − v̄ è ortogonale a W (per definizione) e v̄ − w̄ è un vettore di W (perché
somma di due vettori in W). Ma allora per la Proposizione (IV.42)

‖v − w̄‖ = ‖v − v̄‖2
+ ‖v̄ − w̄‖2 > ‖v − v̄‖2.

Quod erat demonstrandum. �
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Cosa succede se si calcola la proiezione su un sottospazio W di un
vettore v che già appartiene a W?

(IV.46) Corollario. Se, nelle ipotesi del Teorema (IV.45), il vettore v
appartiene già a W = Span(e1, e2, . . . , ek), allora projW(v) = v, e i coeffi-

cienti ci =
〈v, ei〉
‖ei‖2 sono le componenti di v nella base e1, e2, . . . , ek di W.

Se inoltre ‖ei‖ = 1 per ogni i (cioè se e1, e2, . . . , ek è una base ortonormale
per W), allora

v =
k∑

i=1

〈v, ei〉ei e ‖v‖2
=

k∑
i=1

c2
i =

k∑
i=1

(〈v, ei〉)2.

Dimostrazione. Se v ∈ W, allora se v̄ ∈ W è un vettore tale che v− v̄ è ortogonale
a W (cioè ortogonale a tutti i vettori di W), allora v − v̄ dovrebbe essere orto-
gonale anche a sé stesso, cioè avere norma zero. Ma questo è possibile solo se
v = v̄, cioè

v ∈ W =⇒ projW(v) = v.

Possiamo comunque applicare il Teorema (IV.45), ed ottenere

projW(v) = v =
k∑

i=1

〈v, ei〉
‖ei‖2 ei.

Se aggiungiamo l’ipotesi che e1, e2, . . . , ek è una base ortonormale per W, e ponia-
mo ci = 〈v, ei〉, si ha

‖v‖2
=

〈 k∑
i=1

ciei,

k∑
j=1

cje j

〉
=

k∑
i, j=1

cicj〈ei, e j〉 =
k∑

i=1

c2
i . �

Quando si scrive un vettore v in una base di vettori ortogonali, le
componenti del vettore v in questa base sono quindi proprio le proiezioni
di v sugli assi, così come si fa per determinare le coordinate cartesiane
di un punto di Rn.

Ortogonalizzazione di Gram–Schmidt

Supponiamo di avere un insieme v1, v2, . . . , vk di vettori linearmente � I due matematici cui si fa ri-
ferimento sono Jorgen Pedersen
Gram (1850–1916) e Erhard Sch-
midt (1876–1959), anche se l’algo-
ritmo di ortogonalizzazione è stato
certamente usato da altri prima di
loro (Cauchy, Laplace).

indipendenti di uno spazio vettoriale V (su cui sia definito un prodotto
scalare). Dato che i vi sono linearmente indipendenti, non sono nulli e
quindi ‖vi‖ > 0 per ogni i.

Definiamo per ricorsione una successione u1, u2, . . . , uk di vettori
ortogonali tra di loro nel modo seguente. Per i = 1 si pone

u1 = v1.
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Successivamente, per i > 1 si definisce prima la proiezione di vi sul sot-
tospazio Span(u1, . . . ,ui−1) ⊂ V, che come abbiamo visto sopra si scrive

�Posto che gli ui siano ortogonali,
ma questo lo vedremo subito.

v̄i =

i−1∑
j=1

〈vi,u j〉
‖u j‖2 u j,

da cui definiamo finalmente il vettore ui

ui = vi − v̄i = vi −
i−1∑
j=1

〈vi,u j〉
‖u j‖2 u j.

Per definizione di proiezione ortogonale, ui risulta ortogonale a u j per
j = 1, . . . , i − 1, dato che è ortogonale a Span(u1, . . . ,ui−1). Segue che
con questa costruzione tutti gli u j sono ortogonali tra di loro. Si ottiene
quindi un sistema triangolare del tipo

u1 = v1

u2 = v2 − 〈v2,u1〉
‖u1‖2 u1

u3 = v3 − 〈v3,u1〉
‖u1‖2 u1 − 〈v3,u2〉

‖u2‖2 u2

...

uk = vk − 〈vk,u1〉
‖u1‖2 u1 − 〈vk,u2〉

‖u2‖2 u2 − . . . − 〈vk,uk−1〉
‖uk−1‖2 uk−1.

Si può naturalmente scrivere anche come

v1 = u1

v2 =
〈v2,u1〉
‖u1‖2 u1 + u2

v3 =
〈v3,u1〉
‖u1‖2 u1 +

〈v3,u2〉
‖u2‖2 u2 + u3

...

vk =
〈vk,u1〉
‖u1‖2 u1 +

〈vk,u2〉
‖u2‖2 u2 + . . . +

〈vk,uk−1〉
‖uk−1‖2 uk−1 + uk

Supponiamo che V sia lo spazio Euclideo standard Rn. Nella notazione
matriciale, se chiamiamo M la matrice che ha per colonne i vettori vi, si

� È possibile modificare legger-
mente la successione dei vettori ui
ponendo

qi =
ui

‖ui‖
per ogni i: in questo modo i vettori
qi hanno norma uno e sono ortogo-
nali. La corrispondente decomposi-
zione della matrice M che si ottie-
ne è nota come la decomposizione

QR, in cui Q è una matrice ortogo-
nale (cioè con colonne ortogonali e
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può scrivere

M = (u1,u2, . . . ,uk)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
〈v2,u1〉
‖u1‖2

〈v3,u1〉
‖u1‖2 · · · 〈vk,u1〉

‖u1‖2

0 1
〈v3,u2〉
‖u2‖2 · · · 〈vk,u2〉

‖u2‖2

...
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1
〈vk,uk−1〉
‖uk−1‖2

0 0 · · · 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
cioè M = PR, dove P = (u1,u2, . . . ,uk) è una matrice di n righe e k colonne
(ortogonali), e R è una matrice k × k triangolare superiore (con tutti 1
sulla diagonale).

Un corollario immediato del metodo di ortogonalizzazione è che ogni
spazio vettoriale di dimensione finita ha almeno una base ortogonale�. �E quindi, normalizzando, una

base ortonormale.
(IV.47) Se V è uno spazio vettoriale di dimensione finita n e con prodotto
scalare, allora esiste una base ortonormale e1, e2, . . . , en di V.

Dimostrazione. Se v1, v2, . . . , vn è una base per V, applicando il procedimento
di ortogonalizzazione si ottiene una base ortogonale u1, u2, . . . , un tale che per
ogni k = 1 . . .n

Span(u1, . . . ,uk) = Span(v1, . . . ,vk).

In particolare, per k = n si ottiene una base ortogonale per V. La base ortonor-
male cercata si ottiene normalizzando i vettori, cioè ponendo ei = ui/‖ui‖ in modo
tale che gli ei non sono solo ortogonali tra di loro, ma anche unitari. �

(IV.48) Corollario. Se W ⊂ V è un sottospazio vettoriale di dimen-
sione finita di uno spazio vettoriale V con prodotto scalare, allora esi-
ste la proiezione ortogonale di V su W, PW : V → W, definita come
nell’equazione (8) a pagina 184.

Dimostrazione. Il Teorema (IV.45) assicura che esiste la proiezione

projW : V → W,

a patto che W abbia una base ortogonale. Ma per la Proposizione (IV.47) ogni
spazio di dimensione finita ha una base ortogonale. �

Possiamo finalmente completare ed estendere la dimostrazione della
Proposizione (III.49) a pagina 137.

(IV.49) Corollario. Sia p un sottospazio lineare affine dello spazio eu-
clideo cartesiano Rn (con il prodotto scalare standard) e Q un punto
qualsiasi. Allora esiste unico il punto Q′ che realizza la distanza tra
punto Q e p (cioè distanza(Q, p) = |Q′ − Q|), che chiamiamo ancora la
proiezione ortogonale di Q su p.
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Dimostrazione. Il sottospazio p di Rn per definizione si scrive come

p = {A + t1v1 + t2v2 + . . . + tdvd : t1, t2, . . . , td ∈ R} ,
per un certo punto A e d vettori linearmente indipendenti. Se indichiamo con

W = Span(v1, . . . ,vd),

notiamo che un punto P ∈ Rn appartiene a p se e solo se P − A ∈ W. Quindi un
punto Q′ in p si scrive come Q′

= A+w′ per un certo w′ ∈ W, e il vettore Q′ −Q
è ortogonale a W se e solo se A +w′ −Q è ortogonale a W, ma questo accade se
e solo se

projW(Q − A) = w′.

Quindi esiste la proiezione ortogonale di Q su p, che è definita da

Q′
= A + projW(

#   »

AQ). �

(IV.50) Esempio. Nello spazio vettoriale V = C(0, 2π) delle funzioni con-
tinue sull’intervallo (0, 2π), con il prodotto scalare dell’Esempio (IV.36)

〈 f , �〉 =
∫ 2π

0
f (x)�(x) dx,

le funzioni trigonometriche

(*) 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, . . .

sono elementi (vettori) di V.
Come abbiamo visto nella la Proposizione (II.27), se n � m �Forse adesso risulta chiaro per-

ché sono chiamate formule di orto-

gonalità, o relazioni di ortogonali-

tà. Gli estremi di integrazione sono
assolutamente ininfluenti, dato che∫ π

−π
p(x) dx =

∫ 2π

0
p(x) dx

se p(x) è periodica di periodo 2π.

〈cos nx, cos mx〉 =
∫ 2π

0
cos nx cos mx dx = 0

〈cos nx, sin mx〉 =
∫ 2π

0
cos nx sin mx dx = 0

〈sin nx, sin mx〉 =
∫ 2π

0
sin nx sin mx dx = 0.

Inoltre per ogni m ≥ 1

〈1, cos mx〉 =
∫ 2π

0
cos mx dx = 0 = 〈1, sin mx〉 =

∫ 2π

0
sin mx dx,

quindi possiamo dire che le funzioni (*) costituiscono un insieme ortogonale.�Quindi questa norma è la stessa
con cui avevamo introdotto lo scarto
quadratico medio, approfondimento
a pagina 63.

Se ne calcoliamo le norme abbiamo

‖1‖2
= 〈1, 1〉 =

∫ 2π

0
dx = 2π.

‖cos nx‖2
= 〈cos nx, cos nx〉 =

∫ 2π

0
cos2 nx dx = π

‖sin nx‖2
= 〈sin nx, sin nx〉 =

∫ 2π

0
sin2 nx dx = π.
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Quindi le funzioni (trigonometriche) normalizzate

1√
2π
,

cos nx√
π
,

sin nx√
π
, n = 1, 2, 3, . . .

sono vettori unitari di V, e costituiscono un insieme ortonormale di
vettori di V. �

(IV.51) Esempio (Serie di Fourier). Lo spazio delle funzioni continue
C(0, 2π) dell’Esempio (IV.50) contiene i sottospazi di dimensione finita

Sn = Span(1, cos x, sin x, . . . , cos nx, sin nx),

formati da tutte le combinazioni lineari delle funzioni 1, cos kx, sin kx con
k ≤ n. La dimensione di Sn è 2n + 1, dato che i generatori sono linear- �Cioè dai polinomi trigonometrici

di grado n.mente indipendenti (sono ortogonali!). Per il Teorema (IV.45) esiste la
proiezione di una funzione f ∈ V sul sottospazio W, cioè la proiezione
projW : V → W. Risulta definita da

projW( f ) =
2n+1∑
i=1

〈 f , ei〉
‖ei‖2 ei

=

〈 f , 1〉
‖1‖2 +

〈 f , cos x〉
‖cos x‖2 cos x +

〈 f , sin x〉
‖sin x‖2 sin x + . . . +

〈 f , cos nx〉
‖cos nx‖2 cos nx +

〈 f , sin nx〉
‖sin nx‖2 sin nx

=

a0

2
+ a1 cos x + b1 sin x + a2 cos 2x + b2 sin 2x + . . . + an cos nx + bn sin nx,

dove si è posto �Consideriamo lo spazio V di tutti
i polinomi nella variabile reale x, con
il prodotto scalare

〈 f , �〉 =
∫ 1

−1
f (x)�(x) dx,

come nell’Esempio (IV.36). Se si
applica il procedimento di ortogo-
nalizzazione di Gram–Schmidt alla
successione di polinomi

1, x, x2, . . . , xn, . . .

si ottiene una successione di polino-
mi

f0(x), f1(x), . . . , fn(x), . . .

chiamati i polinomi di Legendre

(normalizzati).

ak =
〈 f (x), cos kx〉
‖cos kx‖2 =

1
π

∫ 2π

0
f (x) cos kx dx,

bk =
〈 f (x), sin kx〉
‖sin kx‖2 =

1
π

∫ 2π

0
f (x) sin kx dx.

I coefficienti ci del Teorema (IV.45), che qui abbiamo chiamato ai e bi,
sono quindi proprio i coefficienti di Fourier di f . Il polinomio trigonome-
trico f̄ di grado n sopra trovato è quindi la migliore approssimazione di
f , nel senso che minimizza la distanza

‖ f − f̄ ‖2
=

∫ 2π

0
( f (x) − f̄ (x))2 dx. �

§ 4. Il determinante

Riconsideriamo ora le proprietà delle aree e volumi con segno (cioè della
funzione determinante in dimensione 2 e dimensione 3), trattate nei § 4
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Spazi di Hilbert

Come abbiamo visto nella nota a margine della defini-
zione (IV.15) o nell’Esempio (IV.50), gli spazi vettoria-
li non sempre hanno dimensione finita. Alcuni spazi
infinito-dimensionali non solo hanno un prodotto sca-
lare, ma in più godono anche di una proprietà molto
importante: tutte le successioni di Cauchy ammettono
un limite, cioè sono completi (si veda a pagina 352 e
seguenti). Sono detti spazi di Hilbert.
(IV.52) Esempio (l2). Sia l2 l’insieme di tutte le
successioni x = {xk}∞k=1 di numeri reali a quadrati
sommabili, cioè

l2
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩x = {xk}∞k=1 : xk ∈ R,
∞∑

k=1

x2
k < ∞

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
La somma e il prodotto per uno scalare sono defini-
te per componenti, come per il caso delle n-uple. Le
successioni non sono altro che n-uple con n = ∞. È
possibile definire un prodotto scalare su l2, ponendo

〈x, y〉 =
∞∑

i, j=1

xi yi =⇒ 〈x, x〉 = ‖x‖2
=

∞∑
i=1

x2
i . �

(IV.53) Esempio (L2). Se (a, b) ⊂ R è un intervallo,

L2(a, b) =
{
f : (a, b) → R : 〈 f , f 〉 < ∞}

,

dove

〈 f , �〉 =
∫ b

a
f (x)�(x) dx ⇒ 〈 f , f 〉 = ‖ f ‖2

=

∫ b

a
f 2(x) dx.

Si tratta di uno spazio di dimensione infinita, costi-
tuito da tutte le funzioni con quadrato sommabile,
con prodotto scalare (e conseguente norma). In real-
tà questa definizione non è ben posta (una funzione
non nulla può avere norma nulla), e per renderla con-
sistente occorre prendere non funzioni, ma classi di
equivalenza di funzioni, definite a meno di un insieme
di misura di Lebesgue nulla. Si veda a tal proposito il
riquadro a pagina 488. �

Le operazioni di proiezione ortogonale, distanza, e
approssimazione che abbiamo visto per gli spazi eu-
clidei Rn possono essere applicate con successo an-
che a questi spazi di funzioni. Entrambi gli spazi di
Hilbert sopra descritti sono modelli di spazio euclideo
infinito-dimensionale.

e § 5 del Capitolo III. A ben vedere, tutto ruota attorno al concetto di
linearità, insieme al fatto che det(a,a) = 0 (o, equivalentemente, come
abbiamo visto, che det(a, b) = −det(b,a)). Infatti, possiamo riscrivere le
Proprietà (A1) e (A2) nella seguente unica affermazione: �A pagina 115.

(L2) det(a, b) è lineare sia nella variabile a che nella variabile b (cioè è
lineare in ogni sua variabile).

Lo stesso per le Proprietà (V1) e (V2): possono essere scritte in modo più �A pagina 118.

sintetico come

(L3) det(a, b, c) è lineare nella variabile a, nella variabile b e nella va-
riabile c (cioè è lineare in ogni sua variabile).

Riscrivendo la funzione determinante come funzione non di una n-upla
di vettori ma come una funzione della matrice corrispondente, si può
dire

(L2’) La funzione det
([

a1 b1
a2 b2

])
è lineare nelle sue colonne.

(L3’) La funzione det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ è lineare nelle sue colonne.
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Le Proprietà (A3’) e (V3’) possono leggersi come

(A) Se la matrice A′ è la matrice ottenuta scambiando due colonne della
matrice A, allora det(A′) = −det(A). Cioè il determinante cambia
di segno se si scambiano due colonne di A.

Mostriamo che queste (che, come abbiamo visto, sono proprietà caratte-
rizzanti per la funzione determinante) sono solo alcune delle proprietà.
La forma più generale con cui consideriamo la funzione determinante è
quella data dal seguente teorema.

(IV.54) Teorema. Per ogni n ≥ 1, esiste una unica funzione determi-
nante det, che associa ad ogni matrice A (quadrata n × n) un numero
det(A), con le proprietà:

① Il determinante det è lineare nelle colonne di A.

② Il determinante det cambia segno se si scambiano due colonne.

③ Il determinante della matrice identica è det(In) = 1.

Risulta poi che det è lineare anche nelle righe e che cambia di segno se si
scambiano due righe tra loro.

Prima di procedere con la dimostrazione, definiamo la trasposta di una
matrice n ×m.

(IV.55) Definizione. Sia A una matrice n × m. La trasposta di A,
indicata con tA, è la matrice m × n ottenuta scambiando le righe e le
colonne di A, cioè la matrice che ha per colonne le righe di A �È ovvio che se A è quadrata, an-

che la trasposta tA è quadrata. La
trasposta della matrice identica è
ancora la matrice identica: tIn = In.

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · anm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =⇒
tA =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
. . .

...
a1m a2m · · · anm

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Dimostrazione del Teorema (IV.54). Per n = 1 la proposizione è vera: dato che
una matrice 1 × 1 ha soltanto un coefficiente reale

[
a11

]
, basta porre det(

[
a11

]
) =

a11. Esiste una unica riga e una unica colonna (di dimensione 1), ed è semplice
verificare che questa funzione è lineare. Per n = 2, sappiamo dalla Proposizio-
ne (III.21) di pagina 116 che esiste unica una funzione determinante che soddi-
sfa le proprietà in questione: esiste una unica funzione lineare nelle colonne, che
cambia di segno se si scambiano due colonne e che vale uno sulla matrice iden-
tica. Quindi, se intendiamo dimostrare che il teorema è vero per la dimensione
2, dobbiamo verificare che la funzione determinante della Proposizione (III.21) è
anche lineare per righe e cambia di segno se si scambiano due righe. Ma questo �Queste sono le proprietà che

mancano.è facile: per l’unicità, è necessario che sia

det
([

a1 b1

a2 b2

])
= a1b2 − a2b1,
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e le due proprietà che mancano sono vere, dato che

det
([

a1 b1

a2 b2

])
= a1b2 − a2b1 = det

([
a1 a2

b1 b2

])
,

ovvero le proprietà aggiuntive seguono da det(tA) = det(A).
Bene, adesso passiamo al caso n = 3: la Proposizione (III.24) ci assicura che

c’è già una funzione del genere, ed è proprio il determinante in dimensione 3,
che abbiamo definito nell’equazione (23) in modo ricorsivo come �A pagina 121.

(9) det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = a1 det
[
b2 c2

b3 c3

]
− b1 det

[
a2 c2

a3 c3

]
+ c1 det

[
a2 b2

a3 b3

]
.

Sappiamo però che è lineare nelle colonne e che cambia di segno se si scambiano
le colonne: dobbiamo mostrare che entrambe le proprietà sono vere per le righe.
Per far questo ritorniamo alla dimostrazione della Proposizione (III.24), in cui
abbiamo mostrato che vale l’equazione (22), che riscriviamo con la notazione
matriciale come

(10) det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = a1 det
[
b2 c2

b3 c3

]
− a2 det

[
b1 c1

b3 c3

]
+ a3 det

[
b1 c1

b2 c2

]
.

L’equazione (9) è uno sviluppo del determinante secondo la prima riga; l’equa-
zione (10) è invece lo sviluppo del determinante secondo la prima colonna. Nella
dimostrazione di (III.24) abbiamo usato lo sviluppo secondo la prima riga per de-
finire il determinante e mostrare che ha le proprietà cercate per colonne, mentre
abbiamo usato lo sviluppo secondo la prima colonna per mostrarne l’unicità. Ma
lo sviluppo secondo la prima colonna di A non è altro che lo sviluppo secondo
la prima riga della matrice trasposta tA, e viceversa lo sviluppo secondo la prima
riga di A è lo sviluppo secondo la prima colonna della trasposta tA: dato che una
funzione è lineare sulle colonne (risp. righe) di A se e solo se è lineare sulle ri-
ghe (risp. colonne) della sua trasposta: possiamo ripetere il ragionamento sulla
matrice tA e mostrare che det è lineare sulle righe e cambia di segno se si scam-
biano due righe qualsiasi. Per il caso n ≥ 4, si dovrà procedere per induzione,
nello stesso modo con cui si è passati da 2 a 3. Lasceremo solo qualche indizio
su come iniziare la dimostrazione, negli Esercizi 55 , 56 , tralasciando i dettagli
che possono essere completati dal Lettore. � �Abbiamo segnalato alcuni testi

di algebra lineare nei Riferimenti
bibliografici in appendice.La seguente proposizione segue direttamente dal modo con cui ab-

biamo definito il determinante.

(IV.56) (Formula di Laplace) Se A è una matrice quadrata n × n

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
an,1 an,2 · · · an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

allora il suo determinante si sviluppa nella prima colonna come
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(11) det(A) = a1,1 det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a2,2 · · · a2,n
a3,2 · · · a3,n
...
. . .

...
an,2 · · · an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦− a2,1 det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,2 · · · a1,n
a3,2 · · · a3,n
...
. . .

...
an,2 · · · an,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+ . . .+ (−1)n+1an,1 det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,2 · · · a1,n
a2,2 · · · a2,n
...

. . .
...

an−1,2 · · · an−1,n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Possiamo scrivere l’equazione (11) anche come segue (sostituendo

al simbolo “det” due barre verticali che racchiudono i coefficienti della
matrice: questa notazione è molto comoda, specie per gli esercizi; inoltre
scriviamo esplicitamente i coefficienti che abbiamo ignorato nel prendere
i minori):

det(A) = a1,1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a1,2 · · · a1,n

a21 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...

an,1 an,2 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
− a2,1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a1,2 · · · a1,n

a21 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...

an,1 an,2 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . .+ (−1)n−1an,1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a1,2 · · · a1,n
...

...
. . .

...

an−1,1 an−1,2 · · · an−1,n

an,1 an,2 · · · an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(IV.57) Corollario. Il determinante della trasposta di A è uguale al
determinante di A:

det(tA) = det(A).

Dimostrazione. È una conseguenza diretta del Teorema (IV.54), nella parte del-
l’unicità: entrambe sono funzioni lineari nelle righe e colonne, cambiano di segno
se si scambiano righe o colonne, e valgono 1 sulla matrice identica In. Dato che
può esistere una unica funzione con queste proprietà, det(tA) e det(A) devono
essere uguali. �

Vediamo ora una semplice proprietà della trasposta di una matrice,
che ci tornerà utile in seguito.

(IV.58) La trasposta del prodotto di due matrici A e B è uguale al prodotto
delle trasposte nell’ordine inverso

t(AB) = tBtA.

Dimostrazione. Se aij indicano i coefficienti di A, bjk i coefficienti di B, e ā ji = aij

e b̄k j = bjk i coefficienti delle trasposte di A e B, allora il coefficiente (i, k) del
prodotto AB è

m∑
j=1

aijbjk,

che quindi è uguale al coefficiente (k, i) di t(AB). Ma questo è uguale al coefficien-
te (k, i) del prodotto tBtA, che è

m∑
j=1

b̄k jā ji =

m∑
j=1

bjkaij. �
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Il Teorema che segue è la generalizzazione a dimensione arbitraria
dei Teoremi (III.23) e (III.29) del Capitolo III.

(IV.59) Teorema. Sia A una matrice quadrata n × n. Allora le seguenti
affermazioni sono equivalenti: � Le negazioni delle quattro affer-

mazioni (che a loro volta saranno
equivalenti) sono:

① Esiste x � 0 tale che Ax =
0 (cioè le colonne di A sono
linearmente dipendenti).

② det(A) = 0.

③ Esiste c ∈ Rn per cui il si-
stema di equazioni Ax = c
ammette più di una soluzione
oppure nessuna soluzione.

④ Le colonne di A sono linear-
mente dipendenti.

① Le colonne di A sono linearmente indipendenti, cioè non esiste un
vettore x � 0, x ∈ Rn tale che

Ax = 0.

② det(A) � 0

③ Per ogni c ∈ Rn il sistema di n equazioni in n incognite

Ax = c

ha una e una sola soluzione.

④ Le righe di A sono linearmente indipendenti.

� Dimostrazione. Cominciamo a dimostrare per induzione, così come abbiamo di-
mostrato il Teorema (III.29) a partire dal Teorema (III.23), che ① ⇐⇒ ② ⇐⇒
③. Supponiamo quindi che questa equivalenza valga per n − 1, e mostriamo che �Descriviamo la dimostrazione per

sommi capi, lasciando al Lettore di
riempire i dettagli mancanti.

vale per n. Eliminando una variabile dal sistema di n equazioni in n incognite
Ax = 0, otteniamo un sistema di n − 1 equazioni in n − 1 incognite con matrice
che ha ancora determinante zero, se det A = 0, e che quindi ha soluzioni non
nulle (① =⇒ ②). Per mostrare ② =⇒ ③, osserviamo che, se eliminiamo una
variabile come sopra, il sistema di n − 1 equazioni in n − 1 incognite ha matrice
dei coefficienti con determinante diverso da zero, e quindi ha sempre una e una
sola soluzione (per induzione), da cui possiamo sostituire all’indietro e trovare
la soluzione cercata. Per mostrare ③ =⇒ ①, basta osservare che se per ogni
c ∈ Rn il sistema ha una e una sola soluzione, allora in particolare per x = 0
c’è una e una sola soluzione di Ax = 0. Dato che x = 0 è una soluzione, non
possono essercene altre cioè le colonne di A sono linearmente indipendenti. Ora,
la dimostrazione è completata semplicemente notando che det(tA) = det(A). �

(IV.60) Corollario (Formula di Binet). Il determinante del prodotto di
due matrici quadrate A e B è uguale al prodotto dei loro determinanti: �Perciò det(AB) = det(BA) anche

se AB � BA.

det(AB) = det(A) det(B).

Dimostrazione. Deduciamo questa proprietà dall’unicità della funzione determi-
nante e dalla definizione di prodotto di matrici. Supponiamo per prima cosa
det(A) � 0. Allora possiamo scrivere la funzione di B

f (B) =
det(AB)
det(A)

,

http://www.apogeonline.com/libri/9788850314690/scheda
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o anche

f (b1, b2, . . . , bn) =
det(Ab1,Ab2, . . . ,Abn)

det(A)
,

se vogliamo insistere sulla struttura in colonne di B. È facile vedere che f è
lineare nelle sue variabili bi e che cambia di segno se ne scambiano due. Non
resta che vedere quanto vale sulla matrice identica In:

f (In) =
det(AIn)
det(A)

=

det(A)
det(A)

= 1,

dato che AIn = A. Per l’unicità, deve quindi essere

f (B) = det(B) =⇒ det(AB)
det(A)

= det(B) =⇒ det(AB) = det(A) det(B).

Se invece det(A) = 0, l’affermazione è vera se riusciamo a mostrare che det(AB) =
0. Ora, per il Teorema (IV.59), det(A) = 0 se e soltanto se le sue righe sono
linearmente dipendenti, cioè se esiste x � 0 tale che

tAx = 0.

Analogamente, det(AB) = 0 se e solo se le sue righe sono linearmente indipen-
denti, cioè se esiste y � 0 tale che

t(AB)y = 0.

Ma per (IV.58), t(AB) = tBtA, e dunque basta porre y = x per ottenere
t(AB)x = (tBtA)x = tB(tAx) = tB0 = 0. �

Aggiungiamo una affermazione al Teorema (IV.59). �Ricordiamo che l’inversa di una
matrice A è una matrice A−1 che
soddisfa l’equazione (7), cioè tale
che A−1A = AA−1

= I.
(IV.61) (Inversa di una matrice) Esiste la matrice inversa A−1 della ma-
trice A se e soltanto se det(A) � 0.

Dimostrazione. Supponiamo che esista l’inversa A−1: allora

AA−1
= I =⇒ det(AA−1) = det(A) det(A−1) = det(I) = 1,

e quindi né det(A) né det(A−1) possono essere zero, da cui det(A) � 0. Viceversa,
se det(A) � 0, per il Teorema (IV.59) per ogni c ∈ Rn l’equazione �Ci sono molti metodi di calcolare

l’inversa di una matrice: risolvere il
sistema (*) nei c = ei con elimina-
zione di Gauss, usare le formule di
Laplace per determinare una formu-
la ricorsiva per l’inversa, oppure usa-
re una generalizzazione del metodo
che abbiamo usato nella dimostra-
zione del Teorema (III.29), chiamato
metodo di Cramer . Per dimostrare
che l’inversa A−1 esiste non abbia-
mo però bisogno di costruirla espli-
citamente. Si veda anche l’Esercizio
(IV.3) a pagina 216.

(*) Ax = c

ha una e una sola soluzione. Siano e1, e2, . . . , en i vettori della base standard di
Rn. Allora per ogni i = 1, . . . , n esiste una e una sola soluzione x dell’equazione
(*) con c = ei, e quindi sono univocamente determinati n vettori b1, b2, . . . , bn

tali che per ogni i,

Abi = ei,

da cui se B è la matrice con colonne bi si deduce

AB = A(b1, b2, . . . , bn) = (Ab1,Ab2, . . . ,Abn) = (e1, e2, . . . , en) = I,

cioè AB = I. Analogamente, det(tA) � 0 e quindi esiste una matrice B′ tale che
tAB′ = I =⇒ tB′A = I. Moltiplicando da destra per B si ha

tB′A = I =⇒ B = IB = (tB′A)B = tB′(AB) = tB′I = tB′,

cioè B = tB′ e non solo AB = I, ma anche BA = I, cioè B è l’inversa di A. �
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Terminiamo questa sezione con una significativa estensione del Teo-
rema (IV.59). Occorre prima definire il rango di una matrice e le sottoma-
trici quadrate di una matrice. Cominciamo con le sottomatrici quadrate �Ricordate le sottosuccessioni? È

la stessa cosa! Se le matrici sono
successioni doppie ai, j, una sottoma-
trice è una sottosuccessione di que-
sta sottosuccessione doppia. . . (qui
0 < s ≤ min(n,m)).

di una matrice: se A è una matrice n×m e si scelgono s indici i1, i2, . . . , is
e s indici j1, j2, . . . , js con

1 ≤ i1 < i2 < . . . < is ≤ n, 1 ≤ j1 < j2 < . . . < js ≤ m.

La sottomatrice quadrata di A corrispondente a questa scelta è la matrice
s × s ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ai1, j1 ai1, j2 · · · ai1, js
ai2, j1 ai2, j2 · · · ai2, js
...

...
. . .

...
ais, j1 ais, j2 · · · ais, js

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
(IV.62) Esempio. La sottomatrice corrispondente agli indici (i1, i2) =
(2, 3) e ( j1, j2) = (1, 3) della matrice indicata nel diagramma è⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 2 3
4
���

�

�

�

�

�
��

5 6
���

�

�

�

�

�
��

7 8 9

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =⇒
[
4 6
7 9

]
. �

(IV.63) Definizione. Sia A = (a1,a2, . . . ,am) una matrice n × m. Il
rango (per colonne) di A è la dimensione dello spazio generato dalle � Il rango è anche la dimensione

dell’immagine della funzione lineare
A : Rm → Rn associata alla matrice
A.

sue colonne

Rango(A) = dim
(
Span(a1,a2, . . . ,am)

)
,

che come abbiamo visto nella Proposizione (IV.18) è il massimo
numero di colonne ai linearmente indipendenti. �Vedremo tra pochissimo che

Rango(A) = Rango(tA), cioè che il
rango per colonne è uguale al rango
per righe.

(IV.64) Teorema. Sia A una matrice n × m. Allora le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

① (rango per colonne) Rango(A) = r.

② (rango per righe) Rango(tA) = r.

③ (sottomatrici orlate — Kronecker) Esiste almeno una sottomatrice
r×r di A con determinante diverso da zero, ma tutte le sottomatrici
quadrate di dimensione r+ 1 che la estendono hanno determinante
zero.

④ (nullità più rango) Il nucleo di A ha dimensione m − r, cioè

dim(Nucleo(A)) + r = m.
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� Dimostrazione. Cominciamo con l’osservazione, molto facile da dimostrare, che
il rango di una matrice non cambia se si permutano le sue colonne� né se si �Dato che lo Span non dipende

dall’ordine con cui sono presi i vettori
Inoltre permutare due componenti xi
e xj dei vettori colonna corrisponde
semplicemente ad una permutazione
dei vettori della base canonica.

permutano le sue righe. Allora possiamo sempre permutare righe e colonne di A
e metterla nella seguente forma,

(12)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1
� � � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � � �

a1,2 · · · a1,c a1,c+1 · · · a1,m

a2,1 a2,2 · · · a2,c a2,c+1 · · · a2,m
...

...
. . .

...
...

. . .
...

ar,1 ar,2 · · · ar,c ar,c+1 · · · ar,m

ar+1,1 ar+1,2 · · · ar+1,c ar+1,c+1 · · · ar+1,m
...

...
. . .

...
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,c an,c+1 · · · an,m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
in cui le prime c colonne sono indipendenti mentre le successive m − c sono
combinazioni lineari delle prime c, e le prime r righe sono indipendenti, mentre le
successive n−r sono combinazioni lineari delle prime r. Ora, sia Â la sottomatrice �Quindi c è il rango per colonne, r

è il rango per righe.di A delimitata dal tratteggio nella (12). Allora le sue colonne

â1, â2, . . . , âc

(formate da vettori di dimensione r) non possono essere linearmente dipendenti:
infatti, se esistessero x1, x2, . . . , xc non tutti nulli tali che

�Questo è un sistema di r equazioni
in c incognite.

(13) x1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,1

a2,1
...

ar,1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + x2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,2

a2,2
...

ar,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + . . . + xc

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,c

a2,c
...

ar,c

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 0,

allora anche le prime c colonne ai di A soddisferebbero l’equazione

�Questo è un sistema di n equazio-
ni in c incognite.

(14) x1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1

a2,1
...

ar,1

ar+1,1
...

an,1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ x2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,2

a2,2
...

ar,2

ar+1,2
...

an,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ . . . + xc

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,c

a2,c
...

ar,c

ar+1,c
...

an,c

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0

visto che le ultime n−r equazioni dipendono linearmente dalle prime r per ipote-
si. Ma c vettori di Rr possono essere linearmente indipendenti solo quando c ≤ r. � In altre parole, il sistema di equa-

zioni (14) è equivalente al siste-
ma (13), dato che è ottenuto ag-
giungendo combinazioni lineari delle
prime r equazioni.

Ragionando allo stesso modo sulla trasposta della matrice A si può concludere
che r ≤ c, e quindi in definitiva che r e c sono uguali. Ma c è per definizione il ran-
go di A e r il rango della sua trasposta: abbiamo appena dimostrato l’equivalenza
① ⇐⇒ ②, cioè che

Rango(A) = Rango(tA).

Da questo segue un fatto che tra breve ci tornerà utile, di cui lasciamo la dimos-
trazione per esercizio:
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il rango di qualsiasi sottomatrice di A non può essere maggiore del �Esercizio 47 a pagina 228.
rango di A.

Torniamo alla matrice nella forma (12), in cui possiamo essere certi che c = r,
cioè che la sottomatrice Â è sempre quadrata. Non solo: dal momento che Â ha
colonne (righe) linearmente indipendenti, det(Â) � 0. Inoltre ogni volta che la
orliamo, cioè ogni volta che le aggiungiamo una riga e una colonna, e definiamo
una sottomatrice quadrata di ordine r+ 1 che contiene Â, non possiamo far altro
che ottenere matrici con determinante zero. Se così non fosse, esisterebbe una
sottomatrice (r + 1) × (r + 1) di A con determinante diverso da zero, quindi con
r + 1 righe e r + 1 colonne indipendenti, il cui rango sarebbe perciò r + 1. Ma il
rango di qualsiasi sottomatrice di A, abbiamo detto poco fa, non può superare r.
Abbiamo perciò concluso la dimostrazione dell’implicazione ① =⇒ ③.

Ora, supponiamo invece vera ③, cioè di aver trovato una sottomatrice p × p,
che chiameremo B̂, con determinante diverso da zero e tale che tutte sue le orlate
di dimensione p + 1 in A abbiano determinante zero. È possibile che p non sia
il rango? Il rango di B̂ è p, visto che ha determinante diverso da zero, e quindi
deve essere p ≤ r. A meno di permutare righe e colonne di A, la sottomatrice B̂ è �Per l’osservazione fatta poco fa.
quella tratteggiata nel seguente diagramma.

(15)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1
� � � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � � �

a1,2 · · · a1,p a1,p+1 · · · a1,m

a2,1 a2,2 · · · a2,p a2,p+1 · · · a2,m
...

...
. . .

...
...

. . .
...

ap,1 ap,2 · · · ap,p ap,p+1 · · · ap,m

ap+1,1 ap+1,2 · · · ap+1,p ap+1,p+1 · · · ap+1,m
...

...
. . .

...
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,p an,p+1 · · · an,m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Dato che le p colonne di B̂ sono linearmente indipendenti, anche le prime p colon-
ne di A devono essere linearmente indipendenti. La condizione sui determinanti
implica che la (p + 1)-esima colonna di A, punteggiata in figura, è dipendente
dalle prime p: infatti, visto che le p colonne di B̂ sono una base per Rp, esistono
unici i p coefficienti x1, x2, . . . , xp tali che

(16) x1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,1

a2,1
...

ap,1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + x2

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,2

a2,2
...

ap,2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + . . . + xp

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,p

a2,p
...

ap,p

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1,p+1

a2,p+1
...

ap,p+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Ora consideriamo, per j ≥ p + 1, la matrice orlata con la j-esima riga e la (p +
1)-esima colonna,⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1,1
� � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � �

a1,2 · · · a1,p a1,p+1

a2,1 a2,2 · · · a2,p a2,p+1
...
...
. . .

...
...

ap,1 ap,2 · · · ap,p ap,p+1

aj,1 aj,2 · · · aj,p aj,p+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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la cui ultima riga è combinazione lineare delle prime p per ipotesi. Ma allora la
medesima combinazione lineare delle p equazioni del sistema (16), si scrive

x1aj,1 + x2aj,2 + . . . + xpaj,p = aj,p+1.

Questo vale per tutti i j, quindi la (p + 1)-esima colonna è davvero combinazione
lineare delle prime p.

Se ripetiamo questo ragionamento per tutte le altre colonne, concludiamo
che il rango di A non può superare p, e quindi che p = Rango(A), cioè ③ =⇒ ①.

Per concludere la dimostrazione non ci resta che mostrare ② ⇐⇒ ④, cioè
che il rango di A più la nullità di A è uguale al numero di colonne di A. Ri-
cordiamo che per risolvere il sistema Ax = 0 di n equazioni in m incognite xi

con il metodo di eliminazione delle variabili operiamo trasformazioni elementari
del sistema�. Quando eliminiamo una variabile, passiamo da un sistema di n � Le trasformazioni elementari sono

le seguenti: permutare le equazio-
ni, sommare ad una equazione una
opportuna combinazione lineare del-
le altre equazioni e quando capita
cancelare le equazioni del tipo 0 = 0.

equazioni in m incognite ad un sistema di n − 1 equazioni in m − 1 incognite,
lasciando invariata la nullità, visto che l’insieme delle soluzioni, cioè il nucleo di
A, non cambia. Dal punto di vista delle matrici, si passa dalla matrice n × m A
ad una matrice (n − 1) × (m − 1), che chiamiamo Â. Cosa succede del rango? È
fondamentale capire che il suo rango diminuisce di uno. Infatti, supponiamo di
voler eliminare x1 utilizzando la prima equazione. Allora sommando alle altre ri-
ghe opportuni multipli della prima equazione, si elimina x1 da tutte le equazioni
tranne la prima. Lo Span delle righe non cambia quando ad una riga si somma
la combinazione di altre righe, e quindi il rango di A non cambia. Ci si trova ad
un certo punto ad avere la matrice A della forma⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 a1,2 · · · a1,m

0 a2,2
� � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � �

· · · a2,m
...
...
. . .

...

0 an,2 · · · an,m

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

mentre la matrice Â del sistema dopo l’eliminazione di x1 è la sottomatrice trat-
teggiata. La prima riga è sempre linearmente indipendente dalle altre n − 1; tra
queste n − 1, è facile vedere che il massimo numero di linearmente indipendenti
è uguale al massimo numero di righe indipendenti della sottomatrice Â, e quindi

Rango(Â) + 1 = Rango(A).

Cioè ad ogni eliminazione si diminuisce di uno il numero di variabili e di uno il
rango: la differenza m−Rango quindi rimane costante. Il procedimento termina
quando non ci sono più variabili da eliminare, cioè quando si rimane con nessuna
equazione nelle d variabili rimaste. È chiaro quindi che il numero d è proprio la
dimensione del nucleo di A, che può essere parametrizzato con queste ultime d
variabili. In questo caso (terminale) la differenza tra il numero di variabili (d)
e rango della matrice (0, visto che non ci sono equazioni) è uguale a d. Ma
nemmeno d cambia ad ogni passo dell’eliminazione, e quindi

dim(Nucleo(A)) = m − Rango(A). �
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(IV.65) Corollario (Teorema di Rouché–Capelli). Il sistema di n
equazioni in m incognite

Ax = b

ha soluzioni se e soltanto se il rango di A e il rango della matrice A|b
ottenuta aggiungendo la colonna b ad A coincidono: � La matrice A|b è detta an-

che matrice aumentata o matrice

completa.Rango(A) = Rango(A|b).

In questo caso, lo spazio di tutte le soluzioni ha dimensione uguale a
quella del nucleo di A, che è uguale a m − Rango(A).

Dimostrazione. Sappiamo che Ax = b ha soluzioni se e soltanto se b è com- �È curioso che questo teorema,
o la sua prima parte, è attribui-
to a matematici diversi, nelle diver-
se parti del mondo. Pare un eser-
cizio di analisi combinatoria. In
Italia è noto come il Teorema di

Rouché–Capelli. Nei paesi di lingua
spagnola, è il Teorema di Rouché–

Frobenius. Per alcuni paesi dell’Est
europa è il Teorema di Kronecker–

Capelli. In alcuni testi di lingua
frances è il Teorema di Rouché–

Fontené. Naturalmente poi ci so-
no tutte le varianti e combinazio-
ni: Rouché–Frobenius–Kronecker–

Capelli, Kronecker–Rouché–Capelli,
. . .

binazione lineare dei vettori colonna (a1, a2, . . . ,am) di A, cioè se e solo se b ∈
Span(a1, a2, . . . ,am). Ma

b ∈ Span(a1, a2, . . . ,am)

⇐⇒ Span(a1, a2, . . . ,am) = Span(a1, a2, . . . ,am, b),

⇐⇒ dim Span(a1, a2, . . . ,am) = dim Span(a1, a2, . . . ,am, b)

⇐⇒ Rango(A) = Rango(A|b).

Ora, se x̄ è una qualsiasi soluzione del sistema di equazioni Ax = b, allora con il
cambio di variabili x = y + x̄ il sistema diventa

A(y + x̄) = b ⇐⇒ Ay + Ax̄ = b ⇐⇒ Ay = 0.

L’insieme delle soluzioni di Ax = b è perciò parametrizzato dalle soluzioni y
dell’equazione omogenea Ay = 0, che costituiscono uno spazio vettoriale di
dimensione dim Nucleo(A) = m − Rango(A). �

§ 5. Forme quadratiche

(IV.66) Definizione. Una forma quadratica q(x) definita sui vettori

� Il termine forma è molto usato in
matematica (nei primi capitoli è sta-
to usato 41 volte, e verrà usato 86
volte in questo capitolo). In tutto il
volume compare 215 volte. Ma cosa
è in generale una forma? Cosa signi-
fica? Forma lineare, forma bilineare,
forma quadratica, forma differenzia-

le sono solo alcuni dei molti modi di
incontrare il termine. Termini deri-
vati e composti sono: «formaggio»
(principale sostentamento di molti
matematici, insieme al pane), «for-
mola» (anche nella versione un po’
sciapa moderna di «formula», so-
stentamento intellettuale del mate-
matico, insieme al formaggio), «for-
mosa», «uniforme», «trasformare»,
«conforme», . . . Purtroppo le origi-
ni di questo uso, così come le origini
del formaggio e delle formole, sono a
noi del tutto ignote.

x = (x1, x2, . . . , xn) di Rn è un polinomio omogeneo di secondo grado
nelle variabili xi.

Osserviamo che se indichiamo con aii il coefficiente di x2
i in q(x) e con

aij = aji la metà del coefficiente di xixj, si ha

(17) q(x) =
∑

i, j

ai jxixj =
txAx,

dove A è la matrice degli aij, x è il vettore colonna con componenti xi e A
la matrice (simmetrica) con componenti aij, che è detta matrice associata
alla forma quadratica q. Infatti, nella somma (17) i termini x2

i hanno
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coefficiente aii come voluto, mentre i termini xixj compaiono sia come
aijxixj che come ajixjxi = aijxixj. Dunque se i � j il coefficiente di xixj

nella somma (17) è aji + aij = 2aij.

(IV.67) Esempio. Se n = 1, la generica forma quadratica sarà del tipo �Utilizzando il prodotto scalare
standard, a volte scriveremo anche

q(x) = txAx = (Ax) · x = Ax · x.
q(x1) = ax2

1, con a ∈ R. Per n = 2, ci saranno tre coefficienti a, b e c tali
che

q(x) = q(x1, x2) = ax2
1 + bx2

2 + cx1x2 =
[

x1 x2
] ⎡⎢⎢⎢⎢⎣ a b/2

b/2c

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
[

x1

x2

]
.

Per n = 3, il generico polinomio omogeneo di grado due è somma di 6
monomi, e può essere scritto come

�Cioè

q(x) =
[

x1 x2 x3
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a d/2 e/2

d/2 b f/2

e/2 f/2 c

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
In generale, si può mostrare che

ci sono n(n + 1)/2 monomi di gra-
do due in n variabili (Esercizio 49 a
pagina 228), che sono anche i para-
metri liberi che descrivono le matrici
simmetriche.

q(x) = q(x1, x2, x3) = ax2
1 + bx2

2 + cx2
3 + dx1x2 + ex1x3 + f x2x3. �

(IV.68) Esempio. Le seguenti sono forme quadratiche di R3, nelle coor-
dinate (x, y, z).
① q1 = x2

+ y2
+ z2;

② q2 = x2 − z2;

③ q3 = xy;

④ q4 = x2
+ 2y2 − 2xy + z2. �

Ricordiamo però che è sempre possibile scegliere in Rn altri siste- � Se pensiamo la forma quadratica
scritta in forma matriciale

q(x) = txAx,

con A matrice simmetrica associata
a q, allora se x = Sx̂ la forma q̂(x̂) si
scriverà come

q̂(x̂) = t(Sx̂)A(Sx̂) = tx̂tSASx̂,

con matrice associata

Â = tSAS.

In questo caso si dirà che Â è con-

gruente a A. Si deve fare attenzio-
ne: sembra che la Â sia simile a
A, ma non lo è in generale. Per-
ché Â sia simile a A è necessario che
Â = S−1AS, e tSAS = S−1AS se e
soltanto se S−1

=
tS, cioè se e sol-

tanto se S è una matrice ortogonale

(si ricordi la Definizione (IV.43)). In-
fatti, i coefficienti della matrice tAA
non sono altro che i prodotti sca-
lari 〈ai, a j〉, con i, j = 1, . . . ,n. La
matrice è ortogonale se e soltanto se

〈ai, a j〉 =
⎧⎪⎨⎪⎩1 se i = j

0 se i � j,

cioè se tAA ha 0 fuori dalla diagonale
e 1 sulla diagonale, ovverosia se è la
matrice identica I. Due matrici M1 e
M2 possono essere simili o congruen-
ti, e queste due relazioni sono indi-
pendenti: M1 e M2 possono essere
simili ma non congruenti, congruen-
ti ma non simili, sia congruenti che
simili o né congruenti né simili.

mi di coordinate (si veda a pagina 179): basta scegliere una matrice S
invertibile e definire le coordinate

x = Sx̂
(
⇐⇒ x̂ = S−1x

)
.

Una qualsiasi forma quadratica q nelle variabili xi cambierà corrispon-
dentemente in un’altra forma q̂ nelle nuove n variabili x̂i, definita sem-
plicemente ponendo

q̂(x̂) = q(x).

(IV.69) Esempio. Osserviamo come si trasformano le forme quadratiche
dell’Esempio (IV.68) mediante la trasformazione⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x̂
ŷ
ẑ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x
y
z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
cioè ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x̂ = x + y

ŷ = y

ẑ = z.
⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x = x̂ − ŷ

y = ŷ

z = ẑ.

Nelle nuove coordinate, le forme quadratiche qi, i = 1, 2, 3, 4 si scrivono
quindi come
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① q̂1 = (x̂ − ŷ)2
+ ŷ2

+ ẑ2
= x̂2

+ 2ŷ2 − 2x̂ŷ + ẑ2;

② q̂1 = (x̂ − ŷ)2 − ẑ2
= x̂2

+ ŷ2 − 2x̂ŷ − ẑ2;

③ q̂3 = (x̂ − ŷ)ŷ = x̂ŷ − ŷ2;

④ q̂4 = (x̂ − ŷ)2
+ 2ŷ2 − 2(x̂ − ŷ)ŷ + ẑ2

= x̂2
+ 5ŷ2 − 4x̂ŷ + ẑ2. �

Con il prossimo teorema vediamo che tutte le forme quadratiche
possono essere scritte senza termini misti, in una forma che è detta
diagonale. I cambi di variabili che useremo saranno scelti fra i tre se- �Vedremo poco sotto il motivo di

questo termine.guenti (in una opportuna successione):

➔ Permutazione delle variabili xi (per esempio x1 = y2, x2 = y1, x3 =

y3).

➔ Sostituire a x1 la somma y1 + by2 per un certo b:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = y1 + by2

x2 = y2

...
...

xn = yn

➔ Sostituire a x1, x2 i termini y1 + y2, y1 − y2:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = y1 + y2

x2 = y1 − y2

x3 = y3

...
...

xn = yn

(IV.70) Teorema (Completamento dei quadrati di Lagrange). Se q è
una forma quadratica q(x) su Rn, allora con una successione di cambi di
variabili dei tre tipi elencati sopra è possibile renderla diagonale�, cioè � Si dice anche diagonalizzare q.
trovare variabili y = (y1, y2, . . . , yn) tali che

(18) q̂ = c1y2
1 + c2y2

2 + . . . + cny2
n

per certi coefficienti c1, c2, . . . , cn.

� Dimostrazione. Procediamo ricorsivamente: mostriamo che con siffatti cambi di
variabili si può scrivere ogni forma quadratica in n variabili q(x) nella forma

c1 y2
1 + q2(y2, . . . , yn),

dove q2 è una forma quadratica nelle n − 1 variabili y2, . . . , yn. Applicando n − 1
volte questa procedura otteniamo la diagonalizzazione cercata. Iniziamo consi-
derando tutti i termini di q(x) che contengono la variabile x1, cioè

(19) q1 = a1,1x2
1 + 2a1,2x1x2 + . . . + 2a1,nx1xn
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Se operiamo il cambio di variabili{
x1 = y1 + by2

xi = yi per i ≥ 2,

l’espressione (19) cambia in

q1 = a1,1(y1 + by2)2
+ 2a1,2(y1 + by2)y2 + . . . + 2a1,n(y1 + by2)yn

= a1,1 y2
1 + 2ba1,1 y1 y2 + b2a1,1 y2

2 + 2a1,2 y1 y2 + 2ba1,2 y2
2 + . . . + 2a1,n y1 yn + 2ba1,n y2 yn

= a1,1 y2
1 + 2(ba1,1 + a1,2)y1 y2 + . . . + 2a1,n y1 yn +

[
(b2a1,1 + 2ba1,2)y2

2 + . . . + 2ba1,n y2 yn

]
.

Se a1,1 � 0, allora ponendo b = − a1,2

a1,1
si ottiene ba1,1+a1,2 = 0, ovvero il coefficiente

di y1 y2 si annulla e quindi

q1 = a1,1 y2
1 + 2a1,3 y1 y3 + . . . + 2a1,n y1 yn +

[
ba1,2 y2

2 + . . . + 2ba1,n y2 yn.
]
.

Operando in questo modo n − 1 volte è possibile quindi far scomparire tutti i

� Se b = − a1,2

a1,1
, alóra il coefficiente

di y2
2 diventa

b2a1,1 + 2ba1,2 = ba1,2.termini misti x1xi di q(x), con i ≥ 2, e cioè trovare nuove variabili x̂ per cui

q(x) = q̂(x̂1, x̂2, . . . , x̂n) = a1,1x̂2
1 + q2(x̂2, . . . , x̂n),

dove q2 è una forma quadratica nelle rimanenti n − 1 variabili x̂2, x̂3, . . . , x̂n.
Naturalmente questo a patto che a1,1 � 0.

Se invece a1,1 = 0, questo cambio di variabili non funziona. Con una permu-
tazione delle variabili possiamo però cercare un ai,i � 0, scambiare xi con x1 e
procedere come sopra. Se invece per ogni i = 1, . . . ,n si ha che ai,i = 0, occorre
procedere in altro modo. Se a1, j = 0 per ogni j = 2 . . .n, allora x1 non compare in
q(x) e quindi l’asserto è vero con c1 = 0:

q = 0x2
1 + q2(y2, y3, . . . , yn).

Se almeno uno degli a1, j è diverso da zero, allora con uno scambio tra due varia-
bili x1 e xj possiamo supporre che sia a1,2 � 0. Poniamo x1 = y1 + y2, x2 = y1 − y2,
e xi = yi per i ≥ 3, e la forma quadratica che nelle xi è

q = 0x2
1 + 2a1,2x1x2 + 2a1,3x1x3 + . . . + 2a1,n−1x1xn−1 + 2a1,nx1xn +

+ 0x2
2 + 2a2,3x2x3 + . . . + 2a2,n−1x2xn−1 + 2a2,nx2xn +

+ 0x2
3 + . . . + 2a3,n−1x3xn−1 + 2a3,nx3xn +

. . . . . .
+ 0x2

n−1 + 2an−1,nxn−1xn +

+ 0x2
n

nelle nuove variabili yi diventa

q̂ = 0 + 2a1,2(y1 + y2)(y1 − y2) + 2(y1 + y2)(a1,3 y3 + . . . + a1,n−1 yn−1 + a1,n yn)+

+ 2(y1 − y2)(a2,3 y3 + . . . + a2,n−1 yn−1 + a2,nxn) + . . . + 2a3,n−1 y3 yn−1 + 2a3,n y3 yn + . . . + 2an−1,n yn−1 yn.

Con la forma quadratica in questa forma, notiamo che y2
1 compare con coefficien-

te 2a1,2 � 0, e quindi possiamo riprendere a eliminare i prodotti y1 yj esattamente
come abbiamo fatto per il caso a1,1 � 0: nuovamente possiamo trovare alla fine
di tutto un sistema di coordinate x̂i in cui

q̂ = c1x̂2
1 + q2(x̂2, . . . , x̂n),

dove q2 dipende dalle n − 1 variabili x̂2, . . . , x̂n. �



204 Matrici e operatori lineari

Osserviamo che è possibile cambiare ulteriormente le coordinate e
rendere l’identità (18) ancora più semplice. Permutando le variabili, pos-
siamo sempre supporre che per certi interi p e r (con 0 ≤ p ≤ r ≤ n) si
abbia⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

ci > 0 se i = 1, . . . , p
ci < 0 se i = p + 1, . . . , r
ci = 0 se i = r + 1, . . . , n.

Supponiamo di scrivere la forma quadratica (18) diagonale

q = c1x2
1 + c2x2

2 + . . . + cnx2
n.

Se si cambiano le variabili nel modo seguente:

yi =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
√

cixi se i = 1, . . . , p
√−cixi se i = p + 1, . . . , r

xi sei = r + 1, . . . ,n,

la q diventa

q̂ = y2
1 + y2

2 + . . . + y2
p − y2

p+1 − . . . − y2
r .

Nel prossimo teorema dimostreremo che questa forma è canonica, cioè
che è unicamente determinata da q e che lo rappresenta fedelmente. �Per forma canonica si intende, in

matematica, una forma che assume
un oggetto matematico, dopo op-
portune trasformazioni, che è univo-
camente determinata dall’oggetto e
che rappresenta fedelmente le pro-
prietà dell’oggetto in questione. In
un certo senso una “rappresentazione
standard” dell’oggetto.

(IV.71) Teorema (Legge di inerzia di Sylvester). Se q è una forma
quadratica su Rn, allora esistono due interi p e r, con 0 ≤ p ≤ r ≤ n, ed
esiste un cambio di variabili y = Bx di Rn tale che nelle nuove coordinate

(20) q̂ = y2
1 + y2

2 + . . . + y2
p − y2

p+1 − . . . − y2
r .

L’intero p è detto indice di positività, r − p è detto indice di negatività e
r è il rango della forma quadratica. L’indice di positività e il rango della �Dato che entrambi non dipendono

dalla base, è molto semplice vedere
che il rango di una forma quadratica
qui definito è uguale al rango della
matrice che lo rappresenta, Defini-
zione (IV.63), rispetto a qualunque
base.

forma quadratica q non dipendono dal sistema di riferimento di Rn.

Dimostrazione. Abbiamo visto sopra che ogni forma quadratica si può scrivere
come nell’equazione (20). Mostriamo quindi che se la forma quadratica è dia-
gonalizzata in due sistemi di riferimento y e z, l’indice di positività e il rango
coincidono. In altre parole, vogliamo convincerci che se z = By per una matrice
B invertibile, e

(21) y2
1 + y2

2 + . . . + y2
p − y2

p+1 − . . . − y2
r = z2

1 + z2
2 + . . . + z2

p′ − z2
p′+1 − . . . − z2

r′ ,

allora p = p′ e r = r′. Supponiamo invece che sia p > p′. Cerchiamo un vettore di
Rn le cui coordinate nelle variabili y soddisfino le n−p uguaglianze yp+1 = yp+2 =

. . . = yr = . . . = yn = 0, mentre le sue coordinate nelle variabili z soddisfino
z1 = z2 = . . . = zp′ = 0. Esiste? Dato che le zi sono funzioni lineari delle yj, si

Licenza edgt-64-767cf8cda5b32bb189f71d4adc4056a5-gc-006390439
rilasciata il 02 maggio 2012 a ziops@hotmail.it
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tratta di un sistema di (n − p) + p′ equazioni nelle n incognite yi. Ma se p′ < p
allora n − p + p′ < n e il sistema ha certamente almeno una soluzione ȳ � 0. Sia
z̄ il vettore corrispondente z̄ = Bȳ. Dato che ȳp+1 = ȳp+2 = . . . = ȳr = . . . = ȳn = 0,

(ȳ1, ȳ2, . . . , ȳp) � 0 =⇒ ȳ2
1 + ȳ2

2 + . . . + ȳ2
p > 0.

Inoltre per costruzione z̄2
1 + z̄2

2 + . . . + z̄2
p′ = 0, e quindi per l’equazione (21) si ha

0 < ȳ2
1 + ȳ2

2 + . . . + ȳ2
p = ȳ2

1 + ȳ2
2 + . . . + ȳ2

p − ȳ2
p+1 − . . . − ȳ2

r

= z̄2
1 + z̄2

2 + . . . + z̄2
p′ − z̄2

p′+1 − . . . − z̄2
r′

= −z̄2
p′+1 − . . . − z̄2

r′ ≤ 0.

Questo è assurdo, e quindi non può essere p′ < p. Il ragionamento può essere
ripetuto paro paro scambiando i ruoli di y e z, da cui si deduce che p = p′. Per
concludere la dimostrazione, osserviamo che se q(x) è diagonale, allora q(x) e
−q(x) hanno stesso rango r, mentre l’indice di positività di −q(x) è uguale all’in-
dice di negatività r − p di q(x). Se q1 e q2 sono due diagonalizzazioni della forma
q, allora −q1 e −q2 sono due diagonalizzazioni della forma −q e quindi hanno lo
stesso indice di positività. Ma allora q1 e q2 hanno gli stessi indici di positività e
di negatività, e di conseguenza anche lo stesso rango. �

(IV.72) Definizione. Si dice che una forma quadratica q(x) è definita
positiva se per ogni x � 0 si ha q(x) > 0. È definita negativa se per
ogni x � 0 si ha q(x) < 0. Se invece della disuguaglianza stretta si
pone q(x) ≥ 0 (risp. q(x) ≤ 0), allora q è semidefinita positiva (risp.
semidefinita negativa). Altrimenti si dice indefinita.

(IV.73) Nota. Se q(x) è definita positiva, allora i termini sulla diagonale
sono tutti strettamente positivi (cioè aii > 0), e quindi mai nulli. Nel � Infatti, basta valutare q nel punto

(1, 0, . . . , 0) per ottenere a11, che deve
essere positivo. Lo stesso per tutti
gli altri termini sulla diagonale.

procedimento di diagonalizzazione usato nella dimostrazione del Teo-
rema (IV.70) quindi bastano le permutazioni e le sostituzioni del tipo
xi = yi + byj. Analogamente se q è definita negativa aii < 0 per ogni i, e
se è semidefinita valgono le disuguaglianze larghe. � �Non vale però il viceversa! Non

è possibile stabilire queste proprie-
tà conoscendo solo i termini sulla
diagonale.

Data una matrice A, le sue sottomatrici quadrate che non contengono
le ultime righe e colonne si dicono sottomatrici principali. Esse sono

�A volte le sottomatrici principali
sono anche dette sottomatrici nord-

ovest.
A1 = (a11) A2 =

[
a11 a12
a21 a22

]
A3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

I loro determinanti sono detti minori principali:

d1 = a11 d2 = det
[
a11 a12
a21 a22

]
d3 = det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

Un criterio per stabilire la positività di una forma, data la matrice
associata, è il seguente.
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(IV.74) Proposizione (Criterio di Sylvester). Una forma quadratica
q su Rn è definita positiva se e soltanto se tutti i minori principali
d1, d2, . . . , dn della matrice associata a q (cioè i determinanti delle sue
sottomatrici principali) sono positivi

d1 > 0, d2 > 0, d3 > 0, . . .

È invece definita negativa se

d1 < 0, d2 > 0, d3 < 0, . . .

Dimostrazione. La dimostrazione non è particolarmente difficile, ma un po’ labo-
riosa. Verrà svolta dal volonteroso (e laborioso) Lettore negli Esercizi 53 e 54

a pagina 229. �

� § 6. Autovalori e autovettori

Nel paragrafo precedente abbiamo trovato una forma canonica per ogni
forma quadratica. Il Teorema (IV.70) infatti, garantisce l’esistenza di
una opportuna base di Rn nella quale la matrice corrispondente alla
forma quadratica sia diagonale, cioè abbia tutti i coefficienti nulli al
di fuori della diagonale principale. Allo stesso modo possiamo porci
il problema di diagonalizzare una matrice; come abbiamo visto nella
Definizione (IV.32), quando esiste una matrice invertibile B tale che
M2 = B−1M1B, le due matrici M1 e M2 si dicono simili.

(IV.75) Definizione. Una matrice M si dice diagonalizzabile se è simi-
le ad una matrice diagonale, cioè se esiste una matrice invertibile B
(detta diagonalizzante) per cui

D = B−1MB è una matrice diagonale.

Vediamo ora cosa significa diagonalizzare una funzione lineare f da
Rn a Rn, vale a dire una funzione che si può scrivere come f : x �→ Mx
per una opportuna matrice n × n. In modo equivalente, consideriamo
uno spazio vettoriale V di dimensione n e f : V → V un operatore li-
neare. Cercheremo una base (b1, b2, . . . , bn) per V (con la corrispondente
parametrizzazione B : Rn → V) tale che la matrice associata a f � sia una �Come nella Proposizione (IV.25)

di pagina 177.matrice diagonale D.

V
f

�� V

R
n

D
��

B �

��

R
n.

B�

��
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Quando V = Rn, anche B può essere rappresentato come matrice, e
quindi diagonalizzare f significa trovare una matrice invertibile B (le
cui colonne sono gli n vettori b1, b2, . . . , bn) per cui le funzioni lineari
associate alle matrici sono rappresentabili come nel seguente diagramma

R
n M

�� R
n

R
n

D
��

B �

��

R
n,

B�

��

cioè trovare una matrice invertibile B tale che D = B−1MB è una matrice
diagonale. Se è possibile diagonalizzare un operatore f con la scelta di
una base (b1, b2, . . . , bn), esso sarà detto diagonalizzabile e la base verrà
detta base diagonalizzante (o, se V = Rn, che f è diagonalizzato dalla
matrice B che ha per colonne i vettori della base bi).

(IV.76) Esempio. Riprendiamo l’operatore Q : R2 → R2 degli Esem-
pi (IV.23) e (IV.33):

(*)

[
x1
x2

]
�→

[
1 1
1 0

] [
x1
x2

]
.

Come possiamo diagonalizzarlo? Occorre trovare una matrice invertibile
S = (b1, b2) tale che

S−1QS =
[
d1 0
0 d2

]

per certi coefficienti d1 e d2, o equivalentemente trovare una base (b1, b2)
di R2 per cui l’operatore è rappresentato da una matrice diagonale D.
Ma S−1QS = D se e solo se QS = SD, cioè se e solo se (Qb1,Qb2) =
(Sd1e1,Sd2e2), dove e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1). Dato che Se1 = b1 e Se2 = b2,
dobbiamo trovare perciò due vettori indipendenti b1 e b2 che soddisfi-
no l’equazione Qbi = dibi per i = 1, 2. Prima di proseguire con questo
esempio, introduciamo un po’ di nozioni e notazioni. �

(IV.77) Definizione. Sia V uno spazio vettoriale e L : V → V un ope- �Un autovalore di L è quindi uno
scalare per cui esista un autovettore
di cui è l’autovalore, cioè uno scalare
λ per cui esista v � 0 tale che L(v) =
λv. Non è difficile dimostrare che
per ogni autovettore esiste un unico
autovalore: si veda l’Esercizio 32 .

ratore lineare. Un vettore v ∈ V, v � 0 è detto autovettore di L se esiste
uno scalare λ ∈ R per cui L(v) = λv. Lo scalare λ si dice autovalore
di L relativo a v. L’insieme {λ1, λ2, . . .} di tutti gli autovalori di f è lo
spettro di f .

Nell’Esempio (IV.76), ci basta quindi trovare due autovettori linear-
mente indipendenti di Q. Più in generale, consideriamo una matrice
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diagonale n × n

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
d11 0 · · · 0
0 d22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · dnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Allora tutti i vettori della base standard e1, e2, . . . , en sono autovettori con
autovalori d11, d22, . . . , dnn:

De1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
d11
0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = d11e1, De2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

d22
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = d22e2, . . . Den =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
...
0

dnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = dnnen.

La seguente proposizione illustra il passo chiave per comprendere il le-
game tra il problema della diagonalizzazione e quello degli autovetto-
ri/autovalori.

(IV.78) Proposizione. Un operatore lineare L : V → V è diagonalizza-
bile se e soltanto se esiste in V una base b1, b2, . . . , bn di autovettori per �Come si può vedere ad esempio

nell’Esercizio (IV.5) a pagina 218, gli
operatori lineari (a differenza delle
forme quadratiche) non sono tutte
diagonalizzabili.

L. In tal caso, gli autovalori di L sono proprio i coefficienti della matrice
diagonale, che si scrive come⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Dimostrazione. Basta mostrare che una base è diagonalizzante se e solo se è for-
mata da autovettori. Ma se l’operatore L nella base b1, b2, . . . , bn è diagonalizza-
to, allora Lbi = diibi (cioè i bi sono autovettori rispetto agli autovalori λi = dii, i
termini sulla diagonale della matrice associata), e quindi la sua matrice associata
è la matrice con gli autovalori λi sulla diagonale e zero altrove. Viceversa, se gli
autovettori bi costituiscono una base, questa è chiaramente diagonalizzante. �

Ora riprendiamo l’Esempio (IV.76), e cerchiamo gli autovettori, cioè
le soluzioni dell’equazione[

1 1
1 0

] [
x1
x2

]
= λ

[
x1
x2

]
⇐⇒

{
x1 + x2 = λx1

x1 = λx2.

Eliminiamo x1 con la seconda, e sostituendo nella prima otteniamo

λx2 + x2 = λ
2x2 ⇐⇒ (λ + 1)x2 = λ

2x2 ⇐⇒ (1 + λ − λ2)x2 = 0.

Se 1 + λ − λ2
� 0 , allora l’unica soluzione è x2 = 0, da cui segue x1 = 0:

niente autovettori. Se invece 1 + λ − λ2
= 0, allora si può porre x2 = 1,
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e x1 = λ per risolvere le equazioni. Abbiamo due valori λ1 e λ2 che
annullano il polinomio 1 + λ − λ2:

λ1 = (1 +
√

5)/2, λ2 = (1 −
√

5)/2.

Seguono i due corrispondenti autovettori

b1 = ((1 +
√

5)/2, 1), b2 = ((1 −
√

5)/2, 1).

In effetti si tratta di una base diagonalizzante per Q, cioè se S = (b1, b2)
si ha � Il Lettore è invitato di svolgere i

calcoli e verificare quanto scritto. In
premio potrebbe trovare alcune in-
teressanti relazioni con i numeri di
Fibonacci e le potenze di Q, se pri-
ma riesce a dimostrare per induzione
che per ogni n ≥ 1

S−1QnS = (S−1QS)n.

S−1QS =
[
λ1 0
0 λ2

]
.

Procediamo nel generalizzare questa procedura e dimostrare alcune pro-
posizioni.

(IV.79) Se v1, v2, . . . , vk sono k autovettori di un operatore L corri-
spondenti a k autovalori distinti, allora v1, v2, . . . , vk sono linearmente
indipendenti.

Dimostrazione. Per induzione: se k = 1, un vettore è linearmente indipendente
se è diverso da zero, e questo è vero dato che gli autovettori sono per definizione
diversi da zero. Supponiamo quindi che k − 1 autovettori di L corrispondenti a
k − 1 autovalori distinti siano sempre linearmente indipendenti. Allora se

(22) c1v1 + c2v2 + . . . + ckvk = 0,

visto che L è lineare,

0 = L(c1v1 + c2v2 + . . . + ckvk) = c1L(v1) + c2L(v2) + . . . + ckL(vk)

= c1λ1v1 + c2λ2v2 + . . . + ckλkvk,

dove λ1, . . . , λk sono i k autovalori distinti. Moltiplicando la (22) per λk e sot-
traendola a quest’ultime, si ottiene

c1(λ1 − λk)v1 + c2(λ2 − λk)v2 + . . . + ck(λk − λk)vk = 0,

cioè, ponendo c′i = (λi − λk)ci,

c′1v1 + c′2v2 + . . . + c′k−1vk−1 = 0.

Per l’ipotesi di induzione, gli autovettori v1, v2, . . . ,vk−1 sono linearmente indi-
pendenti, e quindi per i = 1, . . . , k − 1 si ha c′i = 0. Ma i λi sono distinti, e quindi
λi − λk � 0 per i ≤ k − 1, e quindi ci = c′i/(λi − λk) = 0. Se tutti i ci sono zero fino
a k − 1, anche ck è zero, visto che vk � 0. �

(IV.80) Corollario. Un operatore lineare su Rn non può avere più di n
autovalori distinti.
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Dimostrazione. Non ci possono essere più di n vettori linearmente indipenden-
ti in uno spazio vettoriale di dimensione n, come è stato provato nel Lemma
(IV.14). �

(IV.81) Corollario. Se un operatore lineare su Rn ha n autovalori
distinti, allora è diagonalizzabile.

Dimostrazione. Se ha n autovalori distinti, allora ha n autovettori linearmente
indipendenti in Rn, che costituiscono una base e quindi è diagonalizzabile. �

Il prossimo teorema è alla base del metodo per determinare gli auto-
valori per matrici abbastanza piccole.

� Se la matrice M è triangolare (in-
feriore, superiore o addirittura dia-
gonale) allora segue da (IV.82) che
i suoi autovalori sono tutti e soli i
termini mii sulla diagonale. Infatti
se M è triangolare anche M − λI lo
è e quindi il suo determinante è il
prodotto dei binomi (mii − λ). Inol-
tre è possibile dimostrare (ragionan-
do con la dovuta cautela, almeno nel
caso in cui il polinomio caratteristi-
co abbia radici complesse non reali)
che il prodotto degli autovalori di M
è uguale al suo determinate, mentre
la loro somma è uguale alla somma
degli elementi sulla diagonale (la co-
siddetta traccia di M — cfr. 38 a
pagina 227). Si vedano in particola-
re gli Esercizi 35 (pagina 227) e 37
(pagina 227).

(IV.82) Teorema (Polinomio caratteristico). Sia L : V → V un opera-
tore, e M la matrice associata a L rispetto ad una certa base. Allora la
funzione

pM(λ) = det(M − λI) = det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann − λ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
è un polinomio di n-esimo grado, detto polinomio caratteristico di M.
Gli autovalori di L sono tutte e sole le radici del polinomio caratteri-
stico pM(λ). Matrici simili hanno il medesimo polinomio caratteristico,
e quindi il polinomio caratteristico dipende solo da L e non dalla base
scelta.

� Dimostrazione. Una parte della dimostrazione è piuttosto semplice:

λ è un autovalore ⇐⇒ Mv = λIv ha soluzioni non nulle

⇐⇒ (M − λI)v = 0 ha soluzioni non nulle

⇐⇒ det(M − λI) = 0

(abbiamo usato l’equivalenza ① ⇐⇒ ② nel Teorema (IV.59)). La parte difficile
è lasciata per esercizio. � �Una dimostrazione assistita com-

pleta di questo teorema si trova negli
Esercizi 35 e 37 a pagina 227.

Diagonalizzazione mediante trasformazioni ortogonali

Alcune volte si riesce a diagonalizzare una matrice con un cambio di
coordinate che non solo è invertibile, ma è anche una trasformazione
ortogonale. Quando? Il Teorema che risponde a questa domanda è il
seguente.
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(IV.83) Teorema (Spettrale). Una matrice M è diagonalizzabile me- �Ricordiamo che stiamo sempre
considerando coefficienti reali e non
complessi.

diante trasformazioni ortogonali se e soltanto se è simmetrica. In altre
parole, esiste almeno una matrice ortogonale B tale che D = B−1MB è
diagonale se e solo se M è simmetrica.

� Dimostrazione. Cominciamo a dimostrare la parte “soltanto se”: se B−1MB è
diagonale e B è una matrice ortogonale, cioè B−1

=
tB, allora

tM =
t(

BDB−1
)
=

t(
BDtB

)
= BtDtB = BDB−1

=M,

e quindi M è simmetrica.
Per la parte “se”, procediamo per induzione. Se n = 1, ogni matrice è diago-

nale, quindi non c’è nulla da provare. Supponiamo che M = (mij) sia simmetrica
n × n, e allo stesso tempo che ogni matrice k × k con k < n e simmetrica sia dia-
gonalizzabile con una matrice ortogonale k× k. Supponiamo per il momento che
esista un autovettore b1 di M con ‖b1‖2

= 1 e autovalore λ1; dovremmo da qui
costruire una matrice ortogonale B che abbia b1 come prima colonna (cioè tale
che Be1 = b1), come abbiamo visto sopra con il procedimento di Gram–Schmidt.
Allora B−1MB ha per prima colonna λ1e1 = (λ1, 0, . . . , 0), dato che

B−1MBe1 = B−1Mb1 = B−1λ1b1 = λ1e1.

Non solo, dato che B−1
=

tB (B è ortogonale) e M è simmetrica, anche B−1MB
è simmetrica e quindi anche la prima riga di B−1MB è composta da λ1

te1, cioè
B−1MB è del tipo⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1

� ��

�

�

�
� �

0 0 · · · 0

0 a22
� � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � �

a23 · · · a2n

0 a32 a33 · · · a3n
...
...
...
. . .

...

0 an2 an3 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Ma allora per ipotesi di induzione esiste una matrice P = (pij) ortogonale (n−1)×
(n − 1) tale che

P−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a22 a23 · · · a1n

a32 a33 · · · a2n

...
...
. . .

...
an2 an3 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ2 0 · · · 0
0 λ3 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
La matrice ottenuta da P nel modo seguente

P̂ =
[
1 t0
0 P

]
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
���

�

�

�
��

0 0 · · · 0
0 p1,1

� � � � � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � � � � �

p1,2 · · · a2,n−1

0 p2,1 p22 · · · p2,n−1
...

...
...
. . .

...

0 pn−1,1 pn−1,2 · · · pn−1,n−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Licenza edgt-64-767cf8cda5b32bb189f71d4adc4056a5-gc-006390439
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ha la proprietà cercata di diagonalizzare la matrice B−1MB

P̂−1B−1MBP̂ = diagonale.

La trasformazione ortogonale cercata è la composizione di B e P̂, che è ancora
ortogonale in quanto prodotto di trasformazioni ortogonali. Non rimane che mo-
strare che esiste un autovettore b1: questa è una conseguenza del prossimo Lem-
ma (IV.84). Infatti, il Teorema Fondamentale dell’Algebra ci assicura che ogni
polinomio, e quindi in particolare il polinomio caratteristico pM(λ), ha almeno
una radice λ1 in C. Ora, se questa è in R ⊂ C, allora si tratta di λ1, autovalore di
M, cui deve corrispondere un autovettore x1. �

(IV.84) Lemma. Il polinomio caratteristico di una matrice simmetrica M
ha tutte le radici reali.

� Dimostrazione. La matrice M ha coefficienti reali, ma può essere utilizzata per
definire un operatore Cn → Cn. Se λ è una radice in C del polinomio caratte- � Si veda il riquadro a pagina 215.

per qualche breve dettaglio in più.ristico della matrice simmetrica M =
tM, cioè det(M − λI) = 0, allora esiste un

autovettore x ∈ Cn tale che Mx = λx. Ora, questo vuol dire che le componenti di
Mx sono uguali alle componenti di λx, cioè per ogni i = 1, . . . ,n

λxi =

n∑
j=1

mijxj.

Moltiplichiamo per il coniugato di xi e sommiamo su i:

� Se z = xjx̄i ∈ C, allora z + z̄ ∈ R.
λ

n∑
i=1

‖xi‖2︸︷︷︸
∈R

=

n∑
i, j=1

mijxjx̄i =

n∑
i=1

mii‖xi‖2︸��︷︷��︸
∈R

+

∑
1≤i< j≤n

mij(xjx̄i + x̄ jxi)︸������������︷︷������������︸
∈R

∈ R.

Segue pertanto che λ ∈ R. �

(IV.85) Corollario. Se q(x) è una forma quadratica su Rn, allora q(x)
può essere diagonalizzata con una trasformazione ortogonale, e i coef-
ficienti sulla diagonale sono gli autovalori della matrice associata a
q.

Dimostrazione. Sa A la matrice (simmetrica) associata a q, così che q(x) = txAx.
Se S è una matrice ortogonale tale che S−1AS è diagonale, allora S−1

=
tS� e quin- � Se S è ortogonale, allora StS =

tSS = I =⇒ S−1
=

tS.di tSAS è diagonale, cioè nelle coordinate x̂ tali che x = Sx̂ la forma quadratica
q(x) è diagonale: q̂(x̂) = d1x̂2

1 + . . . + dnx̂2
n. Gli autovalori di A sono per definizio-

ne i termini della matrice diagonale S−1AS, e quindi i coefficienti d1, . . . , dn sono
proprio gli autovalori di A. �

(IV.86) Corollario. Una forma quadratica q(x) è definita positiva (ri-
sp. negativa) se e soltanto se i suoi autovalori� sono tutti positivi (ri- �Naturalmente qui si intende che

gli autovalori di una forma quadra-
tica sono gli autovalori della matrice
simmetrica associata.

sp. negativi). È semidefinita positiva (risp. negativa) se e soltanto se i
suoi autovalori sono tutti positivi (risp. negativi) o nulli. È indefinita se
ci sono autovalori sia positivi che negativi.
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Dimostrazione. Sa A la matrice (simmetrica) associata a q. Per il corollario
precedente, in una opportuna base ortogonale la forma q(x) si diagonalizza come

q̂(x̂) = d1x̂2
1 + . . . + dnx̂2

n,

dove i d1, . . . , dn sono gli autovalori di A. Allora se sono tutti positivi (risp. nega-
tivi), q è definita positiva (risp. negativa). Se sono positivi (risp. negativi) o nulli,
q è semidefinita positiva (risp. negativa). Se ce ne sono sia positivi che negativi,
allora è indefinita. �

(IV.87) Osservazione. Il fatto fondamentale che consente di dimostrare
i Corollari (IV.85) e (IV.86) è che ogni forma quadratica ha una matrice
simmetrica A associata, ed A è sempre diagonalizzabile mediante una
trasformazione ortogonale (che è la matrice le cui colonne sono appun-
ti gli autovettori di A). Allora ogni forma quadratica ha associata non
solo una matrice A, ma in effetti un sistema completo di autovalori ed
autovettori, e se q(x) è in forma diagonale

q(x) = d1x2
1 + d2x2

2 + . . . + dnx2
n

i suoi coefficienti di sono anche i suoi autovalori. �

Concludiamo questo paragrafo con una definizione: un operatore L
definito da V in sé si dice auto-aggiunto (o simmetrico) rispetto ad un
prodotto scalare 〈·, ·〉 su V se per ogni x, y ∈ V si ha �Non è difficile vedere che un ope-

ratore Rn → Rn è auto-aggiunto se
e soltanto se è rappresentato da una
matrice simmetrica: si veda anche la
nota a pagina 224.

〈Lx, y〉 = 〈x,Ly〉.

Per Rn la seguente proposizione è una conseguenza diretta del Teorema
Spettrale. Ne diamo invece una dimostrazione diretta, che vale anche in
spazi di dimensione infinita (si veda l’Esempio (IV.89).

(IV.88) Se λ1 � λ2 sono due autovalori distinti di un operatore auto-
aggiunto (simmetrico) L : V → V, allora i corrispondenti autovettori x1
e x2 sono ortogonali.

Dimostrazione. Si ha

λ1(x1 · x2) = (λ1x1) · x2 = (Lx1) · x2 = x1 · (Lx2) = x1 · (λ2x2) = λ2(x1 · x2),

e dunque

(λ1 − λ2)(x1 · x2) = 0 =⇒ x1 · x2 = 0,

visto che λ1 � λ2. �

(IV.89) Esempio. Sia C(0, π) lo spazio delle funzioni continue sull’inter-
vallo [0, π], con prodotto scalare

〈 f , �〉 =
∫ π

0
f (x)�(x) dx.
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Sia V il sottospazio di tutte le funzioni C2 su [0, π] e tali che f (0) = f (π) =
0. Consideriamo l’operatore L : V → C(0, π) di derivazione seconda:

L : f ∈ V �→ L( f ) = f ′′.

È un operatore lineare auto-aggiunto. Infatti

〈 f ,L�〉 =
∫ π

0
f (x)�′′(x) dx =

[
f (x)�′(x)

]π
0 −

∫ π

0
f ′(x)�′(x) dx

= −
∫ π

0
f ′(x)�′(x) dx

=

[
f ′(x)�(x)

]π
0 −

∫ π

0
f ′(x)�′(x) dx =

∫ π

0
f ′′(x)�(x) dx

= 〈L f , �〉.

Quali sono gli autovalori/autovettori di L? Le soluzioni dell’equazione

y′′(x) = λy(x)

con la condizione al bordo y(0) = y(π) = 0, cioè le funzioni

yn(x) = sin nx, per n ∈ Z� {0}.

L’autovalore corrispondente a yn(x) = sin nx è λn = −n2. Ora, se n2
� m2,

i due autovalori λn e λm sono distinti, per cui la Proposizione (IV.88) ci
permette di concludere yn(x) e ym(x) sono ortogonali, cioè che

�Queste sono alcune delle relazioni
di ortogonalità dell’Esempio (IV.50)
e della Proposizione (II.27).

0 = 〈sin nx, sin mx〉 =
∫ π

0
sin nx sin mx dx. �

Esercizi

(IV.1) Mostrare che se b1, b2, . . . , bn sono numeri reali distinti, allora
le funzioni

f1(x) = eb1x, f2(x) = eb2x, . . . , fn(x) = ebnx,

sono indipendenti (nello spazio vettoriale di tutte le funzioni reali).

Soluzione. A meno di permutare gli indici, possiamo supporre che b1 ≤
b2 ≤ . . . ≤ bn. Supponiamo quindi per assurdo che ci siano n coefficienti
non tutti nulli a1, a2, . . . , an tali che

a1eb1x
+ a2eb2x

+ . . . + anebnx
= 0.
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Spazi vettoriali complessi

Uno spazio vettoriale complesso è uno spazio vetto-
riale in cui il campo degli scalari, invece che R, è il
campo dei numeri complessi C. In altre parole, è un
insieme di vettori di cui è possibile calcolare la somma
e il prodotto per uno scalare complesso, in modo tale
che le proprietà di pagina 167 (la Definizione (IV.1))
siano verificate. Lo spazio di tutte le n-uple di numeri
complessi Cn è uno spazio vettoriale complesso. Pra-
ticamente tutto quello che è stato detto per operatori
lineari, matrici, dipendenza lineare, sistemi di equa-
zioni, autovalori, autovettori, determinante, . . . può
essere ripetuto parola per parola nel campo comples-
so. C’è una differenza invece a proposito di prodotto
scalare e norma. In uno spazio vettoriale complesso, il
prodotto scalare deve verificare le seguenti proprietà,
invece che quelle per gli spazi con coefficienti reali,
della Definizione (IV.34) (le parti contrassegnate con
un asterisco sono quelle diverse): il prodotto scalare

〈x, y〉 di due vettori di uno spazio vettoriale complesso
è un numero complesso, tale che

①* (simmetria Hermitiana) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
② (distributivo/lineare) 〈x, x + z〉 = 〈x, y〉 + 〈x, z〉;
③* (omogeneo) 〈cx, y〉 = 〈x, cy〉 = c〈x, y〉;
④ (definito positivo) x � 0 =⇒ 〈x, x〉 > 0.

Si può ancora definire la norma ‖x‖2
= 〈x, x〉, che è

reale dato che per la simmetria Hermitiana deve es-
sere 〈x, x〉 = 〈x, x〉. Un prodotto di questo tipo si dice
prodotto scalare hermitiano, e lo spazio V su cui è de-
finito si dice spazio hermitiano o unitario. Il prodotto
scalare standard di Cn è

x · y = 〈x, y〉 = x1 ȳ1 + x2 ȳ2 + . . . + xn ȳn.

Gli operatori lineari su spazi vettoriali complessi so-
no molto importanti per la meccanica quantistica e
le svariate applicazioni. Vedremo alcuni esempi negli
esercizi a pagina 229.

Ma allora, se dividiamo per ebnx e consideriamo il limite per x → +∞, si
ha che

lim
x→+∞

[
a1e(b1−bn)x

+ a2e(b2−bn)x
+ . . . + an

]
= 0,

cioè an = 0, visto che tutti i termini precedenti tendono a zero. Ripetendo

Figura IV.5: Vladimir Andreevich
Steklov (��������� 	
�������

��������, 1864–1926), i cui con-
tributi scientifici principali so-
no legati a insiemi ortogonali di
funzioni

(in modo ricorsivo) il ragionamento sugli n− 1 coefficienti a1, . . . , an−1, si
arriva a mostrare che devono essere tutti nulli.

(IV.2) Sia V = C(0, 1) lo spazio delle funzioni continue sull’intervallo
[0, 1]. Definiamo il prodotto scalare

〈 f , �〉 =
∫ 1

0
f (x)�(x)x dx

Calcolare ‖ f ‖, dove f (x) = ax + b è un polinomio di primo grado. De-
terminare poi un polinomio di primo grado ortogonale alla funzione 1
(costante).

Soluzione. La norma al quadrato di f è

‖ f ‖2
= 〈 f , f 〉 =

∫ 1

0

(
f (x)

)2 dx =
∫ 1

0
(ax + b)2 dx

=

1
3a

[
(a + b)3 − b3

]
=

1
3

a2
+ ab + b2,
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e quindi ‖ f ‖ =
√

1
3

a2
+ ab + b2. I polinomi di primo grado ortogonali alla

funzione 1 sono quelli per cui

0 = 〈 f (x), 1〉 =
∫ 1

0
(ax + b) dx =

a
2
+ b,

cioè f (x) = ax − a/2 = a(x − 1/2), che sono i multipli di x − 1/2.

(IV.3) Determinare per quali valori dei parametri a, b e c esiste
l’inversa della matrice

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a b c
0 1 1
1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
e quando esiste calcolarla.

Soluzione. Per la Proposizione (IV.61), l’inversa esiste se e soltanto se
det(A) � 0, cioè se e soltanto se

0 �

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c
0 1 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a
∣∣∣∣∣1 1
1 0

∣∣∣∣∣ − b
∣∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣∣ + c
∣∣∣∣∣0 1
1 1

∣∣∣∣∣ = −a + b − c.

Supponiamo quindi che a − b + c � 0, e vediamo di costruire l’inversa,
che sappiamo esistere. Possiamo fare uso dell’ultima parte della dimos-
trazione del Teorema (III.29), in cui viene usato il metodo di Cramer per
risolvere il sistema Ax = b, osservando che se B è l’inversa di A, allora
AB = I e quindi le sue colonne b1, b2, b3 verificano le equazioni Abi = ei

per i = 1, 2, 3. Se a1, a2 e a3 sono le colonne di A, si ha �Dove gli ei sono i vettori della ba-
se standard di R3. Stiamo dicendo
in generale che invertire una matrice
n×n A significa risolvere gli n sistemi

lineari Ax = ei, per i = 1, . . . ,n.

xa1 + ya2 + za3 = ei ⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x =
det(ei,a2,a3)

det A

y =
det(a1, ei,a3)

det A

z =
det(a1,a2, ei)

det A
,

per i = 1, 2, 3. Si avrà quindi che le componenti della prima colonna di B
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sono

b11 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b c
0 1 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
det(A)

= (−1)0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 b c
0 1 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det A

= − 1
det(A)

b21 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 c
0 0 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
det A

= (−1)1

∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 c
0 0 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
det A

=

1
det A

b31 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 1
0 1 0
1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
det A

= (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b 1
0 1 0
1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det A

= − 1
det A

Le componenti della seconda e della terza colonna si calcolano in modo

� Il pattern che speriamo sia riu-
scito ad osservare è il seguente: il
coefficiente bij dell’inversa è uguale
al determinante della matrice che si
ottiene cancellando la j-esima riga e
la i-esima colonna, moltiplicato per
(−1)i+ j e diviso per il determinante
det A. Si può ricavare facilmente una
formula per l’inversa di una matrice.
Ci sono molti altri modi per calcolare
A−1, e si invita il Lettore interessato
a cercarne qualcun altro.

analogo. Si trova infine

B = A−1
=

1
−a + b − c

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 c b − c
1 −c −a
−1 b − a a

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
✩ (IV.4) Mostrare che se P è una matrice ortogonale n × n e M una

matrice quadrata n × n, allora la somma dei quadrati dei coefficienti
di M è uguale alla somma dei quadrati dei coefficienti di PM o MP:

‖M‖2
=

∑
i, j

m2
i j =⇒ ‖M‖2

= ‖PM‖2
= ‖MP‖2.

Soluzione. Osserviamo che ‖M‖2 è la somma delle norme al quadrato
delle colonne di M. Se quindi m1, m2, . . . , mn sono le colonne di M, si
ha

‖M‖2
= ‖m1‖2

+ ‖m2‖2
+ . . . + ‖mn‖2.

Se P è una matrice ortogonale, allora le sue colonne costituiscono una
base ortonormale per Rn, cioè tPP = PtP = I. Quindi per ogni mi si ha

‖mi‖2
= mi ·mi =

tmimi

‖Pmi‖2
= (Pmi) · (Pmi) = t(Pmi)(Pmi) =

tmi
tPPmi =

tmimi,

cioè ‖mi‖2
= ‖Pmi‖2. Ma allora

‖PM‖2
= ‖Pm1‖2

+ ‖Pm2‖2
+ . . . + ‖Pmn‖2

= ‖m1‖2
+ ‖m2‖2

+ . . . + ‖mn‖2
= ‖M‖2,
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come volevasi dimostrare. Ora, per quanto riguarda MP, basta osservare
che

‖MP‖2
= ‖t(MP)‖2

= ‖tPtM‖2
= ‖tM‖2

= ‖M‖2,

dato che tP è anch’essa ortogonale.

(IV.5) Determinare gli autovalori e gli autovettori dell’operatore
L : R3 → R3 definito dalla seguente matrice:

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 2
2 3 −2
2 2 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
e dedurre se è diagonalizzabile.

Soluzione. Il polinomio caratteristico è

pA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − λ 0 2

2 3 − λ −2
2 2 1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1 − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − λ 0 2

2 3 − λ −2
2 2 1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ + 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − λ 0 2

2 3 − λ −2
2 2 1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 − λ)((3 − λ)(1 − λ) + 4) + 2(4 − 2(3 − λ))

= (1 − λ)(3 − 4λ + λ2
+ 4) − 4 + 4λ

= (1 − λ)(λ2 − 4λ + 7) − 4(1 − λ)

= (1 − λ)(λ2 − 4λ + 3) = (1 − λ)(λ − 3)(λ − 1).

Le sue radici sono λ1 = 1 (con molteplicità algebrica due, cioè compa-
re due volte nella fattorizzazione di pA(λ)) e λ3 = 3. Gli autovettori �Non abbiamo tre autovalori di-

stinti, per cui non siamo in grado
di applicare la Proposizione (IV.81):
non sappiamo ancora se è diagona-
lizzabile.

corrispondenti a λ1 sono le soluzioni del sistema

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 1 0 2

2 3 − 1 −2
2 2 1 − 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x
y
z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2z = 0

2x + 2y − 2z = 0
2x + 2y = 0.

Eliminiamo subito z = 0, e otteniamo il sistema{
2x + 2y = 0
2x + 2y = 0,

che ha per soluzione tutti i multipli (x, y, z) = c(1,−1, 0). Gli autovettori
corrispondenti a λ3 si trovano in modo analogo:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 3 0 2

2 3 − 3 −2
2 2 1 − 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x
y
z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−2x + 2z = 0

2x − 2z = 0
2x + 2y − 2z = 0.

Licenza edgt-64-767cf8cda5b32bb189f71d4adc4056a5-gc-006390439
rilasciata il 02 maggio 2012 a ziops@hotmail.it
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Eliminiamo z = x (dalla prima e dalla seconda, che sono uguali), e ri-
mane la relazione 2y = 0. Dunque gli autovettori sono i multipli di
(1, 0, 1). In conclusione non ci sono più di due autovettori linearmente
indipendenti, e la matrice non è quindi diagonalizzabile. � Il Lettore può provare a completa-

re i due vettori con un terzo vettore
linearmente indipendente, ed ottene-
re una base in cui scrivere l’operatore
L. Per esempio, nella base

b1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
0
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , b2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
−1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , b3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
−1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
l’operatore L ha matrice associata

S−1AS =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 0 0
0 1 2
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
che non è diagonale ma quasi.

(IV.6) Sia V lo spazio delle funzioni continue su [−1, 1], e 〈 f , �〉 il
prodotto scalare

〈 f , �〉 =
∫ 1

−1
f (x)�(x) dx.

Determinare l’area del triangolo formato dalle tre funzioni 1, x e x2.

Soluzione. Usiamo la formula di Erone, vista nell’Esercizio 49 a pagi-
na 164:

Area =
√

s(s − a)(s − b)(s − c),

dove s è il semiperimetro e a, b e c le lunghezze dei lati. Allora risulta

a2
= ‖x − x2‖2

=

∫ 1

−1
(x − x2)2 dx =

16
15

b2
= ‖1 − x2‖2

=

∫ 1

−1
(1 − x2)2 dx =

16
15

c2
= ‖1 − x‖2

=

∫ 1

−1
(1 − x)2 dx =

8
3
.

Quindi

a = b =
4
√

15
15
, c =

2
√

6
3
, s − a = s − b =

√
6

3

s =
1
2

(2a + c), s − c =
1
2

(2a − c).

da cui segue che

Area = (s − a)
√

s(s − c) =

√
6

3
1
2

√
4a2 − c2

=

√
6

6

√
4

16
15

− 8
3
=

√
6

6

√
8
5
=

2
√

15
15
.
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(IV.7) Sia V lo spazio vettoriale di tutte le matrici quadrate n × n (ri-
spetto al prodotto per uno scalare e alla somma di matrici). Definiamo
la norma di una matrice A con coefficienti aij:

‖A‖ =
√√√ n∑

i, j=1

a2
i j.

Mostrare che in effetti è una norma e che verifica le ulteriori proprietà: � Si veda la Definizione (IV.39)
a pagina 183. Si veda anche
l’Esercizio 40 .① se v ∈ Rn, allora ‖Av‖ ≤ ‖A‖‖v‖;

② se A e B sono matrici, ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.
(Questa norma è detta norma di Frobenius, ed è anche indicata con
‖A‖2.)

Soluzione. Lo spazio delle matrici n × n può essere identificato con Rn2

(parametrizzato con gli n2 coefficienti delle matrici), e quindi la norma
di una matrice non è altro che la norma standard del corrispondente
vettore di Rn2

. Osserviamo che se a1, a2, . . . , an sono i vettori colonna di � Si veda la Proposizione (IV.38),
e disuguaglianza triangolare della
Proposizione (III.19) (pagina 112).

una matrice A, allora

‖A‖2
= ‖a1‖2

+ ‖a2‖2
+ . . . + ‖an‖2.

Lo stesso per i vettori riga (si vede facilmente che ‖A‖ = ‖tA‖). Per dimo-
strare la ①, ricordiamo che per la disuguaglianza di Cauchy–Schwartz se
a e b sono due vettori di Rn allora (a · b)2 ≤ ‖a‖2‖b‖2. Ora, se r1, r2, . . . ,
rn indicano i vettori riga di una matrice A (n × n) e v ∈ Rn è un vetto-
re di dimensione n, allora le componenti del vettore prodotto Av sono i
prodotti scalari dei vettori riga per v (r1 · v, r2 · v, . . . , rn · v), e quindi

‖Av‖2
= (r1 · v)2

+ (r2 · v)2
+ . . . + (rn · v)2

≤ ‖r1‖2‖v‖2
+ ‖r2‖2‖v‖2

+ . . . + ‖rn‖2‖v‖2

=

(
‖r1‖2

+ ‖r2‖2
+ . . . + ‖rn‖2

)
‖v‖2

= ‖A‖2‖v‖2.

Possiamo ora dedurre la ②, dato che (se bi sono i vettori colonna di B)

‖AB‖2
= ‖(Ab1,Ab2, . . . ,Abn)‖2

= ‖Ab1‖2
+ ‖Ab2‖2

+ . . . + ‖Abn‖2

≤ ‖A‖2‖b1‖2
+ ‖A‖2‖b2‖2

+ . . . + ‖A‖2‖bn‖2

= ‖A‖2
(
‖b1‖2

+ ‖b2‖2
+ . . . + ‖bn‖2

)
= ‖A‖2‖B‖2.
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✩ (IV.8) (Diagonalizzazione di Jacobi) Sia M una matrice simmetrica e
q(x) la forma quadratica associata. Si cerchi un procedimento di dia-
gonalizzazione di M (equivalentemente, di q) mediante permutazioni
delle variabili e rotazioni tra le variabili x1 e x2, del tipo⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = cy1 − sy2

x2 = sy1 + cy2

xi = yi per i ≥ 3,

con c = cosϑ e s = sinϑ per un opportuno angolo ϑ.

Soluzione. Sia

q(x) = txMx =
n∑

i, j=1

mijxixj

la forma quadratica associata a M. Cercheremo di diagonalizzare M con
un procedimento analogo a quello usato nella dimostrazione del Teore-
ma (IV.70), annullando uno a uno i termini al di fuori della diagonale.
La forma quadratica q(x) può essere scritta in modo più sintetico come

q = m1,1x2
1 + 2m1,2x1x2 +m2,2x2

2+

+ x1l1(x3, . . . , xn) + x2l2(x3, . . . , xn) + q3(x3, . . . , xn),

dove l1, l2 sono espressioni lineari delle sole variabili x3, . . . , xn e q3 una
forma quadratica nelle x3, . . . , xn. Dopo il cambio di variabili indicato, q
si trasforma nella seguente espressione

(23)
q = m1,1(cy1 − sy2)2

+ 2m1,2(cy1 − sy2)(sy1 + cy2) +m2,2(sy1 + cy2)2
+

+(cy1 − sy2)l1(y3, . . . , yn) + (sy1 + cy2)l2(y3, . . . , yn) + q3(y3, . . . , yn),

con le stesse l1, l2 e q3. Il coefficiente di y1y2 è

2m̂1,2 = −2m1,1cs + 2m1,2(c2 − s2) + 2m2,2cs,

che si può annullare se

(24)
c2 − s2

cs
=

m1,1 −m2,2

m1,2
.

Ma cos2 ϑ−sin2 ϑ
sinϑ cosϑ =

2 cos 2ϑ
sin 2ϑ = 2/ tan 2ϑ, e quindi per ogni m ∈ R esiste uno

ed un solo valore ϑm ∈ (−π/4, π/4] per cui 2/tan 2ϑm = m. A questo
valore ϑm corrispondono due valori c = cosϑm e s = sinϑm che risolvono
l’equazione (24), che quindi annullano il coefficiente di y1y2 nella (23) se
m = m1,1−m2,2

m1,2
. I coefficienti dei termini y2

1 e y2
2 possono essere facilmente

calcolati e risultano

(25)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
m̂1,1 = c2m1,1 + 2m1,2cs +m2,2s2

= m1,1 +m1,2
s
c

m̂2,2 = m1,1s2 − 2m1,2cs +m2,2c2
= m2,2 −m1,2

s
c
.
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Quelli dei termini y1yi con i ≥ 3 compaiono nell’espressione

y1(cl1(y3, . . . , yn) + sl2(y3, . . . , yn)),

quelli dei termini y2yi con i ≥ 3 nell’espressione

y2(−sl1(y3, . . . , yn) + cl2(y3, . . . , yn)).

Il problema è che iterando questa procedura per cancellare tutti i coeffi-
cienti degli x1xj, a ogni passo i coefficienti che si erano annullati prima
possono tornare ad essere diversi da zero! Però accade che la somma
dei quadrati degli elementi della matrice mi, j non cambia (perché si mol-
tiplica per matrici ortogonali, si veda l’Esercizio (IV.4)), e quindi se si
indica con M̂ la matrice con coefficienti m̂ij ottenuta con il cambio di
coordinate, si ha∑

i, j

m̂2
i j = ‖M̂‖2

= ‖M‖2
=

∑
i, j

m2
i j.

Indichiamo con S e Ŝ le somme dei quadrati dei termini al di fuori della
diagonale:

S =
∑
i� j

m2
i j = 2

∑
i< j

m2
i j = ‖M‖2−

∑
i

m2
ii, Ŝ =

∑
i� j

m̂2
i j = 2

∑
i< j

m̂2
i j = ‖M̂‖2−

∑
i

m̂2
ii.

Dato che i termini sulla diagonale che vengono modificati sono solo m11
e m22, si ha (sostituendo i valori di (25))

S − Ŝ = m̂2
11 −m2

11 + m̂2
22 −m2

22 = (m11 +m12
s
c

)2 −m2
11 + (m22 −m12

s
c

)2 −m2
22

= 2m12m11
s
c
+m2

12
s2

c2 − 2m12m22
s
c
+m2

12
s2

c2 = 2m12(m11 −m22)
s
c
+ 2m2

12
s2

c2 � Sostituiamo m11 − m22 = m12(c2 −
s2)/(cs).

= 2m2
12

[
c2 − s2

cs
s
c
+

s2

c2

]
= 2m2

12.

Ora immaginiamo di applicare questa procedura nel modo seguente: ad
ogni passo selezioniamo gli indici i < j in modo tale che il coefficiente
della matrice al posto i, j sia il massimo tra quelli fuori dalla diagonale,
e trasformiamo la matrice M con il cambio di coordinate appena visto se
questo non è zero. Si otterrà una successione di matrici

M =M0,M1,M2, . . . ,Mk, . . .

in cui la somma Sk dei quadrati dei termini al di fuori della diagonale
della matrice k-esima soddisfa l’uguaglianza

(26) Sk+1 = Sk − 2m2
k ,

dove m2
k è appunto il massimo tra i quadrati dei termini al di fuori della

diagonale della matrice Mk. Il procedimento termina quando Mk è in
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forma diagonale. Altrimenti {Sk} è una successione di numeri positivi
monotona decrescente, che deve convergere a un limite positivo o nullo

S∞ = lim
k→+∞

Sk.

Osserviamo che da (26) segue che

Sk = Sk−1 − 2m2
k−1 = Sk−2 − 2m2

k−2 − 2m2
k−1 = . . . = S0 − 2

k−1∑
j=0

m2
j ,

e quindi se la successione Sk converge, allora la successione mj deve
convergere a zero per j →∞, e dato che

(27) 0 ≤ 2m2
k ≤ Sk ≤ n(n − 1)m2

k

(visto che m2
k è il massimo degli n(n − 1) termini di Sk) anche Sk deve

convergere a zero. Dalla disuguaglianza (27) possiamo anche dedurre
anche che

2
n(n − 1)

Sk ≤ 2m2
k ≤ Sk =⇒ Sk+1 = Sk − 2m2

k ≤ Sk − 2
n(n − 1)

Sk = αSk

per α = 1 − 2
n(n−1) < 1, da cui

Sk ≤ αkS0 =⇒ mk ≤ βk

√
S0

2

per β =
√
α ∈ [0, 1). Possiamo dedurre che anche i coefficienti del-

la diagonale di Mk abbiano un limite? Ad ogni passo del tipo (25) si
aggiungono alla diagonale termini del tipo ±mk

sinϑk
cosϑk

per un certo an-

golo ϑk ∈ (−π/4, π/4], in cui mk tende a zero al massimo come βk e
tanϑk =

sinϑk
cosϑk

∈ [−1, 1]. Ma allora non solo la serie
∑

k m2
k , ma anche∑

k |mk| converge, e quindi i termini sulla diagonale in effetti convergono.
La successione di matrici Mk pertanto converge ad una matrice diagona-
le D. Non rimane che mostrare che i termini sulla diagonale di D sono
proprio gli autovalori di M (o di ogni Mk, visto che le Mk sono simili a M
e quindi hanno gli stessi autovalori), e che M è simile a D mediante una
trasformazione ortogonale. Per far questo abbiamo bisogno di un po’ di
strumenti che per ora ci mancano, per cui lasciamo al Lettore per eserci-
zio i dettagli di quest’ultima parte, tra qualche capitolo (Esercizio 41 a
pagina 396). �È chiaro che abbiamo già occupa-

to abbastanza spazio con questa dia-
gonalizzazione di Jacobi, e in questo
margine non vi è abbastanza spazio
per procedere oltre.(12)

Licenza edgt-64-767cf8cda5b32bb189f71d4adc4056a5-gc-006390439
rilasciata il 02 maggio 2012 a ziops@hotmail.it
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✩ (IV.9) Sullo spazio euclideo V = Rn con prodotto scalare standard sia
L : V → V un operatore lineare auto-aggiunto, cioè tale che 〈Lx, y〉 =
〈x, Ly〉. Sia definita la funzione q : V � {0} → R, ponendo � La matrice associata a L è sim-

metrica: se 〈Lx, y〉 = 〈x, Ly〉, cioè
t(Lx)y = txLy, si ha txtLy = txLy. Ora
se si prendono x = ei e y = e j si ha
che le componenti di tL devono esse-
re uguali a quelle di L, cioè che L è
simmetrica.

q(x) =
〈Lx, x〉
〈x, x〉 .

Mostrare che se z è un vettore tale che q(x) ≥ q(z) per ogni x ∈ V,

� La funzione q(x) è il quoziente
di due forme quadratiche, e viene
chiamata il quoziente di Rayleigh.

allora z è un autovettore per L, q(z) è il corrispondente autovalore, e
questo è il minimo tra tutti gli autovalori di L.

Soluzione. Per il Teorema Spettrale (IV.83) la matrice L è diagonalizzabi-
le mediante una matrice ortogonale Q, cioè esiste una matrice ortogonale
Q tale che D = Q−1LQ è diagonale. Gli elementi sulla diagonale di D so-
no gli autovalori λ1, λ2, . . . , λn di L, e possiamo supporre (a meno di
cambiare le coordinate) che

λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn.

I corrispondenti autovettori di L (le colonne di Q) formano un sistema di
riferimento ortonormale. Chiamiamo con y le coordinate di Rn relative
a questo sistema di riferimento, cioè x = Qy. Dato che Q−1

=
tQ, si ha

〈Lx, x〉 = txLx = t(Qy)L(Qy) = tytQLQy = tyDy

〈x, x〉 = txx = tytQQy = tyy

=⇒ q(x) =
〈Lx, x〉
〈x, x〉 =

tyDy
tyy
.

Ora, sia q1 = q(z). Si ha che q(x) ≥ q1 per ogni x � 0 se e soltanto se per
ogni y � 0

tyDy ≥ q1
tyy ⇐⇒ λ1y2

1 + λ2y2
2 + . . . + λny2

n ≥ q1(y2
1 + y2

2 + . . . + y2
n)

(*) ⇐⇒ (λ1 − q1)y2
1 + (λ2 − q1)y2

2 + . . . + (λn − q1)y2
n ≥ 0,

cioè se e solo se la forma quadratica scritta è semi-definita positiva, e
dunque deve essere

q1 ≤ λ1 ≤ λ2 . . . ≤ λn.

ma per il vettore z si ha

(**) (λ1 − q1)z2
1 + (λ2 − q1)z2

2 + . . . + (λn − q1)z2
n = 0.

da cui segue che nella (**) si deve avere λi = q1 per qualche i. L’unico i
possibile è i = 1 (o un i successivo tale che λ1 = λ2 = . . . = λi). Quindi
q1 = q(x) = λ1, che è il più piccolo tra gli autovalori. Per la (**) le
componenti di z corrispondenti ad autovalori diversi da q1 devono essere
zero, e quindi z è autovettore per λ1.
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✎ Diamoci da fare. . . (Soluzioni a pagina 586)

1 Se i e j sono due vettori linearmente indipendenti di
uno spazio vettoriale, si determinino due coefficienti x e
y tali che x(2i + j) + y(i + j) = i − j

2 Siano a = (2,−1, 1), b = (1, 2,−1) e c = (2,−11, 7).
Sono linearmente dipendenti? Se sì, scriverne uno come
combinazione lineare degli altri due.

3 Determinare tutti i valori del parametro t per cui i
vettori (t, t2) e (1, t) sono paralleli, e quelli per cui sono
ortogonali.

4 Siano a, b e c tre vettori di Rn. Mostrare che a, a+ b
e a+ b+ c sono linearmente indipendenti se e solo se lo
sono a, b e c. Cosa si può dire dell’indipendenza dei tre
vettori a + b, b + c, c + a?

5 Si considerino inRn (con base standard e1, e2, . . . , en)
i vettori b1 = e1, b2 = e1 + e2, b3 = e1 + e2 + e3, . . . ,
bn = e1 + e2 + . . . + en. Si mostri che costituiscono una
base. Si scrivano le coordinate di x = (x1, x2, . . . , xn) in
questa base.

6 Determinare tutti i valori del parametro t per cui
i tre vettori (1, t, 0), (t, 0, 1) e (0, 1, t) sono linearmente
dipendenti.

7 Siano S1 e S2 due sottoinsiemi di vettori di uno
spazio vettoriale. Mostrare che

(a) Se S1 ⊆ S2, allora Span(S1) ⊆ Span(S2).

(b) Span(S1 ∩ S2) ⊆ Span(S1) ∩ Span(S2).

(c) Può essere Span(S1 ∩ S2) � Span(S1) ∩ Span(S2)?

8 Sia V lo spazio lineare di tutte le funzioni da R in R.
Calcolare le dimensioni dei seguenti Span:

(a) Span(1, eax, ebx);

(b) Span(sin x, cos x, sin2 x, cos2 x);

(c) Span(1, eax, xeax, x2eax);

(d) Span(1, cos 2x, sin2 x).

9 Si dimostri che il nucleo di una funzione lineare
L : V → W è sempre uno spazio vettoriale (rispetto alle
operazioni definite su V).

10 Quali delle seguenti funzioni R2 → R2 sono linea-
ri? Di quelle lineari si calcolino la dimensione del nucleo
e dell’immagine.

(a) f (x, y) = (y, x);

(b) f (x, y) = (x + y, x − y);

(c) f (x, y) = (x, 2x);

(d) f (x, y) = (x2, y2 − x);

(e) f (x, y) = (x + y, 2x + 2y).

11 Delle seguenti trasformazioni R2 → R2, si calcoli il
nucleo e l’immagine, se sono lineari.

(a) Rotazione attorno all’origine di angolo ϑ;

(b) Riflessione rispetto alla retta di equazione y = x.

(c) Riflessione rispetto alla retta di equazione y =
x + 1.

(d) Omotetia di ragione 2 con centro in (1, 0).

(e) Traslazione di vettore (1, 1).

12 Si calcolino il rango e la nullità delle seguenti
trasformazioni R3 → R3, quando sono lineari.

(a) f (x, y, z) = (2x, 3y, 3z);

(b) f (x, y, z) = (x + y, y + z, z + x);

(c) f (x, y, z) = (1 + x, 1 + y, 1 + z);

(d) f (x, y, z) = (x, y, 1);

(e) f (x, y, z) = (x, y2, z3).

13 Si dica quali delle seguenti trasformazioni V → V
sono lineari, dove V è lo spazio di tutti i polinomi di
grado al più n, e di quelle lineari si calcoli il nucleo.

(a) Se p ∈ V, T(p) è il polinomio q(x) definito da
q(x) = p(x + 1).

(b) Se p ∈ V, T(p)(x) = (x − 1)p′(x).

(c) Se p ∈ V, T(p)(x) = p′(x).

(d) Se p ∈ V, T(p)(x) = p′′(x) + 2p′(x) + p(x).

(e) Se p ∈ V, T(p)(x) = x2p′′(x) − 2xp′(x) + p(x).

14 Sia V lo spazio vettoriale di tutte le successioni rea-
li {xn} convergenti (con somma {xn} + {yn} = {xn + yn} e
prodotto per uno scalare c{xn} = {cxn}). Sia T : V → V
definita come segue

T({xn}) = {xn − lim
n→∞

xn}.

È un operatore lineare? Quale è il suo nucleo?

15 Sia V lo spazio di tutti i polinomi, D : V → V l’o-
peratore di derivazione D : p(x) �→ p′(x) e I : V → V
l’operatore di integrazione I : p(x) �→

∫ x

0
p(t) dt. Mostra-

re che DI(p) = p per ogni p ∈ V, ma che ID(p) può non
essere uguale a p.
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16 Determinare le matrici associate alle seguenti
funzioni lineari.

(a) f : R3 → R3, f (x) = 2x.

(b) f : R3 → R3, f (x) = a × x per un certo a ∈ R3

fissato.

(c) f : R3 → R, f (x) = a·x per un certo a ∈ R3 fissato.

(d) f : R3 → R3 tale che f (i + j) = k, f ( j + k) = i, e
f (k + i) = j.

17 Per ogni V indicato, determinare la matrice
associata all’operatore D : V → V di derivazione.

(a) V = Span(cos x, sin x);

(b) V = Span(1, ex, xex);

(c) V = Span(ex cos x, ex sin x);

(d) V = Span(1, x, x2, x3).

18 Siano A =
[

1 2 3
−1 −2 −3

]
, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2
3 4
5 6

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦, C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 4
5 6
1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦.
Si calcolino B + C, AB, AC, BA, CA, A(B + C).

19 Si calcoli AB−BA, dove A =
[−1 0

0 1

]
, B =

[
1 −1
1 1

]
.

In generale, mostrare che una matrice Z 2× 2 ha la pro-
prietà che BZ = ZB per ogni matrice 2 × 2 B (cioè com-
muta con B) se e soltanto se commuta con ognuna delle
seguenti matrici:

E11 =

[
1 0
0 0

]
, E12 =

[
0 1
0 0

]
,

E21 =

[
0 0
1 0

]
, E22 =

[
0 0
0 1

]
.

Come sono fatte questa matrici?

20 Sia A =
[
1 1
0 1

]
. Calcolare, per ogni n ∈ Z, An.

21 Verificare che la matrice associata alla rotazione
del piano di un angolo ϑ in senso antiorario attorno

all’origine è Rϑ =
[
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

]
.

22 Sia Rϑ la matrice Rϑ =
[
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

]
. Mostrare

che RϑRϑ′ = Rϑ+ϑ′ , e calcolare (Rϑ)n per ogni n.

� 23 Una matrice di Hadamard è una matrice n × n con
le seguenti proprietà:

① Gli elementi della matrice sono tutti 1 o −1.

② Il prodotto scalare di due colonne distinte è zero.

Determinare tutte le matrici di Hadamard 2×2 (sono ot-
to). Mostrare che possono esserci matrici di Hadamard
con n > 2 solo se n è un multiplo di 4. (Suggerimento:
mostrare che (x + y) · (x + z) = ‖x‖2

= n se x, y e z sono
tre colonne ortogonali. Dal fatto che (xi + yi)(xi + zi) è 0 o
4 per ogni i, dedurre che n è divisibile per 4.)

24 Sia Pn lo spazio vettoriale di tutti i polinomi reali di
grado ≤ n. Poniamo

〈 f , �〉 =
n∑

i=0

f (
i
n

)�(
i
n

).

(a) Mostrare che è un prodotto scalare.

(b) Calcolare 〈1, x〉.
25 Nello spazio vettoriale di tutti i polinomi, definia-
mo

〈 f , �〉 =
∫ ∞

0
e−x f (x)�(x) dx.

(a) Mostrare che è ben definito (l’integrale esiste) ed
è un prodotto scalare.

(b) I vettori xn, al variare di n, sono ortogonali?
Calcolare i prodotti scalari 〈xn, xm〉.

(c) Determinare quali polinomi di primo grado sono
ortogonali a 1 + x.

26 Si mostri che se W ⊂ V è un sottospazio di dimen-
sione finita di uno spazio vettoriale V con prodotto sca-
lare, allora la proiezione ortogonale PW : V → W di V
su W è una trasformazione lineare.

✩ 27 Sia l2 l’insieme di tutte le successioni x = {xn}∞n=1 tali
che la serie

∑∞
n=1 x2

n è convergente. Mostrare che è uno
spazio vettoriale, e che il prodotto

〈x, y〉 =
∞∑

n=1

xn yn

è un prodotto scalare. Calcolare l’angolo e la distanza
tra le successioni xn = 1/n e yn = 1/(n + 1).

� 28 Calcolare il determinante delle seguenti matrici.

(a)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦;

(b)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 1 1 1
a b c d
a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦;

(c)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦;

(d)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦.
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29 Mostrare che se M è una matrice del tipo

M =
[
Ak×k 0k×k

Bk×k Ck×k

]
,

in cui i blocchi indicati sono matrici k × k, come per
esempio

M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 0 0
a21 a22 0 0
b11 b12 c11 c12

b21 b22 c21 c22

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
allora det(M) = det(A) det(C).

30 Calcolare l’inversa delle seguenti matrici.

(a)

[
1 1
−1 1

]
;

(b)

[
1 2
3 4

]
;

(c)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0
1 0 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦.

31 Fissate tre funzioni a(x), b(x), c(x), si considerino le
matrici

W(a, b; x) =
[

a(x) b(x)
a′(x) b′(x)

]
,

W(a, b, c; x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a(x) b(x) c(x)
a′(x) b′(x) c′(x)
a′′(x) b′′(x) c′′(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(matrice wronskiana, in onore di Josef-Maria Hoëné de
Wronski (1778–1853)).(13) Mostrare che se le funzio-
ni a(x), b(x) (e c(x)) sono linearmente dipendenti (nello
spazio vettoriale di tutte le funzioni derivabili due vol-
te) allora det(W(a, b; x)) ≡ 0 (risp. det(W(a, b, c; x)) ≡ 0).
Considerare le seguenti funzioni

a(x) = x3; b(x) = |x|3,

per verificare se è vero il viceversa, cioè se W(a, b; x) ≡ 0
implica o no che a(x), b(x) sono dipendenti.

32 Dimostrare che ogni autovettore corrisponde ad
uno e un solo autovalore.

✩ 33 Si determinino gli autovalori e gli autovettori delle
matrici

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
6 −3 3
1 4 3
−1 1 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 −1 1
2 1 −2
2 −1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

34 Sia V = C∞(R) lo spazio vettoriale di tutte le fun-
zioni derivabili infinite volte in R. Si considerino gli
operatori lineari D : V → V e T : V → V definiti da
D( f (x)) = f ′(x) e T( f (x)) = x f ′(x). Determinare gli
autovalori e autovettori (autofunzioni) di T e D.

35 Mostrare che la funzione pM(λ) = det(M − λI) è un
polinomio di grado n in λ, se M è una matrice n × n
(il polinomio caratteristico). (Suggerimento: mostrare
prima per induzione che il determinante è un polinomio
omogeneo di grado n nei coefficienti della matrice M che
contiene il termine m11m22 . . .mnn.)

36 Mostrare che il polinomio caratteristico di una
matrice A coincide con quello della sua trasposta tA.

✩ 37 Mostrare che gli autovalori di una matrice M sono
tutte e sole le radici del polinomio caratteristico pM(λ),
e che i polinomi caratteristici pM1 (λ) e pM2 (λ) di due
matrici simili coincidono.

Prima di proseguire con gli esercizi, diamo una defi-
nizione: la somma

∑n
i=1 aii dei termini sulla diagonale di

una matrice A si chiama traccia di A, e si indica con tr.

✩ 38 Mostrare che i coefficienti del polinomio caratteri-
stico

pA(λ) = c0 + c1λ + c2λ
2
+ . . . + cn−1λ

n−1
+ cnλ

n

di una matrice quadrata A soddisfano le uguaglianze

c0 = det(A), cn−1 = (−1)n−1 tr A, cn = (−1)n.

Dedurre che se B e A sono matrici simili, allora tr A =
tr B, e che

① la traccia di una matrice è la somma dei suoi
autovalori: tr A =

∑n
i=1 λi.

② il determinante di una matrice è il prodotto dei
suoi autovalori: det A =

∏n
i=1 λi.

39 Dimostrare le seguenti proprietà della traccia:

① tr(A + B) = tr(A) + tr(B);

② tr(cA) = c tr(A);

③ tr(tA) = tr(A).

④ tr(AB) = tr(BA);

40 Sia V lo spazio vettoriale di dimensione nm delle
matrici n ×m. Mostrare che la funzione

〈A,B〉 = tr (tAB)

è un prodotto scalare su V (secondo la Definizio-
ne (IV.34) a pagina 181).
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41 Quali tra le seguenti matrici hanno gli stessi
autovalori? Quali sono simili?

A =
[
1 1
0 1

]
, B =

[
1 0
0 1

]
, C =

[
1 0
1 1

]
.

42 Determinare quali delle seguenti matrici sono
diagonalizzabili.

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 1
0 1 0
1 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,B =
[
1 0
1 3

]
,C =

[
2 1
0 2

]
,D =

[
1 2
−2 1

]
.

43 Sia V uno spazio vettoriale con prodotto scalare
〈−,−〉. Diciamo che un operatore lineare L∗ : V → V
è un operatore aggiunto di un operatore L : V → V se
per ogni x, y in V

〈L∗x, y〉 = 〈x, Ly〉.

Diciamo che un operatore lineare L : V → V è
auto-aggiunto se

〈Lx, y〉 = 〈x, Ly〉

per ogni x, y in V. Mostrare che se V � Rn con il pro-
dotto scalare standard e L è una matrice, allora esiste
un unico aggiunto L∗ = tL, e gli operatori auto-aggiunti
sono esattamente le matrici simmetriche.

� 44 Si associ al grafo (un grafo è un insieme di vertici e
di segmenti che li collegano) della Figura IV.6

1

2 3

4

56

Figura IV.6: Grafo

la matrice A, detta matrice di adiacenza, definita come
segue: aij = 1 se e solo se il vertice i e il vertice j sono
collegati da un segmento, altrimenti aij = 0. Si scriva la
matrice A, e si mostri per induzione che per ogni n ≥ 1
la potenza An è una matrice che ha nella (i, j)-esima po-
sizione il numero di percorsi diversi che vanno in n passi
dall’i-esimo vertice al j-esimo vertice.

45 Siano a e b due vettori di R3. Allora possono es-
sere pensati come matrici A = (a) e B = (b) con una
sola colonna e tre righe. Mostrare che il determinante
della matrice 3x3 AtB è sempre zero. Si rappresentino
geometricamente i suoi tre vettori colonna.

46 Dimostrare che lo span di un insieme qualsiasi di
vettori S ⊂ V di uno spazio vettoriale V è uno spazio
vettoriale rispetto alle operazioni di somma e prodotto
per uno scalare ereditate da V.

47 Si mostri che il rango di una sottomatrice Â di una
matrice A non può superare il rango di A: Rango(Â) ≤
Rango(A).

48 Estendere l’Esercizio 54 a pagina 164 a quattro
punti: dimostrare che quattro punti A = (a1, a2, a3),
B(b1, b2, b3), C = (c1, c2, c3) e D = (d1, d2, d3) di R3 sono
complanari se e soltanto se la matrice⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ha determinante nullo.

49 Dimostrare che ci sono n(n + 1)/2 distinti monomi
di grado due in n variabili.

Diciamo che una matrice Q è triangolare superiore
se ha tutti termini nulli sotto la diagonale

U =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q11 q12 q13 · · · q1n

0 q22 q23 · · · q2n

0 0 q33 · · · q3n

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · · · · qnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Diciamo che una matrice Q è unitriangolare superiore se
è triangolare superiore e se i termini sulla diagonale so-
no 1, cioè se ha tutti 1 sulla diagonale e tutti 0 sotto la
diagonale

Q =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 q12 q13 · · · q1n

0 1 q23 · · · q2n

0 0 1 · · · q3n

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

50 Siano U, V due matrici triangolari superiori (cioè
tali che uij = 0 se i > j). Mostrare che allora anche U+V,
UV e (quando esiste) U−1 sono triangolari superiori.
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51 Mostrare che l’inversa di una matrice unitriangola-
re superiore esiste sempre ed è unitriangolare.

✩ 52 Mostrare che se A e Q sono matrici n× n e Q è uni-
triangolare superiore allora i minori principali di A, AQ,
tQA, tQAQ coincidono.

� 53 Mostrare che se una forma quadratica q su Rn è de-
finita positiva, allora tutti i minori principali d1, d2, . . . , dn

della matrice associata a q (cioè i determinanti delle sue
sottomatrici principali) sono positivi.

✩ 54 Dedurre dall’Esercizio 52 l’inversa dell’Eserci-
zio 53 : si mostri per induzione che se tutti i mino-
ri principali d1, d2, . . . , dn della matrice associata ad una
forma quadratica q sono positivi, allora q è definita posi-
tiva. (Suggerimento: si considerino i cambi di coordinate
usati nella dimostrazione del Teorema (IV.70), e si noti
che deve essere a11 > 0.)

✩ 55 Si supponga di aver definito il determinante solo
per matrici (n − 1) × (n − 1), con le proprietà del Teo-
rema (IV.54). Dimostrare che se F(A) è una funzione
lineare nelle colonne di A (matrice n × n), che cambia
di segno se si scambiano due colonne, e infine che vale
1 su In, allora

F

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
...
. . .

...
0 an2 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = a11 det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a22 · · · a2n

...
. . .

...
an2 · · · ann.

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Dimostrare analogamente che se G è un’altra funzio-
ne, con le stesse proprietà per le righe invece che per
le colonne, allora

G

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · a2n

...
...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = a11 det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a22 · · · a2n

...
. . .

...
an2 · · · ann.

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

✩ 56 Mostrare che se F(A) è una funzione lineare nelle
colonne di A (matrice n × n), che cambia di segno se si
scambiano due colonne di A e tale che F(In) = 1, allora
se A ha una colonna in cui tutti i coefficienti sono zero

tranne uno, che è uguale a 1,

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 · · · a1, j−1 0
���

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
��

a1, j+1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2, j−1 0 a2, j+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

...

ai−1,1 ai−1,2 · · · ai−1, j−1 0 ai−1, j+1 · · · ai−1,n

ai1 ai2 · · · ai, j−1 1 ai, j+1 · · · ain

ai+1,1 ai+1,2 · · · ai+1, j−1 0 ai+1, j+1 · · · ai+1,n
...

...
...

...
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · an, j−1 0 an, j+1 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
allora si ha che (−1)i+ jF(A) è uguale alla funzione

det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 · · · a1, j−1 a1, j+1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2, j−1 a2, j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...
...

...
ai−1,1 ai−1,2 · · · ai−1, j−1 ai−1, j+1 · · · ai−1,n

ai+1,1 ai+1,2 · · · ai+1, j−1 ai+1, j+1 · · · ai+1,n
...

...
...

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · an, j−1 an, j+1 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Spazi vettoriali complessi

57 Siano a = (1, i), b = (−i, i) e c = (2i,−1) tre vetto-
ri di C2. Si calcolino i seguenti prodotti scalari (con il
prodotto scalare hermitiano standard di Cn).

(a) a · b;

(b) b · a;

(c) a · (ib)+ (ia) · (b+ c);

(d) (a + ib) · (a − ib).

58 Mostrare che per ogni a, b di uno spazio vettoriale
complesso con prodotto scalare hermitiano si ha

① ‖a + b‖2
= ‖a‖2

+ ‖b‖2
+ a · b + a · b;

② ‖a + b‖2 − ‖a − b‖2
= 2(a · b + a · b);

③ ‖a + b‖2
+ ‖a − b‖2

= 2‖a‖2
+ 2‖b‖2.

④ a · b + b · a ∈ R ⊂ C.

59 Mostrare che è possibile definire un unico angolo
γ ∈ [0, π] tra due vettori a e b di Cn ponendo

cosγ =
a · b + b · a

2‖a‖‖b‖ .
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230 Matrici e operatori lineari

60 Le matrici

P1 =

[
0 1
1 0

]
, P2 =

[
0 −i
i 0

]
, P3 =

[
1 0
0 −1

]
,

hanno un ruolo nella meccanica quantistica e sono det-
te le matrici di Pauli. Determinarne gli autovalori e gli
autovettori.

� Laboratorio. . .

Nei prossimi esercizi si chiede di dimostrare (in genere per
induzione/ricorsione) alcune proposizioni, e di implemen-
tare la dimostrazione con un algoritmo al calcolatore. Si
tratta di esercizi in genere impegnativi ma non troppo.

61 Si calcoli, a partire da ogni permutazione sugli n
elementi 1, 2, . . . ,n una matrice che permuta i vettori
della base nello stesso modo. Una matrice di questo
tipo si dice matrice di permutazione.

62 (LU decomposition, row echelon form) Implementa-
re l’algoritmo di eliminazione di Gauss per ridurre una
matrice A alla sua forma di echelon U (cioè in ogni riga
di U la successione di zeri iniziali è più lunga di quella
della riga precedente): se A è una matrice n × m, allo-
ra esistono una matrice di permutazione P (n × n), una
matrice unitriangolare inferiore L (n × n) e una matrice
triangolare superiore U (n ×m) tali che PA = LU.

63 (QR decomposition) Mostrare che se A è una matri-
ce n × m di rango massimo, con m ≤ n, il procedimen-
to di ortogonalizzazione di Gram–Schmidt permette di
scrivere A = QR dove Q è una matrice ortogonale e R è
una matrice triangolare superiore.

64 (Diagonalizzazione di una forma quadratica) Imple-
mentare la dimostrazione del Teorema (IV.70) a pagina

202 (si veda la nota (IV.73), e anche gli Esercizi 53

e 54 a pagina 229) nel caso in cui A è una matrice
simmetrica definita positiva n×n: costruire una matrice
unitriangolare superiore U tale che tUAU è diagonale.

65 (Cholesky decomposition) Mostrare che se A è una
matrice simmetrica definita positiva n × n, allora esiste
una matrice triangolare inferiore L con elementi sulla
diagonale > 0 tale che A = LtL (equivalentemente, esi-
ste una matrice triangolare superiore U con elementi
sulla diagonale > 0 tale che A = tUU. Con la matri-
ce U è possibile scrivere B = QR per una matrice non
singolare B, dove Q è ortogonale e R è triangolare su-
periore: infatti, se B non è singolare allora la matrice
simmetrica tBB è definita positiva, e quindi si può scri-
vere tBB = tUU con U triangolare superiore. Se quindi si
pone Q = BU−1 e R = U si ha B = QR con R triangolare
superiore e tQQ = tU−1tBBU−1

=
tU−1(tUU)U−1

= I, cioè
Q ortogonale). (Suggerimento: si usi l’Esercizio 64 .)

66 (Least squares solution) A volte invece che risolvere
il sistema Ax = b (che potrebbe anche non essere risol-
vibile, per esempio se A ha più righe che colonne), si
cerca una soluzione ai minimi quadrati, cioè una solu-
zione che minimizza la norma ‖Ax − b‖2, dove A è una
matrice n × m. È chiaro che una soluzione vera è anche
una soluzione ai minimi quadrati, ma in genere non è
vero il viceversa. Osservare che al variare di x ∈ Rm i
punti Ax − b ∈ Rn possono scriversi come combinazioni
delle colonne di A

−b + x1a1 + x2a2 + . . . + xnan,

e determinare la soluzione x ortogonalizzando i vettori
a1, a2, . . . , an con l’ortogonalizzazione di Gram–Schmidt
(supponendo che i ai siano linearmente indipendenti).

❊ ❊ ❊
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Soluzioni degli esercizi

Capitolo IV

1 Raccogliendo si ottiene

(2x + y − 1)i + (x + y + 1) j = 0 =⇒
{

2x + y = 1

x + y = −1,

che ha unica soluzione (x, y) = (2,−3).

2 Sono linearmente dipendenti se e solo se esiste una
soluzione non nulla del sistema xa+yb+zc = 0. Si ottiene:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

2x + y + 2z = 0

−x + 2y − 11z = 0

x − y + 7z = 0

⇐⇒
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x
y
z

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = t

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−3
4
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
cioè −3a+ 4b+ c = 0 =⇒ c = 3a− 4b. Altro metodo (che
però non consente di scriverne uno in funzione degli altri
due) è mostrare che il determinante della matrice che ha
per colonne i vettori a, b, c è nullo.

3 I due vettori (t, t2) = t(1, t) e (1, t) sono sempre paral-
leli. Se t = 0, si ha (0, 0) e (1, 0), che sono paralleli in
senso lato.

4 I tre vettori a, b e c sono linearmente dipendenti se e
solo se esiste (x, y, z) � (0, 0, 0) tale che xa + yb + zc = 0,
mentre a, b+a, e c sono linearmente indipendenti se e so-
lo se esiste (x̂, ŷ, ẑ) � (0, 0, 0) tale che x̂a+ ŷ(a+b)+ ẑc = 0,
cioè (x̂ + ŷ)a + ŷb + ẑc = 0. Basta quindi porre x̂ + ŷ = x,
ŷ = y, ẑ = z, e osservare che esistono (x, y, z) non nulli se
e solo se esistono (x̂, ŷ, ẑ). Cioè, se si somma a (uno dei
tre vettori) ad un altro, la terna di vettori è indipendente
se e solo se lo era la prima. Sommando quindi a a b si
ottiene a, a + b, c. Sommando a + b al terzo, si ottiene
a, a + b, a + b + c. Altro modo:

det(a, a + b, a + b + c)

= det(a, a, a + b + c) + det(a, b, a + b + c)

= det(a, b, a) + det(a, b, b) + det(a, b, c) = det(a, b, c).

Quindi i due determinanti coincidono. Per i tre vettori

a + b, b + c, c + a, osserviamo che

det(a + b, b + c, c + a)

= det(a, b + c, c + a) + det(b, b + c, c + a)

= det(a, c, c + a) + det(a, b, c + a) + det(b, c, c + a)

= 0 + det(a, b, c) + det(b, c, a) = 2 det(a, b, c).

Quindi sono linearmente indipendenti se e solo se lo sono
a, b e c.

5 Basta mostrare che sono linearmente indipendenti,
cioè che det(b1, b2, . . . , bn) � 0. Ma sottraendo e1 dalle
restanti colonne, e2 dalle colonne i = 3, . . . , n, e così via
fino alla n-esima, si ha

det(e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3, . . . , e1 + e2 + . . . + en) =

det(e1, e2, e2 + e3, . . . , e2 + . . . + en) =

. . . = det(e1, e2, e3, . . . , en) = 1,

e quindi sono linearmente indipendenti. Le coordinate di
x = (x1, x2, . . . , xn) in questa base sono y = (y1, y2, . . . , yn),
con y1b1 + y2b2 + . . . + ynbn = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen, e
quindi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = y1 + y2 + . . . + yn

x2 = y2 + y3 + . . . + yn

· · ·
xn−1 = yn−1 + yn

xn = yn,

=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y1 = x1 − x2

y2 = x2 − x3

· · ·
yn−1 = xn−1 − xn

yn = xn.

6 Il determinante della matrice che ha come colon-
ne i tre vettori vale −(1 + t3), sono quindi linearmente
dipendenti se e solo se t = −1.

7 Per dimostrare (a) , se x ∈ Span(S1), allora x = c1s1 +

c2s2+. . .+cnsn con si ∈ S1, e quindi x = c1s1+c2s2+. . .+cnsn

con si ∈ S2.

Per dimostrare (b) , osserviamo che S1∩S2 ⊆ S1, e quindi
per il punto precedente Span(S1 ∩S2) ⊆ Span(S1). Analo-
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gamente, S1 ∩ S2 ⊆ S2 e quindi Span(S1 ∩ S2) ⊆ Span(S2),
da cui Span(S1 ∩ S2) ⊆ Span(S1) ∩ Span(S2).
Infine, per (c) , consideriamo lo spazio vettoriale R, e
S1 = {1}, S2 = {2}. Allora S1 ∩ S2 = ∅, e quindi
Span(S1 ∩ S2) = 0, mentre Span(S1) = Span(S2) = R,
per cui Span(S1) ∩ Span(S2) = R.

8 (a) Se a � b, a � 0, b � 0, la dimensione è 3 (si
veda la soluzione dell’Esercizio (IV.1) a pagina 214). Se
a = 0 o b = 0, ovviamente la corrispondente funzione è
uguale a 1, e se a = b, le due funzioni eax e ebx coincidono.
(b) Supponiamo che esistano quattro coefficienti a, b, c, d
tali che

a sin x + b cos x + c sin2 x + d cos2 x = 0.

Siccome sin2 x + cos2 x = 1, è equivalente che

(*) a sin x + b cos x + (c − d) sin2 x + d = 0.

Deriviamo rispetto a x:

a cos x − b sin x + 2(c − d) sin x cos x = 0

− a sin x − b cos x + 2(c − d)(2 cos2 x − 1) = 0

− a cos x + b sin x + 2(c − d)(−4 sin x cos x) = 0.

Sommiamo la prima e la terza: c − d = 0. Sommiamo
la (*) alla seconda: d = 0. Rimane a sin x + b cos x = 0,
che implica a = 0 (sostituendo x = π/2) e b = 0 (sosti-
tuendo x = 0). Quindi sono linearmente indipendenti e
la dimensione è 4. (c) Mostriamo che sono linearmente
indipendenti, cioè che la dimensione è 4. Infatti

c1+c2eax
+c3xeax

+c4x2eax
= 0 ⇒ −c4 =

c1 + c2eax
+ c3xeax

x2eax .

Prendendo il limite per x → +∞ (se a ≥ 0) o per x → −∞
(se a < 0), si ha c4 = 0. Allo stesso modo,

−c3 =
c1 + c2eax

xeax

e prendendo il limite si ha c3 = 0. Continuando così,
anche c2 = 0, e quindi c1 = 0. (d) Si ha cos 2x =
cos2 x− sin2 x = 1−2 sin2 x. Quindi 2 sin2 x = 1− cos 2x, e
sin2 x è combinazione lineare di 1 e cos 2x. La dimensio-
ne non è maggiore di 2. Ma 1 e cos 2x sono linearmente
indipendenti (dato che cos 2x non è costante), e quindi
la dimensione cercata è esattamente 2.

9 Basta dimostrare che le operazioni di somma e di pro-
dotto per uno scalare sono definite anche sul nucleo. In-
fatti, se v,w ∈ Nucleo(L), cioè se L(v) = L(w) = 0, allora
per linearità L(v+w) = L(v)+ L(w) = 0 e L(cv) = cL(v) =
c0 = 0 per ogni c ∈ R.

10 (a) dim Nucleo( f ) = 0, dim Immagine( f ) =
2; (b) dim Nucleo( f ) = 0, dim Immagine( f ) = 2;
(c) Nucleo = {(x, y) ∈ R2 : x = 0} =⇒ dim Nucleo( f ) =
1, dim Immagine( f ) = 1; (d) Non è lineare: f (2, 2) =

(4, 2) � 2 f (1, 1) = 2(1, 0); (e) Nucleo = {(x, y) ∈ R2 :
x+y = 0} =⇒ dim Nucleo( f ) = 1, dim Immagine( f ) = 1.

11 (a) Il nucleo è {0}, l’immagine è R2. (b) Il nucleo
è {0}, l’immagine è R2. (c) Non è lineare: lo 0 non va
nello 0. (d) Non è lineare: lo 0 non va nello 0. (e) Non
è lineare: lo 0 non va nello 0.

12 (a) rango = 3, nullità = 0; (b) rango = 3, nullità
= 0. Infatti x+ y = y+ z = z+ x = 0 =⇒ x− z = z+ x = 0
=⇒ x = z = 0; (c) Non è lineare: f (0, 0, 0) � (0, 0, 0);
(d) Non è lineare: f (0, 0, 0) � (0, 0, 0); (e) Non è lineare:
f (0, 2, 0) � 2 f (0, 1, 0).

13 (a) Se p1, p2 ∈ V, allora T(p1 + p2)(x) = (p1 + p2)(x+
1) = p1(x + 1) + p2(x + 1) = T(p1) + T(p2). Se c ∈ R,
allora T(cp)(x) = cp(x + 1) = cT(p). =⇒ è lineare.
p(x + 1) ≡ 0 se e soltanto se p ≡ 0, cioè il nucleo è ba-
nale. (b) È lineare, con nucleo i polinomi di grado ze-
ro. (c) È lineare, con nucleo i polinomi di grado zero.
(d) Lineare. Il nucleo: 0. Infatti, se p(x) è un polino-
mio di grado k per cui p′′(x) + 2p′(x) + p(x) = 0, allora
p′′(x) (di grado k− 2) deve essere uguale a −2p′(x)− p(x),
che ha grado k. (e) Lineare. Il nucleo: se un polino-
mio p(x) = a0 + a1x+ a2x2

+ a3x3
+ . . . soddisfa l’equazione

x2p′′(x) − 2xp′(x) + p(x) = 0, allora

(a0 + a1x + a2x2
+ a3x3

+ . . . + anxn)

−2x(a1 + 2a2x + 3a3x2
+ . . . + nanxn−1)

+x2(2a2 + 6a3x + . . . + n(n − 1)anxn−2),

e quindi

a0 + (−a1)x+ (−a2)x2
+ . . .+ (1− 2n+n(n− 1))anxn

= 0.

Ma allora a0 = a1 = . . . = an = 0, ossia p = 0.

14 È lineare:

T({xn} + {yn}) = T({xn + yn}) =
= {xn + yn − lim

n→∞
(xn + yn)} = {xn + yn − lim

n→∞
xn − lim

n→∞
yn}

= {xn − lim
n→∞

xn} + {yn − lim
n→∞

yn} = T({xn}) + T({yn}).

T(c{xn}) = {cxn − lim
n→∞

cxn} = cT({xn}).
Il nucleo: le successioni per cui per ogni n

xn − lim
n→∞

xn = 0,

cioè le successioni costanti.

15 Si ha, per il teorema fondamentale del calcolo
integrale,

d
dx

(∫ x

0
p(t) dt

)
= p(x),
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e dunque DI(p) = p. Invece

ID(p)(x) =
∫ x

0
p′(t) dt = p(x) − p(0),

che è uguale a p(x) se e solo se p(0) = 0.

16 (a)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 0 0
0 2 0
0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦; (b)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦;
(c)

[
a1 a2 a3

]
; (d) L’inversa di f : R3 → R3 ha

matrice

f −1
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =⇒ f =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1/2 1/2 1/2
1/2 −1/2 1/2
1/2 1/2 −1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Infatti, se poniamo i′ = f (i), j′ = f ( j) e k′ = f (k),
abbiamo
i′ + j′ = k, j′ + k′ = i, k′ + i′ = j

=⇒ i′ + j′ = k, i′ − j′ = j − i =⇒ 2i′ = −i + j + k,

e analogamente per j′ e k′.

17 (a)

[
0 1
−1 0

]
; (b)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0
0 1 1
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦; (c)

[
1 1
−1 1

]
;

(d)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦.

18 B + C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
4 6
8 10
6 8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦, AB =

[
22 28
−22 −28

]
, AC =

[
16 22
−16 −22

]
, BA = CA =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 −2 −3
−1 −2 −3
−1 −2 −3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦, A(B + C) =

[
38 50
−38 −50

]
.

19 AB − BA =
[
0 2
2 0

]
. Per dimostrare la seconda affer-

mazione, osserviamo che se Z commuta con ogni matrice
B, allora in particolare commuta con le quattro matrici
elencate. Viceversa, se ZEij = EijZ per ogni i, j, allora se
B è una matrice arbitraria,

B = b11E11 + b12E12 + b21E21 + b22E22

=⇒ ZB = Z(b11E11 + b12E12 + b21E21 + b22E22)

= b11ZE11 + b12ZE12 + b21ZE21 + b22ZE22

= b11E11Z + b12E12Z + b21E21Z + b22E22Z

= (b11E11 + b12E12 + b21E21 + b22E22)Z = BZ.

Risolvendo il sistema di equazioni EijZ = ZEij (per tut-
ti gli i, j), si trova che le matrici Z con questa proprietà

sono tutte e sole quelle del tipo cI =
[
c 0
0 c

]
, per qualche

c ∈ R.

20 Mostriamo per induzione che An
=

[
1 n
0 1

]
, per ogni

n ∈ Z. Se n = 0, è vera (supposto di porre A0
= I. Per

n = 1, anche. Supponiamo che sia vera per n − 1: allora

An
= An−1A =

[
1 n − 1
0 1

] [
1 1
0 1

]
=

[
1 n
0 1

]
.

Ora, l’inversa A−1 è proprio

[
1 −1
0 1

]
e analogamente, per

n > 0,

(A−1)n
= (A−1)n−1A−1

=

[
1 −(n − 1)
0 1

] [
1 −1
0 1

]
=

[
1 −n
0 1

]
.

21 Invece di fare una dimostrazione trigonometrica
(che il Lettore può svolgere autonomamente) identifi-
chiamo R2 con il piano complesso C. Come sappia-
mo dal primo volume, la rotazione di angolo ϑ corri-
sponde allora al prodotto per l’esponenziale complesso
eiϑ
= cosϑ + i sinϑ. Posto (x, y) = x + iy = z otteniamo

subito eiϑz = (x cosϑ− y sinϑ)+ i(x sinϑ+ y cosϑ), da cui
la tesi.

22 Si ha

RϑRϑ′ =
[
cosϑ − sinϑ
sinϑ cosϑ

] [
cosϑ′ − sinϑ′

sinϑ′ cosϑ′

]

=

[
cosϑ cosϑ′ − sinϑ sinϑ′ − cosϑ sinϑ′ − sinϑ cosϑ′

sinϑ cosϑ′ + cosϑ sinϑ′ − sinϑ sinϑ′ + cosϑ cosϑ′

]

=

[
cos(ϑ + ϑ′) − sin(ϑ + ϑ′)
sin(ϑ + ϑ′) cos(ϑ + ϑ′)

]
.

Si ha quindi Rn
ϑ
=

[
cos nϑ − sin nϑ
sin nϑ cos nϑ

]
.

23 Se A =
[
a11 a12

a21 a22

]
, ci sono 24

= 16 modi di avere

elementi aij = ±1. Siano a1 e a2 le due colonne.

a1 = (1, 1) =⇒ a2 = (−1, 1) oppure a2 = (1,−1)

a1 = (−1,−1) =⇒ a2 = (−1, 1) oppure a2 = (1,−1)

a1 = (−1, 1) =⇒ a2 = (1, 1) oppure a2 = (−1,−1)

a1 = (1,−1) =⇒ a2 = (1, 1) oppure a2 = (−1,−1).

In totale, sono otto. Ora, se x, y e z sono tre vettori
ortogonali, si ha

(x + y) · (x + z) = x · x + x · z + y · x + y · z = ‖x‖2.

Se quindi sono colonne di dimensione n con termini ±1,
‖x‖2

= n. Per ogni i = 1, . . . ,n, xi+yi e xi+zi possono esse-
re solo uguali a 0 oppure a ±2 (basta enumerare i quattro
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casi possibili), e quindi il loro prodotto può essere uguale
a 0 o a ±4. Ma allora si ha

n = (x + y) · (x + z) =
n∑

i=1

(xi + yi)(xi + zi),

cioè n è uguale alla somma di n termini uguali a 0 o a ±4,
e quindi deve essere divisibile per 4.

24 Per mostrare (a) , le proprietà commutativa, distri-
butiva e omogenea sono semplici e omettiamo i detta-
gli per non occupare troppo spazio. Rimane invece da
mostrare che è definito positivo, cioè che 〈 f , f 〉 ≥ 0 e
f � 0 =⇒ 〈 f , f 〉 > 0. È chiaro che 〈 f , f 〉 ≥ 0. Suppo-
niamo quindi che f (x) è un polinomio di grado ≤ n tale
che

n∑
i=0

f 2(
i
n

) = 0 e quindi che f (
i
n

) = 0 per i = 0, . . . ,n.

Quindi f è un polinomio di grado n che si annulla negli
n + 1 punti i/n: deve essere il polinomio nullo.

Calcoliamo 〈1, x〉, per rispondere a (b) :

〈1, x〉 =
n∑

i=0

i
n
=

1
n

n∑
i=1

i =
1
n

n(n + 1)
2

=

n + 1
2
.

25 Se f (x) e �(x) sono polinomi, allora il prodotto è un
polinomio p(x), e∣∣∣∣∣

∫ ∞

0
e−xp(x) dx

∣∣∣∣∣ < ∞.
L’unica proprietà non banalmente verificabile è che è
definito positivo: se

0 = 〈 f , f 〉 =
∫ ∞

0
e−x f 2(x) dx,

allora l’integranda deve essere nulla (perché positiva), e
quindi f (x) ≡ 0. Calcoliamo il prodotto scalare 〈xn, xm〉.∫ ∞

0
e−xxnxm dx =

[−e−xxn+m]∞
0 +

∫ ∞

0
(n +m)e−xxn+m−1 dx

= (n +m)
∫ ∞

0
e−xxn+m−1 dx

= · · · = (n +m)!
∫ ∞

0
e−x dx = (n +m)!

e quindi 〈xn, xm〉 = (n +m)!.

Un polinomio di primo grado ax + b è ortogonale a 1 + x
se e soltanto se

0 =
∫ ∞

0
e−x(ax + b)(1 + x) dx = . . . = 2b + 3a.

Quindi i polinomi di primo grado ortogonali a 1 + x sono

quelli del tipo

p(x) = a(x − 3/2).

26 Se e1, . . . , ek è una base ortonormale di W, per il
Teorema (IV.45) la proiezione si scrive

projW(v) =
k∑

i=1

〈v, ei〉ei,

da cui segue che

projW(v +w) =
k∑

i=1

〈v, ei〉ei +

k∑
i=1

〈w, ei〉ei

=

k∑
i=1

〈v +w, ei〉ei = projW(v) + projW(w)

projW(cv) =
k∑

i=1

〈cv, ei〉ei = c
k∑

i=1

〈v, ei〉ei = c projW(v)

27 Per la disuguaglianza di Cauchy–Schwarz, per ogni
N si ha⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

N∑
n=1

xn yn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2

≤
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

N∑
n=1

x2
n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

N∑
n=1

y2
n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
e per la disuguaglianza triangolare

N∑
n=1

(xn + yn)2 ≤
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
√√

N∑
n=1

x2
n +

√√
N∑

n=1

y2
n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2

.

Allora se {xn} e {yn} hanno quadrati sommabili, anche la
somma {xn + yn} ha quadrato sommabile, ed è definito
il prodotto scalare

∑∞
n=1 xn yn definito sopra. Per finire di

mostrare che l2 è uno spazio vettoriale, basta osservare
che

∑∞
n=1(cxn)2

= c2 ∑∞
n=1 x2

n, e quindi anche il prodotto per
uno scalare è ben definito. Per mostrare che è il prodotto
scalare definito sopra è ben definito, dobbiamo mostrare
le proprietà commutativa (ovvia), distributiva (ovvia) e
omogenea (ovvia) e che è definito positivo (ovvia). Le
ovvietà, com’è ovvio, sono lasciate al Lettore. L’angolo γ
tra le due successioni xn = 1/n e yn = 1/(n + 1):

〈{xn}, {yn}〉 =
∞∑

n=1

1
n(n + 1)

=

∞∑
n=1

1
n
− 1

n + 1
= 1;

‖{xn}‖2
=

∞∑
n=1

1
n2 =

π2

6
‖{yn}‖2

=

∞∑
n=1

1
(n + 1)2 =

π2

6
− 1,

e quindi

cosγ =
〈{xn}, {yn}〉
‖{xn}‖‖{yn}‖ =

1

π/
√

6
√
π2/6 − 1

,
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da cui γ � 0.2418. La distanza tra le due successioni è

‖{xn − yn}‖2
=

∞∑
n=1

(1/n − 1/n + 1)2
=

π2

3
− 3.

28

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 − 1 1 − 1
a b − a c − a
a2 b2 − a2 c2 − a2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ b − a c − a
b2 − a2 c2 − a2

∣∣∣∣∣ = (b − a)(c − a)
∣∣∣∣∣ 1 1
b + a c + a

∣∣∣∣∣
= (b − a)(c − a)(c + a − b − a) = (b − a)(c − a)(c − b).

Per la (b) , sottraiamo alla seconda riga a volte la prima,
alla terza riga a volte la seconda e alla quarta a volte la
terza; otteniamo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
a − a b − a c − a d − a

a2 − a2 b2 − ab c2 − ac d2 − ad
a3 − a3 b3 − ab2 c3 − ac2 d3 − ad2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
b − a c − a d − a

b(b − a) c(c − a) d(d − a)
b2(b − a) c2(c − a) d2(d − a)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(d− a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
b c d
b2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(d− a)(c− b)(d− b)(d− c).

Queste matrici sono dette matrici di Vandermonde.
Passiamo alla (c) :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = x

∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 0
1 x 1
0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣x 1
1 x

∣∣∣∣∣
= x2(x2 − 2) − (x2 − 1) = x4 − 3x2

+ 1.

Il determinante della matrice (d) vale invece 1.

29 Nella matrice di esempio i blocchi sono

A =
[
a11 a12

a21 a22

]
B =

[
b11 b12

b21 b22

]
C =

[
c11 c12

c21 c22

]
e quindi

M =
[
A 0k×k

B C

]
.

Supponiamo inizialmente che B = 0. Allora

M =
[
A 0k×k

B C

]
=

[
A 0k×k

0k×k Ik

] [
Ik 0k×k

0k×k C

]
,

e quindi per il Teorema di Binet

det(M) = det
[

A 0k×k

0k×k Ik

]
det

[
Ik 0k×k

0k×k C

]
.

Ora, sia per l’unicità del determinante che per lo sviluppo
di Laplace, si ha

det
[

A 0k×k

0k×k Ik

]
= det A, det

[
Ik 0k×k

0k×k C

]
= det C,

e quindi se B = 0 det M = det A det C.
Supponiamo invece che B � 0, e scriviamo M come

M =
[

A 0k×k

0k×k Ik

] [
Ik 0k×k

B Ik

] [
Ik 0k×k

0k×k C

]
.

Allora la tesi segue se riusciamo a mostrare che

∣∣∣∣∣Ik 0k×k

B Ik

∣∣∣∣∣ = 1 che se k = 2 è

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0

b11 b12 1 0
b21 b22 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

Ma questa è una matrice triangolare (inferiore), il cui
determinante è uguale al prodotto degli elementi sulla
diagonale (dimostrarlo!), che è uno.

30 (a) 1/2
[
1 −1
1 1

]
; (b)

[−2 1
3/2 −1/2

]
; (c)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0
1 0 0
0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦.
31 Supponiamo che esistano α, β ∈ R non entrambi
nulli per cui αa(x) + βb(x) ≡ 0.
Allora, derivando una volta otteniamo αa′(x)+βb′(x) ≡ 0,
e quindi

α

[
a(x)
a′(x)

]
+ β

[
b(x)
b′(x)

]
=

[
0
0

]
,

per cui W(a, b; x) = 0.
Analogamente, per a, b, c, si deriva due volte e si ottiene
il sistema

αa(x) + βb(x) + γc(x) = 0

αa′(x) + βb′(x) + γc′(x) = 0

αa′′(x) + βb′′(x) + γc′′(x) = 0,

e quindi i tre vettori⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a(x)
a′(x)
a′′(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b(x)
b′(x)
b′′(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c(x)
c′(x)
c′′(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
sono linearmente dipendenti. Il determinante della ma-
trice W(a, b, c; x) è quindi identicamente nullo. Conside-
riamo le funzioni suggerite a(x) = x3 b(x) = |x|3, per cui il
determinante della matrice wronskiana è

det(W(a, b; x)) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∣∣∣∣∣∣ x3 x3

3x2 3x2

∣∣∣∣∣∣ = 0 se x ≥ 0,∣∣∣∣∣∣ x3 −x3

3x2 −3x2

∣∣∣∣∣∣ = 0 se x < 0,

cioè è identicamente nullo. Ma a(x) e b(x) non so-
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no linearmente dipendenti: se esistessero α, β tali che
αa(x) + βb(x) = 0, deve essere αx3

+ β|x|3 = 0, e quindi
se x = 1 si ha α+β = 0, mentre per x = −1 si ha β−α = 0:
segue che α = β = 0.

32 Se Lv = λ1v e Lv = λ2v, per v � 0 e λ1, λ2 ∈ R,
allora λ1v = λ2v, e quindi (λ1 −λ2)v = 0. Dato che v � 0,
deve quindi essere λ1 − λ2 = 0.

33 Il polinomio caratteristico di A è

det(A − tI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
6 − t −3 3

1 4 − t 3
−1 1 2 − t

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (6 − t)
∣∣∣∣∣4 − t 3

1 2 − t

∣∣∣∣∣
−
∣∣∣∣∣−3 3

1 2 − t

∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣ −3 3
4 − t 3

∣∣∣∣∣ = 60 − 47t + 12t2 − t3.

Come si trovano le radici dei polinomi di terzo grado?
Sappiamo che ci deve essere almeno una radice, e per
tentativi arriviamo alle tre soluzioni t = 3, 4, 5 (non è vero
che le abbiamo trovate per tentativi: ci sono molti metodi,
tra cui anche una formula risolutiva, analoga a quella per
l’equazione di secondo grado). Quindi ci sono tre autova-
lori distinti λ1 = 3, λ2 = 4 e λ3 = 5. Risolviamo i tre
sistemi per trovare gli autovettori corrispondenti:

(A − 3I)x = 0 ⇔ x1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2
1
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (A − 4I)x = 0 ⇔ x2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3
1
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(A − 5I)x = 0 ⇔ x3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3
0
−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
La matrice diagonalizzante è quindi

S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
2 3 3
1 1 0
−1 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ con inversa

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 −3
1 1 3
0 −1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Il Lettore è invitato a controllare che:

S−1AS = . . . =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 0 0
0 4 0
0 0 5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
In modo analogo si trovano gli autovalori e gli auto-
vettori di B: il polinomio caratteristico è det(B − tI) =
−t3
+ 2t2

+ t − 2 = (1 − t)(t2 − t − 2) da cui si trovano
gli autovalori λ1 = −1, λ2 = 1, λ3 = 2 e gli autovettori
x1 = (0, 1, 1), x2 = (1, 1, 1), x3 = (1, 0, 1). Quindi

S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 1
1 1 0
1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ e S−1BS =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−1 0 0
0 1 0
0 0 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
34 Si ha D( f (x)) = λ f (x) se e soltanto se

f ′(x) = λ f (x) ⇔ f ′(x)
f (x)

= λ ⇔ d
dx

log| f (x)| = d
dx
λx,

e quindi gli autovettori corrispondenti agli autovalori
λ � 0 sono

fλ(x) = ceλx

per qualche c ∈ R, mentre quelli corrispondenti all’auto-
valore λ = 0 sono gli elementi del nucleo di D, cioè le
funzioni costanti.
Gli autovettori di T sono le funzioni f (x) tali che

x f ′(x) = λ f (x),

cioè per λ � 0

d
dx

log
f ′(x)
| f (x)| =

λ

x
=⇒ f (x) = c|x|λ.

I valori di λ per cui sono funzioni derivabili infinite vol-
te su R sono solo gli interi, per cui gli autovalori sono
λn = n, con n ∈ N,e gli autovettori corrispondenti sono i
monomi xn.

35 Sia M una matrice n × n. Mostriamo per induzione
che il determinante è un polinomio di grado n nei coeffi-
cienti mij di M. Se n = 1, allora M = (m11) e det M = m11,
quindi l’affermazione è vera. Supponiamo che sia vero
per n − 1. Allora, sviluppando il determinante di M nella
prima colonna come in (IV.56), a pagina 192, si ha

det M = m1,1M1,1 −m2,1M2,1 + . . . + (−1)n−1mn,1Mn,1,

dove i Mi,1 sono i minori (cioè i determinanti delle sot-
tomatrici n − 1 × n − 1) ottenuti cancellando la prima
colonna e la i-esima riga. Per ipotesi induttiva ogni mi-
nore Mi,1 è un polinomio di grado n − 1 nei coefficienti
della matrice, e quindi det M è un polinomio di grado n.
In altre parole, è somma di prodotti dei mij e non ci so-
no più di n termini mij in ogni addendo. Con la stessa
tecnica è possibile vedere che è un polinomio omogeneo
di grado n nelle variabili mij, cioè tutti i monomi hanno
grado n. Ora, il polinomio caratteristico si ottiene sosti-
tuendo a m11 il polinomio di primo grado m11 − λ, a m22

il polinomio m22 − λ, . . . . La composizione di due poli-
nomi è ancora un polinomio, e quindi il det(M−λI) è un
polinomio di λ. Il suo grado non può superare n, natu-
ralmente. Ora, il suo grado sarà n se nell’espressione del
determinante compare il prodotto m11m22 . . .mnn. Come
sopra, è possibile dimostrarlo per induzione utilizzando
lo sviluppo sulla prima colonna.

36 Sappiamo che det M = det tM, e quindi

pA(λ) = det(A−λI) = det(tA−λtI) = det(tA−λI) = ptA(λ).

37 Uno scalare λ ∈ R è autovalore se e soltanto se
esiste un autovettore, cioè se e soltanto se l’equazione
Mx = λx ha una soluzione non nulla. Se la riscriviamo
come (M−λI)x = 0, allora λ è un autovalore se e soltanto
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se la matrice M − λI ha determinante zero (si applichi il
Teorema (IV.59)), cioè se e soltanto se λ annulla il poli-
nomio caratteristico pM(λ) = det(M − λI). Ora, se M1 e
M2 sono simili (cioè se esiste una matrice non singolare
B tale che M2 = B−1M1B), allora

det(M2 − λI) = det(B−1M1B − λI)

= det(B−1M1B − B−1λIB)

= det(B−1(M1 − λI)B) = det(B−1) det(M1 − λI) det(B)

= det(B)−1 det(B) det(M1 − λI) = det(M1 − λI),

cioè pM1 (λ) = pM2 (λ).

38 Valutando pA(λ) in λ = 0 si ha subito c0 = pA(0) =
det(A). Per procedere, ricordiamo che in C ogni polino-
mio di grado n si fattorizza in n fattori lineari. Per l’E-
sercizio 35 il polinomio pA(λ) ha grado esattamente n, e
quindi si fattorizza come

(+) pA(λ) = cn(λ − λ1)(λ − λ2) . . . (λ − λn),

dove i λi sono le n radici (contate con la loro moltepli-
cità) di pA(λ). Le radici di pA(λ) sono gli n autovalori
(complessi) di A, quindi i λi sono gli autovalori di A.
Mostriamo ora per induzione che

pA(λ) = det(A)+ . . .+

⎡⎢⎢⎢⎢⎣(−1)n−1
n∑

i=1

aii

⎤⎥⎥⎥⎥⎦λn−1
+ (−1)nλn,

cioè che cn = (−1)n e cn−1 = (−1)n−1 ∑n
i=1 aii. Se n = 2, allo-

ra det(A−λI) = (a11a22−a12a21)− (a11+a22)λ+λ2, e quindi
la proposizione è vera. Supponiamola vera per n − 1,
e sviluppiamo lungo la prima colonna il determinante
det(A − λI) (Proposizione (IV.56)):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 · · · a1n

a21 a22 − λ · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(a11 − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 − λ · · · a2n

a32 · · · a3n

...
. . .

...
an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−a2,1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a12 · · · a1n

a32 · · · a3n

...
. . .

...
an2 · · · ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ . . . ,

cioè

(*) pA(λ) = (a11 − λ)pÂ(λ) + R(λ),

dove Â è la sottomatrice quadrata ottenuta cancellan-
do la prima riga e la prima colonna da A, mentre il re-

sto R(λ) è un polinomio di grado n − 2. Per ipotesi di
induzione

pÂ(λ) = ĉ0 + . . . +

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣(−1)n−2
n−1∑
i=1

âii

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦λn−2
+ (−1)n−1λn−1,

dove âii = ai+1,i+1 per ogni i, e quindi per la (*)

pA(λ) = (a11 − λ)pÂ(λ) + R(λ)

= (a11 − λ)(. . . + ĉn−2λ
n−2
+ ĉn−1λ

n−1) + R(λ)

= . . . + (a11ĉn−1 − ĉn−2)λn−1 − ĉn−1λ
n.

Quindi cn = −ĉn−1 = −(−1)n−1
= (−1)n e

cn−1 = a11ĉn−1 − ĉn−2 = (−1)n−1a11 −
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣(−1)n−2

n−1∑
i=1

âii

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= (−1)n−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣a11 +

n−1∑
i=1

âii

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = (−1)n−1
n∑

i=1

aii.

Ora, se A e B sono matrici simili, allora i polinomi carat-
teristici coincidono pA(λ) = pB(λ), per cui i coefficienti dei
polinomi sono uguali, e in particolare le tracce tr A e tr B
(che compaiono come coefficienti di λn−1) sono uguali.
Inoltre, dalla (+) deduciamo che

pA(λ) = (−1)n(λ − λ1)(λ − λ2) . . . (λ − λn)

= (−1)n
(
λn − (λ1 + λ2 + . . . + λn)λn−1

+ . . .

. . . + (−1)nλ1λ2 . . . λn) ,

da cui possiamo finalmente dedurre che

① La traccia è la somma degli autovalori tr A =∑n
i=1 λi.

② Il determinante è il prodotto degli autovalori
det A =

∏n
i=1 λi.

39 Siano aij e bij i coefficienti delle matrici A e B. Allora

tr(A+B) =
n∑

i=1

(aii+bii) =
n∑

i=1

aii+

n∑
i=1

bii = tr(A)+ tr(B).

tr(cA) =
n∑

i=1

caii = c
n∑

i=1

aii = c tr(A).

tr(tA) =
n∑

i=1

aii = tr(A).

tr(AB) =
n∑

i=1

n∑
k=1

aikbki =

n∑
k=1

n∑
i=1

bkiaik = tr(BA).

40 La traccia di una matrice quadrata coincide con la
traccia della sua trasposta, per cui si ha

〈A,B〉 = tr (tAB) = tr (
t
(tAB)) = tr (tBA) = 〈B,A〉.
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Si ha inoltre tr (cA) = c tr (A), per cui si vede facilmente
che

〈cA,B〉 = 〈A, cB〉 = c〈A,B〉.
Si conclude osservando che se A � 0, allora A �

0 =⇒ 〈A,A〉 > 0. Infatti, se A = (a1, a2, . . . ,am) e
B = (b1, b2, . . . , bm) (dove ai, bi ∈ Rn), l’elemento al po-
sto (i, j) della matrice m ×m C = tAB è il prodotto scalare
standard

cij = ai · b j =
taib j,

e dunque se A � 0

〈A,A〉 = tr tAA =
m∑

i=1

cii =

m∑
i=1

ai · ai =

m∑
i=1

‖ai‖2 > 0.

41 Hanno tutte solo l’autovalore 1, dato che i polino-
mi caratteristici sono tutti uguali a (1 − λ)2. Calcoliamo
gli autovettori corrispondenti. Sappiamo che per B tutti
i vettori sono autovettori relativi all’autovalore 1. Non
può essere la stessa cosa per A e C, dato che non sono la
matrice identica. Controlliamo, comunque:

(A − I)x = 0 ⇐⇒
{

x2 = 0

0 = 0.

L’unico autovettore di A è (a meno di multipli scalari)
xA = (1, 0).

(C − I)x = 0 ⇐⇒
{

0 = 0

x1 = 0.

L’unico autovettore di C è xC = (0, 1). Quindi sicuramente
B non è simile né ad A né a C, e A e C potrebbero essere
simili. Cerchiamo un cambio di coordinate, cioè una ma-
trice invertibile S tale che S−1AS = C. La trasformazione
S dovrebbe mandare l’autovettore di A in quello di C, per
cui proviamo con una matrice del tipo

S =
[
0 1
1 s

]
=⇒ S−1

=

[−s 1
1 0

]
Si vede che

S−1AS = . . . =
[
1 − s −s2

1 1 + s

]
,

e quindi per s = 0 si ha proprio S−1AS = C, cioè A e C
sono simili.

42 Il polinomio caratteristico di A è

pA(λ) = −t3
+ t2
+ t − 1 = −(t − 1)2(t + 1).

Gli autovalori sono 1 e −1. Cerchiamo una base di
autovettori: l’autovettore dell’autovalore −1 risolve

(A + I)x = 0 =⇒ x−1 = (−1, 0, 1).

Cerchiamo gli autovettori relativi all’autovalore 1:

(A − I)x = 0 =⇒ x1 = (0, 1, 0), x1′ = (1, 0, 1).

Abbiamo trovato due autovalori, ma tre autovettori li-
nearmente indipendenti, e quindi la matrice è dia-
gonalizzabile (la base diagonalizzante è la terna di
autovettori).
La matrice B ha due autovalori distinti (1 e 3), e quindi
per il Corollario (IV.81) è diagonalizzabile.
La matrice C invece ha un solo autovalore λ = 2.
Cerchiamone gli autovettori:

(C − 2I)x = 0 =⇒ x2 = (1, 0).

Ne abbiamo trovato uno solo, e per fare una base ne
servono due: niente da fare, non è diagonalizzabile.
Il polinomio caratteristico di D è t2−2t+5, che non ha ra-
dici reali. Quindi D non ha autovalori, né tantomeno può
avere autovettori (reali), e quindi non è diagonalizzabile.

43 Se si pone x = ei e y = e j (dove gli ei sono i vettori
della base standard), allora

〈L∗ei, e j〉 = tei
tL∗e j = l∗ji, 〈ei, Le j〉 = teiLe j = li j.

44 La matrice di adiacenza del grafo è

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 1 1
0 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 1
1 1 1 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Supponiamo per induzione che il coefficiente a′i j di An−1

sia il numero di percorsi diversi che vanno in n − 1 passi
dal vertice i al vertice j: allora il coefficiente (i, j)-esimo
del prodotto An

= An−1A è uguale a
6∑

k=1

a′ikakj,

e dato che akj è uno quando k è collegato a j e 0 altrimen-
ti, il numero di percorsi diversi di n passi è la somma di
quelli in n − 1 passi fino a k1, quello in n − 1 passi fino a
k2, . . . , quello in n − 1 passi fino a kl, dove l è il numero
di vertici collegati con j. Per esempio, si può calcolare
A10 (con un piccolo algoritmo da programmarsi o con un
CAS), e vedere che ci sono 8759 modi diversi di partire e
arrivare a 1 in 10 passi.

45 Si ha

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1

a2

a3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
b1

b2

b3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ quindi AtB = (Ab1,Ab2,Ab3) ,
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e quindi i tre vettori colonna di AtB sono b1a, b2a, b3a, che
chiaramente sono linearmente dipendenti.

47 Osserviamo innanzitutto che, in generale, la dimen-
sione di Span(v1, v2, . . . ,vk) è il massimo numero dei vet-
tori vi linearmente indipendenti. Infatti, supponiamo
che i primi d vettori siano linearmente indipendenti ma
se ne aggiungiamo uno non sono più linearmente in-
dipendenti: quest’ultimo non può che essere combina-
zione lineare dei precedenti. Ragionando così con tut-
ti i vettori che mancano, mostriamo che si può generare
Span(v1, v2, . . . ,vk) con i summenzionati primi d, cioè che
questi costituiscono una base. Se k colonne di Â sono
linearmente indipendenti, allora le corrispondenti k co-
lonne di A (che le estendono) devono essere linearmente
indipendenti, e quindi il massimo numero di colonne di
Â linearmente indipendenti non può superare il massimo
numero di colonne linearmente indipendenti di A, da cui
la tesi.

48 Mostriamo per prima cosa il corrispondente dell’E-
sercizio 51 di pagina 164, cioè che quattro punti A, B, C,
D diRn sono complanari se e solo se esistono a, b, c, d non
tutti nulli tali che a+ b+ c+d = 0 e aA+ bB+ cC+dD = 0.
Infatti, supponiamo che siano complanari. Se ce ne so-
no tre allineati (per esempio, A, B e C), allora esistono
(a, b, c) � (0, 0, 0) tali che a + b + c = 0 e aA + bB + cC = 0,
e quindi ponendo d = 0 si ha a + b + c + d = 0 e
aA + bB + cC + dD = 0. Quindi supponiamo che non
ce ne siano tre allineati: esiste un unico piano per A, B
e C. Il quarto punto appartiene a tale piano se e solo se
esistono (s, t) tali che D = A + s(B − A) + t(C − A), cioè

(1 − s − t)A + sB + tC −D = 0,

che è aA+bB+cC+dD = 0 con (a, b, c, d) = (1−s−t, s, t,−1).
Viceversa, se aA + bB + cC + dD = 0 e a + b + c + d = 0,
ma uno dei coefficienti a, b, c o d è zero (per esempio d)
allora gli altri tre punti sono allineati (in questo esempio,
A, B, e C) e dunque esiste un piano che contiene i quattro
punti. Se nessuno dei coefficienti a, b, c e d è zero, allora
per esempio dividendo per −d si ha D = a′A + b′B + c′C.
con a′ = −a/d, b′ = −b/d e c′ = −c/d, e a′ + b′ + c′ = 1. Ma
allora ponendo s = b′, t = c′ si ha a′ = 1− b′ − c′ = 1− s− t
e

D = (1 − s − t)A + sB + tC = A + s(B −A) + t(C −A),

cioè i quattro punti sono complanari. Ora, in R3 esiste
una soluzione (a, b, c, d) � (0, 0, 0, 0) del sistema

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1

a2

a3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + b

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
b1

b2

b3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + c

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
c1

c2

c3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + d

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
d1

d2

d3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
a + b + c + d = 0,

che può essere scritto anche come

a

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1

a2

a3

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + b

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
b1

b2

b3

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + c

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
c1

c2

c3

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ + d

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
d1

d2

d3

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
oppure⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

aa1 + bb1 + cc1 + dd1 = 0

aa2 + bb2 + cc2 + dd2 = 0

aa3 + bb3 + cc3 + dd3 = 0

a + b + c + d = 0

Ma per il Teorema (IV.59), questo sistema ha soluzioni
non nulle se e solo se

det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 0.

Oppure, potremmo usare il fatto che i quattro punti so-
no complanari se e solo se il volume del parallelepipedo
che generano i vettori differenza B − A, C − A, D − A
è nullo (perché?) e sottrarre la prima colonna alle al-
tre colonne della matrice, per ottenere un determinan-
te 3x3 che sappiamo essere il volume con segno di un
parallelepipedo.

49 Per induzione: se n = 1, allora l’unico polinomio è
x2

1. Supponiamo quindi che ci siano (n−1)n/2 monomi di
grado due in n−1 variabili x1, . . . , xn−1. I monomi di gra-
do due nelle n variabili x1, . . . , xn sono quindi (n − 1)n/2
(quelli in cui xn non compare) più quelli in cui compare
xn, che sono esattamente n (xn per una delle n variabili),
cioè (n − 1)n/2 + n = n(n + 1)/2.

50 Se uij = 0 quando i > j e vij = 0 quando i > j, allora
uij + vij = 0 quando i > j, cioè U + V è triangolare supe-
riore se lo sono U e V. Per il prodotto, il coefficiente al
posto (i, j) di UV è

(*)
n∑

k=1

uikvkj.

Sia i > j: il termine uik è nullo quando k < i, il termine
vkj è nullo quando k > j. Ma se k ≤ j < i sicuramente
k < i, quindi almeno uno dei due termini uik e vkj è zero,
per cui il prodotto è zero.
Supponiamo ora che esista l’inversa U−1, tale che U−1U =
UU−1

= I. Siano vij i coefficienti di U−1 Per ogni j =
1, . . . ,n − 1 si deve avere

(*)
n∑

k=1

unkvkj = unnvnj = 0 e
n∑

k=1

unkvkn = unnvnn = 1,

dato che unk = 0 se k < n. Dunque unn � 0 e vnn = 1/unn �
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0, e per la (*) vnj = 0 se j = 1, . . . , n − 1. Ora, scriviamo
U e V a blocchi

U =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u11
� � � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � � �

u12 · · · u1,n−1 u1n

0 u22 · · · u2,n−1 u2n
...
...
. . .

...
...

0 0 · · · un−1,n−1 un−1,n

0 0 · · · 0 unn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

U−1
= V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v11
� � � � � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � � � � �

v12 · · · v1,n−1 v1n

v21 v22 · · · v2,n−1 v2n
...

...
. . .

...
...

vn−1,1 vn−1,2 · · · vn−1,n−1 vn−1,n

0 0 · · · 0 vnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

ossia

U =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣ Û
� ��

�

�

�
� �

û
t0 unn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , U−1
= V =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣ V̂
� ��

�

�

�
� �

v̂
t0 vnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
dove Û e V̂ sono le sottomatrici n−1×n−1 nel riquadro,
û e v̂ i vettori colonna di dimensione n−1, e t0 la riga zero
di dimensione n−1. Non è difficile vedere che il prodotto
può essere eseguito a blocchi, cioè

UV =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣ Û û
t0 unn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣ V̂ v̂

t0 vnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

[
ÛV̂ + ût0 Ûv̂ + ûvnn

t0V̂ + unn
t0 t0v̂ + unnvnn

]
=

[
ÛV̂ Ûv̂ + ûvnn

t0 unnvnn

]
.

Dato che UV = In, ÛV̂ è uguale a In−1, e quindi V̂ è l’in-
versa di Û (che è triangolare superiore). Se supponiamo
per induzione che V̂ è triangolare superiore, segue subito
che anche V è triangolare superiore.

51 Abbiamo visto nell’Esercizio 50 che l’inversa di una
matrice triangolare superiore, se esiste, è triangolare su-
periore. Il prodotto a blocchi che abbiamo usato nella
dimostrazione, se U è unitriangolare, si scrive

UV =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣ Û û
t0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣ V̂ v̂

t0 vnn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =
[
ÛV̂ Ûv̂ + ûvnn

t0 vnn

]
,

da cui (ancora per induzione) si può dedurre che U
è invertibile e vii = 1, cioè l’inversa è a sua volta
unitriangolare.

52 Supponiamo che Q sia unitriangolare superiore e A

una matrice. Allora, per definizione,

Q =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 q12 q13 · · · q1n

0 1 q23 · · · q2n

0 0 1 · · · q3n

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
e se a1, a2, . . . ,an indicano le colonne di A si ha

AQ = (a1, q12a1 + a2, q13a1 + q23a2 + a3, . . .

. . . , q1na1 + q2na2 + . . . + an).

Ma allora, quando qij � 0, è possibile sommare il vettore
−qijai alla j-esima colonna di AQ, ed eliminare il termi-
ne qijai. Utilizziamo questo procedimento (e il fatto che
il determinante non cambia se si somma un multiplo di
una colonna ad un’altra colonna). Per i minori di ordine
uno, è facile: le prime colonne di A e di AQ coincidono
(sono uguali a a1), e quindi i minori principali di ordine
1 coincidono. Per i minori di ordine due, si elimina q12a1

dalla seconda colonna, e quindi i minori principali di or-
dine 2 coincidono. Si procede eliminando q13a1 + q23a2

dalla terza colonna, e quindi i minori principali di ordi-
ne 3 coincidono. Si procede in questo modo, per arri-
vare all’eliminazione di tutti i qijai, e ottenere che i de-
terminanti det(A) e det(AQ) coincidono (ma questo era
facile: det(A) = det(A) det(Q), e det(Q) = 1). Abbiamo
così mostrato che tutti i minori principali di A e di AQ
coincidono, per ogni matrice A, se Q è unitriangolare.
Ora, i minori principali di una matrice coincidono con
quelli della sua trasposta, e quindi i minori principali del-
le trasposte tB e tQtB coincidono. Se poniamo B = tA,
otteniamo che i minori principali di tQA coincidono con
quelli di A. Ma allora moltiplicando ancora a destra per
Q otteniamo una matrice tQAQ che, per quanto visto so-
pra, ha minori principali uguali a quelli di tQA, che li ha
uguali a A.

53 Sia A = (aij) la matrice simmetrica associata al-
la forma quadratica q(x). Cominciamo a mostrare che
det A > 0. Per la Legge di Inerzia di Sylvester (IV.71), vi-
sto che una forma definita positiva ha indice di positività
ip = n, esiste un cambio di coordinate x = By tale che
nelle y la forma è diagonale e tutti i coefficienti uguali a
uno, cioè y2

1 + y2
2 + . . . + y2

n. Ma allora
tBAB = In =⇒ det(tBAB) = det(In) = 1,

e dato che
1 = det(tBAB) = det tB det A det B =

= det B det A det B = (det B)2 det A,

si ha che det A > 0. Ora, i minori principali non so-
no altro che le matrici associate alle forme quadratiche
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definite sulle prime k coordinate ottenute annullando le
restanti n − k coordinate

q(x1, 0, . . . , 0), q(x1, x2, 0, . . . , 0), . . . q(x1, x2, . . . , xn−1, 0),

che naturalmente sono definite positive. Dunque tutti i
minori principali sono strettamente positivi.

54 Sia A = ai, j la matrice simmetrica associata alla for-
ma quadratica q(x). Vogliamo mostrare per induzione su
n che se i minori principali sono positivi allora la forma
quadratica definita da A è definita positiva. Se n = 1,
allora a11 > 0 in quanto unico minore principale, e quindi
q(x) = a11x2

1 è definita positiva. Supponiamo, come ipote-
si di induzione, che ogni matrice simmetrica di ordine k
(con k < n) e minori principali tutti positivi produca una
forma quadratica definita positiva. Allora procediamo co-
me nella dimostrazione del Teorema (IV.70), osservando
che per ipotesi a11 > 0 (è uno dei minori). L’eliminazio-
ne di tutti i termini x1xj con j = 2, . . . ,n viene ottenu-
ta componendo sostituzioni del tipo x1 �→ x1 + bjxj per
opportuno bj, e quindi possiamo considerare il cambio
di coordinate risultante x1 = y1 + b2 y2 + . . . + bn yn, con
bj = −a1 j/a11. La matrice corrispondente (per cui x = By)
è

B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 b2 b3 · · · bn

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...
...
...
. . .

...
0 0 0 · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Ma questa è una matrice unitriangolare superiore! Allo-
ra per l’Esercizio 52 la matrice tBAB ha gli stessi minori
principali di A, che quindi sono tutti positivi. Ma tBAB
è la matrice ottenuta dopo il cambio di variabili, come
nella dimostrazione del Teorema (IV.70), e quindi non
ha termini diversi da zero nella prima riga e nella prima
colonna, salvo a11 > 0,

tBAB =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0 · · · 0

0 â22

� � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � �

â23 · · · â2n

0 â32 â33 · · · â3n
...
...
...
. . .

...

0 ân2 ân3 · · · ânn

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Ora, siano d̂1, d̂2, . . . , d̂n−1, i minori principali della matri-
ce Â di ordine n− 1 indicata dal tratteggio. I minori prin-
cipali di tBAB (che coincidono con quelli di A e sono tutti
positivi per ipotesi) sono a11, a11d̂1, a11d̂2, . . . , a11d̂n−1. Ma
allora, visto che a11 > 0, tutti i d̂ j sono positivi, e per l’i-
potesi di induzione la forma quadratica q̂Â(y2, . . . , yn) as-
sociata alla matrice Â è definita positiva. È chiaro quindi

che anche q(x) è definita positiva, poiché nelle coordinate
y si scrive come somma delle due forme definite positive

q(y) = a11 y2
1 + q̂Â(y2, . . . , yn).

55 Per la linearità di F sulla prima colonna, si ha

F

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
...
. . .

...
0 an2 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = a11F

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
...
. . .

...
0 an2 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Se sottraiamo alla seconda colonna a12 per la prima, alla
terza a13 per la prima, etc. etc. si ha per la linearità

F

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n

...
...
. . .

...
0 an2 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = F

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 a12 − a12 · · · a1n − a1n

0 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

0 an2 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= F

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · 0
0 a22
� � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � �

· · · a2n
...
...
. . .

...

0 an2 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Ma quest’ultima, come funzione della matrice evidenzia-
ta, è lineare nelle colonne, cambia di segno allo scam-
biare le colonne, e vale 1 sulla matrice identica: deve
quindi essere il determinante, come volevasi dimostrare.
La dimostrazione per le righe è esattamente la stessa, e
la lasciamo al Lettore.

56 La matrice si ottiene cancellando la i-esima riga e la
j-esima colonna, e la tesi si riscrive come (−1)i+kF(A) =

det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11
� � � � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � � � �

a12 · · · a1, j−1 0 a1, j+1
� � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � �

· · · a1n

a21 a22 · · · a2, j−1 0 a2, j+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

...

ai−1,1 ai−1,2 · · · ai−1, j−1 0 ai−1, j+1 · · · ai−1,n

ai1 ai2 · · · ai, j−1 1 ai, j+1 · · · ain

ai+1,1
� � � � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � � � �

ai+1,2 · · · ai+1, j−1 0 ai+1, j+1
� � � � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � � � �

· · · ai+1,n
...

...
...

...
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · an, j−1 0 an, j+1 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Dopo i − 1 scambi di righe (e ogni volta si moltiplica per
(−1)) e j− 1 scambi di colonne (e ogni volta si moltiplica
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per (−1)), si arriva alla forma⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 * · · · *

0 a11
� � � � ��

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� � � � �

· · · a1n
...
...
. . .

...

0 an1 · · · ann

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

il cui valore di F per l’Esercizio 55 (con a11 = 1) è
uguale al determinante, moltiplicato per (−1)i−1(−1) j−1

=

(−1)i+ j−2
= (−1)i+ j.

57 (a) a · b = a1b̄1 + a2b̄2 = i + 1; (b) a · b = 1 − i;
(c) 1 − i + 2 + i = 3; (d) 2i.
58 Per ①, ricordando le proprietà formali di un
prodotto scalare hermitiano (pagina 215) si ha

‖a + b‖2
= (a + b) · (a + b) = a · a + a · b

+ b · a + b · b = ‖a‖2
+ ‖b‖2

+ a · b + a · b.
Segue che

‖a + b‖2 − ‖a − b‖2
= ‖a‖2

+ ‖b‖2
+ a · b + a · b

− ‖a‖2 − ‖b‖2
+ a · b + a · b = 2(a · b + a · b)

e anche

‖a + b‖2
+ ‖a − b‖2

= ‖a‖2
+ ‖b‖2

+ a · b + a · b
+ ‖a‖2

+ ‖b‖2 − a · b − a · b = 2‖a‖2
+ 2‖b‖2.

Per l’ultima, se z è un numero complesso z ∈ C, si ha
z + z ∈ R, e quindi a · b + b · a = a · b + a · b ∈ R ⊂ C.
59 Scriviamo a = x + iy e b = u + iv, dove x, y, u e v
sono vettori di Rn. Allora

a · b = (x+ iy) · (u+ iv) = x · u+ y · v+ i(−x · v+ y · u)

e quindi

a · b + b · a = x · u + y · v + i(−x · v + y · u)

+ u · x + v · y + i(−u · y + v · x) = 2(u · x + v · y).

Ma anche, ‖a‖2
= ‖x‖2

+ ‖y‖2, ‖b‖2
= ‖u‖2

+ ‖v‖2.
Allora se consideriamo i due vettori X e Y di dimen-
sione 2n con componenti x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn e
u1, u2, . . . ,un, v1, v2, . . . , vn, si ha

‖a‖2
= ‖X‖2, ‖b‖2

= ‖Y‖2,
a · b + b · a

2
= X · Y,

e quindi la tesi segue dalla disuguaglianza di Cauchy–
Schwarz.

60 La matrice P1 ha autovalori 1 e −1, cui corrispon-
dono gli autovettori x1 = (1, 1) e x−1 = (−1, 1). Anche
P2 ha autovalori 1 e −1, con autovettori x1 = (−i, 1) e
x−1 = (i, 1). Così come P3, i cui autovalori sono sempre 1
e −1, con autovettori x1 = (1, 0) e x−1 = (0, 1).

❊ ❊ ❊

Tra le moltitudini di linguaggi adatti a fare qualche esem-
pio di algoritmi per l’algebra lineare, abbiamo scelto il
python,(23) come per i pochi esempi del primo volume. Qui
sotto c’è una possibile classe per rappresentare le matrici,
e rendere il codice nelle soluzioni degli esercizi sufficiente-
mente leggibile. Non si tratta assolutamente di program-
mi scritti bene, ma solo di esempi che abbiamo ritenuto
di qualche valore didascalico. Soluzioni degne e analo-
ghe possono essere prodotte in qualsiasi altro linguaggio
di programmazione non troppo limitato.

class Matrice:

def __init__(self,data,uno=1.0):

"""Inizializzazione di una matrice, in cui le righe

vengono completate da zeri se necessario.

Il parametro opzionale uno=1.0 oppure uno=1

è per avere interi, oppure float, oppure...

Esempio: Matrice([[1,2],[1]])

"""

if type(data) != type([]):

data=[[data]]

self.ismatrix=True

self.data=data

self.uno=uno

self.num_righe=len(data)

self.num_colonne=max([len(r) for r in data])

for d in self.data:

if len(d) < self.num_colonne:

d += ([0] * (self.num_colonne-len(d)))

def __repr__(self):

res="[\n"+("\n".join([str(riga) for riga in self.data]))+"\n]"

return str(res)

def __str__(self):

return self.__repr__()

def __getitem__(self,key):

"per avere A[i,j]"

return self.data[key[0]][key[1]]

def __setitem__(self,key,value):

"quando A[i,j] = 2"

self.data[key[0]][key[1]]=value

def colonna(self,j):

return [ self[i,j] for i in range(self.num_righe) ]

def riga(self,i):

return [ self[i,j] for j in range(self.num_colonne) ]

def sottomatrice(self,ii,jj):

"""sottomatrice (ii,jj)-esimo"""

return Matrice ( [ [ self.data[i][j]

for j in range(self.num_colonne) if j != jj

] for i in range(self.num_righe) if i != ii ])

def __or__(self,other):

""" A|B : matrice a blocchi aumentata """

if self.num_righe != other.num_righe:

raise Exception ("numero righe non coincide")

return Matrice (

[self.data[i] + other.data[i] for i in range(self.num_righe)])

def __div__(self,other):

""" A/B: matrice a blocchi uno sopra l’altro"""

if self.num_colonne != other.num_colonne:

raise Exception("numero di colonne non coincide")

return Matrice (self.data + other.data)

def t(self):

"""trasposta"""

return Matrice ( [ [ self.data[i][j]



598 Soluzioni degli esercizi – Capitolo IV

for i in range(self.num_righe)

] for j in range(self.num_colonne) ])

def __add__(self,other):

return Matrice ( [ [

(self.data[i][j] + other.data[i][j])

for j in range (self.num_colonne)

] for i in range(self.num_righe) ])

def __sub__(self,other):

"""A-B"""

return Matrice ([ [ (self.data[i][j] - other.data[i][j])

for j in range (self.num_colonne)

] for i in range(self.num_righe) ])

def __mul__(self,other):

""" self * other : prodotto di matrici, righe per colonne """

return Matrice (

[ [ sum ([self.data[i][k] * other.data[k][j]

for k in range(self.num_colonne)

]) for j in range(other.num_colonne)

] for i in range(self.num_righe) ])

def __rmul__(self,other):

"""numero * matrice """

return Matrice(

[ [ self.data[i][j] * other

for j in range(self.num_colonne)

] for i in range(self.num_righe) ])

def __neg__(self):

"""- matrice """

return Matrice(

[ [ - self.data[i][j]

for j in range(self.num_colonne)

] for i in range(self.num_righe) ])

def inversa(self):

"""inversa"""

if self.num_colonne==1:

return self.uno / self[1,1]

else:

return self.uno/det(self) * \

trasposta(

Matrice( [ [(-1)**(i+j) * det(self.sottomatrice(i,j))

for j in range(self.num_colonne)

] for i in range(self.num_righe) ] ))

def __pow__(self,other):

""" A ** n potenza. """

result= MatriceIdentica(self.num_righe)

if other >= 0:

for i in range(other):

result = self * result

return result

else:

invself=self.inversa()

for i in range(-other):

result = invself * result

return result

def __xor__(self,other):

""" A ^ n : potenza (sinonimo di A^n ) """

print "attenzione alle precedenze su ^!"

return self.__pow__(other)

def MatriceIdentica(n):

x=MatriceNulla(n,n)

for i in range(x.num_colonne):

x.data[i][i] = 1

return x

def MatriceNulla(n,m):

return Matrice([[0 for j in range(m)] for i in range(n)])

def MatriceDiagonale(l):

le=len(l)

x=MatriceNulla(le,le)

for i in range(le):

x.data[i][i] = l[i]

return x

def trasposta(m):

return m.t()

def det(x):

"""determinante di x"""

if x.num_colonne!=x.num_righe:

raise Exception("Matrice non quadrata")

if x.num_colonne==1: return x.data[0][0]

return sum ([(-1)**i * x.data[0][i]*det(x.sottomatrice(0,i))

for i in range(x.num_colonne) ])

def Estendi(m):

return ( Matrice([ [1] ]) | MatriceNulla(1,m.num_colonne)

) / ( MatriceNulla(m.num_righe,1) | m )

61
from matrice import *

def MatricePermutazione( nupla ):

n=len(nupla)

m=MatriceNulla(n,n)

m.uno=1

for i in range(n): m[i,nupla[i]] = 1

return m

62 La funzione che riportiamo è ricorsiva, così come il
tipo di eliminazione di Gauss che abbiamo introdotto:
from matrice import *

from permutazione import *

# def Estendi(m):

# return ( Matrice([ [1] ]) | MatriceNulla(1,m.num_colonne)

# ) / ( MatriceNulla(m.num_righe,1) | m )

def LUdec(m):

n=m.num_righe

if n==1:

return MatriceIdentica(1), MatriceIdentica(1), m

else:

slice_prima_colonna=[x**2 for x in m.colonna(0)[1:] ]

max_entry=max(slice_prima_colonna)

if max_entry >0:

posizione_pivot=slice_prima_colonna.index(max_entry )+1

perm=range(n)

perm[0]=posizione_pivot

perm[posizione_pivot]=0

P=MatricePermutazione(perm)

Pm = P * m

pivot=Pm[0,0]

L=MatriceIdentica(n)

for i in range(1,n): L[i,0] = Pm[i,0] * m.uno / pivot

else:

L=MatriceIdentica(n)

P=MatricePermutazione(range(n))

Pm = m

U = L**(-1) * Pm

AA=U.sottomatrice(0,0)

PP,LL,UU = LUdec(AA)

PP= Estendi(PP)

LL= Estendi(LL)

U= Matrice( [Pm.riga(0)]) / (

MatriceNulla(n-1,1) | UU )

P=PP * P

L=PP * L * (PP **(-1) ) * LL

return P,L,U

63 Abbiamo implementato le formule di pagina 186,
come indicato nella nota a margine. Per prima cosa
ci serve una piccola classe per le operazioni sui vettori
(vettore.py).
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from math import sqrt

class Vettore:

def __init__(self,data):

if type(data) != type([]): data=[[data]]

self.isvector=True

self.data=data

self.dim=len(data)

def __getitem__(self,key):

return self.data[key]

def __setitem__(self,key,value):

self.data[key]=value

def __repr__(self):

return str(self)

def __str__(self):

return str(self.data)

def __add__(self,other):

return Vettore([ (self.data[i] + other.data[i])

for i in range(self.dim) ])

def __sub__(self,other):

return Vettore([ (self.data[i] - other.data[i])

for i in range(self.dim) ])

def __rmul__(self,other):

return Vettore([ (self.data[i] * other)

for i in range(self.dim) ])

def __neg__(self):

return Vettore([(- self.data[i]) for i in range(self.dim)] )

def __len__(self):

return self.dim

def dotprod(u,v):

return sum ( [ u[i] * v[i] for i in range(u.dim) ])

def norma(u):

return sqrt(dotprod(u,u))

def normalizzato(u):

n=norma(u)

return (1.0 / n ) * u

Ed ecco l’ortogonalizzazione di Gram–Schmidt e la
decomposizione QR.
from vettore import *

from matrice import *

def GramSchmidt(kupla):

n=kupla[0].dim

q=[ normalizzato( kupla[0] ) ]

R=MatriceIdentica(len(kupla) )

R[0,0]=norma(kupla[0])

for i in range(1,len(kupla)):

u = kupla[i]

for j in range(i):

u = u - dotprod( kupla[i], q[j]) * q[j]

q += [ normalizzato (u) ]

R[i,i]= norma(u)

for i in range(len(kupla) ):

for j in range(i+1,len(kupla)):

R[i,j] = dotprod(kupla[j],q[i])

return q,R

def QRdec(A):

Qs,R=GramSchmidt([ Vettore(A.colonna(i)) \

for i in range(A.num_colonne) ] )

return Matrice([Qs[i].data \

for i in range(len(Qs)) ]).t(), R

64 Una possibile implementazione è la seguente (at-
tenzione alla nota (IV.73): se gli elementi sulla diagonale
sono nulli l’algoritmo non funziona).
from matrice import *

def tBAB(A):

n=A.num_righe

if n==1: return Matrice([[1]])

B= MatriceIdentica(n)

for j in range(1,n):

B[0,j] = -A[0,j] * A.uno / A[0,0]

Ahat=(B.t() * A * B ).sottomatrice(0,0)

Bhat = tBAB( Ahat )

return B * Estendi(Bhat)

65 La matrice tBB è definita positiva perché txtBBx non
è altro che la norma al quadrato ‖Bx‖2, che è > 0 se e solo
se x � 0. Sia P la matrice unitriangolare superiore tale
che D = tPAP è diagonale. La matrice D ha coefficienti
tutti positivi sulla diagonale, e quindi esiste una matrice√

D tale che
√

D
√

D = D (basta prendere le radici qua-
drate degli elementi sulla diagonale di D). Ma allora se
si pone U =

√
DP−1 si ha

A = tP−1DP−1
=

tP−1
√

D
√

DP−1
=

tP−1t√
D
√

DP−1
=

tUU.

Dato che P è unitriangolare superiore, anche P−1 lo è. Un
piccolo programmino che esegue questi semplici calcoli è
il seguente.
from matrice import *

from lagrange import *

from math import sqrt

def cholesky(A):

n=A.num_righe

P=tBAB(A)

D=P.t() * A * P

for i in range(n):

D[i,i] = sqrt(D[i,i])

return (D * (P^(-1)))

66 Sia A = QR la decomposizione QR. Allora se po-
niamo y = Rx, si ha Ax = Qy e la formula (8) del Teo-
rema (IV.45) dice che projW b =

∑n
i=1(b · qi)qi, dove i qi

sono le colonne di Q, e dunque yi = b · qi per ogni i. In
forma matriciale si scrive y = tQb =⇒ x = R−1tQb. Ecco
la brevissima implementazione.
from matrice import *

from QRdec import *

def minimi_quadrati(A,b):

"""A Matrice, b n-upla """

Q,R=QRdec(A)

return (R^(-1)) * Q.t() * Matrice([b]).t()
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