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1 Introduzione

I softwares CAD attualmente disponibili (vedi Rhinoceros© [3]) sono in grado
di garantire la massima liberta espressiva alla creativita del progettista, mentre
difficilmente riescono a tenere in considerazione le problematiche di carattere
fisico, costruttivo e tecnologico tipiche delle costruzioni a forma complessa. Nei
due articoli precedenti e stato invece evidenziato come una corretta progetta-
zione delle forme libere passi necessariamente attraverso 'impiego di strumenti
adeguati. Strumenti capaci di guidarne lo sviluppo dalla fase di concezione fino
a quella di realizzazione, implementando in maniera naturale e continua tutti
quei vincoli e quelle prescrizioni (di ordine geometrico, strutturale, tecnologico
etc..), il cui mancato rispetto rende attualmente problematica la costruzione
delle free forms.

In sintesi la fattibilita a costi contenuti deve essere il principio cardine del-
Pattivita progettuale, ed & percid proprio sullo sviluppo di strumenti atti al
raggiungimento di questo obiettivo che si incentra 'attivita del G.R.LF.F.! del-
I’Universita di Pisa, fondato e coordinato da Maurizio Froli. Attraverso una
sinergia con alcuni membri del V.C.G.2, sezione del CNR di Pisa, e con mate-
matici topologici, il G.R.I.F.F. cerca di elaborare strumenti per la progettazione
delle forme libere. La direzione di sviluppo e sia quella dell’ottimale ingegne-
rizzazione dell’involucro, sia quella della progettazione integrata forma-struttura.

2 Nuovi Metodi per Ingegnerizzare ’Involucro

La volonta di instaurare una collaborazione tra il campo dell’Ingegneria Ci-
vile e quello della Computer Graphics, nasce dall’osservazione che i problemi
di ingegnerizzazione dell’involucro sono almeno in parte affini a quelli affron-
tati nell’ambito della Computer Graphics. Di conseguenza le conoscenze e le
tecniche precipue del suddetto settore risultano funzionali alla risoluzione delle
problematiche in questione. In particolare sia il problema della razionalizzazione
a posteriori - ovvero della pannellizzazione di una superficie di input, sia il pro-
blema dell’ottimizzazione a priori - ovvero della ricerca della superficie ottimale

1G.R.IF.F. - Gruppo di Ricerca sulle Free Forms. http://www2.ing.unipi.it/griff/
2V.C.G. - Visual Computing Lab.



sotto certe condizioni al contorno, sono tematiche abitualmente affrontate nella
Computer Graphics. Il problema della Pannellizzazione ¢ noto come Surface
Remeshing, mentre la Ricerca della Superficie Ottimale & il tema centrale del
Surface Smoothing.

2.1 Surface Remeshing

Il Surface Remeshing € una tecnica adoperata nella computer grafica per mi-
gliorare la qualita di una mesh. Il problema che affronta & il seguente: “data
una mesh 3D, computare una nuova mesh i cui elementi soddisfino certi requisiti
(definiti dall’'utente) e che in contemporanea approssimi la superficie di input
in maniera accettabile”. In gergo si parla di “mesh quality improvement”, con
riferimento a parametri quali: densita, regolarita, dimensione, orientazione, al-
lineamento, forma etc... delle facce della mesh.

Per quanto detto, ¢ evidente che il tema della pannellizzazione di una super-
ficie complessa pud essere visto come un caso particolare di remeshing. La
superficie di progetto, che generalmente &€ una NURBS (Non Uniform Rational
Basis-Splines), puo infatti essere banalmente convertita in una mesh® grezza (al
limite non strutturata), dopodiche il pattern di suddivisione prescelto scaturisce
direttamente dall’applicazione dei metodi del surface remeshing.

Gli algoritmi di remeshing esistenti possono essere classificati in tre categorie
fondamentali: “greedy”, variazionali e incrementali. Si assume implicitamente
che tutti operino su meshes triangolari, e percio anche su meshes esagonali in
virtu della relazione di dualita che lega questi due patterns. Il remeshing qua-
drilatero viene invece affrontato con tecniche diverse.

Gli algoritmi “greedy” eseguono una sola operazione alla volta: ad esempio in-
serimento di vertici, rilocazione dei medesimi, rotazione dei lati etc... finche non
viene raggiunto un determinato obiettivo.

3Questo & un processo triviale in quanto produce perdita d’informazione. Si intuisce percio
che il processo inverso sara, qualora possibile, senz’altro non banale.

Figura 1: Procedura di Isotropic Remeshing con elementi triangolari [7].



Gli algoritmi variazionali vengono adoperati quando si vogliono ottenere meshes
di qualita particolarmente elevata, ed operano applicando gli stessi strumenti
di calcolo variazionale citati nella sezione 2.2. Cid comporta la definizione di
un criterio di ottimo per la mesh cercata: ad esempio e frequente uniformare
gli angoli dei pannelli, i lati, I’area, oppure si puo imporre una combinazione
di questi ed altri aspetti etc... Spesso si vogliono creare pannelli identici: e il
caso dell’isotropic remeshing, che si traduce in un problema di isotropic point
sampling (ossia distribuzione di un insieme di punti sulla superficie, nella ma-
niera pitt uniforme possibile). In questi casi ¢ utile ricercare una “tassellazione
centrale alla Voronoi” sul dominio di definizione della superficie Q(u,v) (come
spiegato nel precedente articolo). Dopodiche i baricentri delle celle di Voro-
noi cosi computate dovranno essere “mappati” sulla superficie x(u,v): questo
processo introduce ovviamente delle distorsioni, cui si fa fronte mediante 'intro-
duzione della “funzione densita variabile” p(x) nel calcolo dei singoli baricentri
nel dominio © (Figura 1).
Gli algoritmi incrementali, al contrario di quelli variazionali, non richiedono il
calcolo di una parametrizzazione della superficie x(u,v). Il loro approccio ¢ di
tipo diretto in quanto prevede l'applicazione congiunta e ripetuta di una serie
di operatori di remeshing locali. Una volta definito un criterio di ottimo quale
ad esempio la lunghezza dei lati, I’algoritmo procede dividendo i lati lunghi,
collassando quelli corti, ruotando i lati che generano vertici irregolari, rilocando
i vertici in relazione ai vertici contigui etc... finché il criterio di ottimo non &
globalmente soddisfatto (Figura 2). Un esempio di pseudo-codice per questo
tipo di algoritmo potrebbe essere il seguente:
remesh (target_edge_length)
low = 4/5 * target_edge_length
high = 4/3 * target_edge_length
for i = 0 to 10 do

split_long_edges (high)

collapse_short_edges (low,high)

equalize_valences ()

tangential _relaxation ()

project_to_surface ()

Infine tra gli algoritmi di remeshing quadrilatero quello di maggior interesse
applicativo e il curve based sampling. Esso opera computando dapprima le
direzioni e le curvature principali sulla superficie, dopodiche seleziona un set di
linee di curvatura®* e le interseca. In corrispondenza delle suddette intersezioni
vengono collocati i vertici della mesh quadrilatera. Osservando la Figura 3 si
nota immediatamente come la mesh di output sia di tipo quad-dominant e non
quadrilatera regolare: compaiono infatti sia “T-junctions” che vertici irregolari
in corrispondenza dei punti umbilicali®. Si intuisce inoltre come il remeshing
possa essere sia di tipo isotropo che anisotropo, in virtu della distanza che separa
le linee di curvatura prescelte.

2.2 Surface Smoothing

Surface Smoothing, o anche Surface Fairing, ¢ il nome che si da in computer
grafica alle procedure per 'individuazione, tra tutte le superfici rispettose delle

4curve che sono in ogni punto tangenti ad una delle due direzioni principali.

5punti in cui le curvature principali hanno valore uguale in modulo e segno: ki = ko.
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Figura 2: Operatori di remeshing locali [7].

Figura 3: Quad Remeshing Anisotropo con Curve based Sampling [7).

condizioni ai limiti, di quella “piu liscia possibile”. Queste procedure fanno un
uso estensivo dei metodi di minimizzazione di funzionali tipici del calcolo delle
variazioni®. I funzionali, formulati sotto forma di integrali, rappresentano delle
energie il cui minimo individua proprio la superficie cercata.

Con riferimento a superfici continue, sono sostanzialmente tre i tipi di ener-
gia adoperati (nulla vieta perd che ne possano essere definite altre ad hoc):
I’“energia di membrana” (1) - cosiddetta perche il suo minimo definisce superfi-
ci a membrana o di area minima, 'energia di piastra sottile” (2) - che computa
superfici di curvatura minima, e 1’ “energia di minima variazione di curvatura”
(3), riportate nel seguito.

( ) Energia di Membrana e sua linearizzazione (energia di Dirichlet):

= [ Jo V/det() dudv = Ep(x) = [ [ [[%al]® + |x0]* dudv

(2) Energia di Plastra sottile e sua hnearlzzazmne:

611 calcolo delle variazioni & quel campo dell’analisi che si occupa della ricerca dei punti
estremali dei funzionali (ovvero di quelle funzioni il cui dominio ¢ a loro volta un insieme di
funzioni) e delle loro proprieta.



Figura 4: Esempi diversi, tutti validi, di superficie pit liscia possibile [7].

Erp(x fo k2+k2 dudv = Erp(x ffg |‘qu||2+2‘|xuv||2+xvv||2 dudv
(3) Energ1a di Minima Variazione dl Curvatura:
Buvcv () = [ fo(32)* + (22" dudo

dove x(u,v) & una funzione vettoriale (mappa) definita sul dominio bidimensio-
nale di definizione della superficie Q(u,v), Xy, € la derivata parziale mista della
mappa rispetto alle variabili v e v, I & la prima forma fondamentale, ki-ko e
t1-to sono rispettivamente le curvature e le direzioni principali della superficie.
Attraverso la teoria del calcolo delle variazioni” si dimostra che minimizzare quei
tre integrali equivale a risolvere tre equazioni alle derivate parziali® del tipo:

(k)  AFx(u,v) =0

in (u,v) € Q, con (k) numero dell’equazione integrale. In generale l'ordine
k dell’equazione di Eulero-Lagrange (A*x(u,v) = 0) determina la levigatezza
massima al contorno, che & dimostrato essere pari a C*~! (Figura 4).
Nell’ambito del geometry processing perd non si ha mai a che fare con superfici
continue e parametrizzate (come le NURBS ad esempio): le superfici sono tutte
rappresentate attraverso mesh. Queste sono sostanzialmente un insieme di punti
di coordinate note, cui vengono associate “informazioni di connettivita” che
servono a ‘“contestualizzare il punto”, mettendolo in relazione con i punti vicini.
Da un punto di vista computazionale compiere operazioni su una mesh risulta
estremamente piu semplice che eseguire le medesime azioni su una NURBS,
ed & per questo che si preferiscono le prime alle seconde. In quanto “superfici
discrete” pero, per poterle utilizzare ¢ indispensabile “discretizzare” la teoria
finora introdotta al riguardo delle superfici continue. In pratica € necessario
definire ’analogo discreto degli operatori matematici continui: nella fattispecie
I'operatore di interesse & quello di Laplace-Beltrami® (vedi [9]). Tale operatore
¢ stato gia definito (vedi [4], [5]) ed & una matrice quadrata L di ordine n (n
numero dei vertici della mesh).

Con tali premesse, risolvere le equazioni (1), (2) e (3) per una superficie discreta
significa semplicemente risolvere tre sistemi di equazioni lineari analoghi del
tipo: L*Fx = 0, la cui soluzione restituira proprio la posizione x dei vertici della
“mesh piu liscia possibile” cercata.

"nella fattispecie & di interesse I’equazione di Eulero-Lagrange.

8detta per 'appunto equazione di Eulero-Lagrange.

9L’operatore di Laplace-Beltrami Ag estende il significato dell’operatore di Laplace A
(Af(u,v) = fuu + fov) a funzioni definite su superfici S. Esso & definito come Agx(u,v) =
—2Hn, con H curvatura media della sup. e n normale alla sup. nel punto di coordinate (u,v).



3 Progettazione Integrata Forma-Struttura

Alla risoluzione dei problemi puramente geometrici succitati, si affianca poi
ovviamente la problematica per cosi dire “classica” e prettamente “ingegneristi-
ca” della progettazione strutturale degli involucri. Come gia sottolineato questi
vengono realizzati come superfici discrete derivanti dalla pannellizzazione della
superficie di progetto: si ricade cosi nell’ambito delle cosiddette “grid-shells”,
ovvero di quelle strutture a guscio costituite da elementi portanti monodimen-
sionali che vanno a costituire I'ossatura su cui poggiano i pannelli di chiusura
portati. Strutture siffatte sono state oggetto di studi ingegneristici approfonditi
a partire dalla meta del XX secolo [6] [19] [20] [12] [1] [11] [18], cosicche ad oggi
sono disponibili strumenti e metodi di progetto specifici: tra questi il Transient
Stiffness Method [15] [13] , il Force Density Method [18] [14] e il Dynamic Re-
laxzation Method [17] [8] [2]. Tramite i suddetti metodi & possibile computare
superfici discrete di tipo funicolare, ovvero superfici ottimali dal punto di vista
statico che risultano essere in equilibrio mediante puri sforzi assiali di trazio-
ne (tenso-strutture) o di compressione (volte, gusci, grid-shells). Solo tramite
un’accurata ricerca della forma ottimale infatti ¢ possibile costruire strutture
tanto ardite quali gli involucri a forma libera.

Attualmente questi metodi sono implementati in softwares di calcolo struttura-
le avanzati quali GSA© della Oasys (Figura 5), ma si iniziano gia a vedere le
prime implementazioni semplificate dei medesimi algoritmi anche in plug-in per
softwares CAD quali Rhinoceros© (Figure 6 e 7). I software FEM sono infatti
strumenti dedicati alla fase di analisi strutturale, e mal si prestano alle esigenze
di flessibilita delle fasi preliminari di progettazione; i plug-in integrati in am-
biente CAD quali ad esempio RhinoVault e SMARTForm invece si adattano
perfettamente allo scopo.
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Figura 5: Analysis Wizard del Software FEM GSA©.



Figura 6: Superficie Funicolare, da plug-in per Rhinoceros© Rhino Vault.

Figura 7: Superficie Funicolare, da plug-in per Rhinoceros© SMARTForm.
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