






















































































































































































































Compito di Meccanica dei Robot – 16 Gennaio 2013

1) La Figura 1 mostra lo schema cinematico funzionale del dito di Stanford/JPL e del relativo sistema di attuazione
mediante tendini inestensibili e pulegge. Il dito è schematizzato come un robot seriale costituito dai link
Li, (i = 0, . . . , 3) (L0 rappresenta il telaio) di lunghezze ai incernierati in A, B e C. Si prenda il punto D
come origine della terna End-Effector. L’attuazione del dito è realizzata mediante 4 tendini inestensibili che
si impegnano sulle pulegge come rappresentato in Figura 1. Ciascun tendine con il relativo sistema di pulegge
interessate viene definito linea di trasmissione. Ad esempio, la linea di trasmissione del tendine 1 è costituita
dal tendine rosso, collegato a L3, dalla puleggia calettata su C di raggio r3, dalla puleggia su B di raggio r8
e, infine, dalla puleggia su A di raggio r4. Con s1 si indica lo spostamento del capo libero del tendine 1.
Considerazioni analoghe possono essere fatte per le altre 3 linee di trasmissione. Le pulegge calettate su A
hanno raggi (crescenti): r4, r5, r6 ed r7, su B: r8 ed r2, su C: r3.

Si noti che le pulegge sono: (i) calettate “folli” sui rispettivi assi, (ii) ruotano indipendentemente l’una dall’altra
e dai link, (iii) è solo la presenza dei tendini inestensibili ad introdurre delle relazioni vincolari fra le loro rotazioni
e quelle dei link (es. per la presenza del tendine 1 collegato a L3 si avrà θp3 = θ3).
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Figura 1: Schema funzionale del sistema di attuazione del dito di Stanford/JPL.
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Figura 2: Schema per la scrittura dell’equazione del circuito elementare.

Fissato come positivo il verso antiorario, si indichino con θk la rotazione del link k, con θpj la rotazione della
puleggia j, con qk la rotazione relativa del link k rispetto al link k − 1 (qk = θk − θk−1). Con riferimento alla
Figura 2, considerando ciascun tendine inestensibile e trascurando variazioni di tensione all’interno di una stessa
linea (ad es. in presenza di inerzia delle pulegge e per fenomeni di attrito e isteresi), si scriva: (i) l’equazione che
lega θpj , θpi e θk, tendendo conto del percorso (incrociato o parallelo) del tendine fra due pulegge consecutive;
(ii) l’equazione che lega le rotazioni del link k, del link k + 1 e della puleggia interposta fra questi (formula
di composizione di rotazioni relative); (iii) si combinino opportunamente queste equazioni per ottenere, per la
singola linea di trasmissione, l’equazione che lega la rotazione assoluta della puleggia più prossima al telaio
ai vari qi; (iv) si scriva la relazione che lega la rotazione assoluta della puleggia più prossima al telaio allo
spostamento del capo libero del tendine si (si prenda si > 0 per tendine in trazione); (v) si scriva, per la singola
linea di trasmissione, l’equazione che lega lo spostamento del capo libero del tendine ai vari qi; (vi) si scrivano
le 4 equazioni di vincolo che legano gli spostamenti s = [s1 . . . s4]

T ∈ R4 alle rotazioni q = [q1 . . . q3]
T ∈ R3;

(vi) si discuta la capacità di conoscere la configurazione q del dito noti gli spostamenti dei capi dei tendini s;
(vii) applicando il Principio dei Lavori Virtuali si determini la relazione fra le coppie (interne) ai giunti τ ∈ R3

e le tensioni nei tendini ξ ∈ R4 (ξi > 0 se tendine è teso); (viii) si scriva la forma generale della relazione fra le
coppie τ e le tensioni nei tendini ξ e si discuta la possibilità di realizzare coppie arbitrarie agendo sul sistema
di tendini (il tendine non trasmette azioni di compressione!); (ix) si scriva la relazione che, all’equilibrio, lega
un wrench esterno wD e le tensioni ξ.
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Di che si tratta?

In queste note sono riportati cenni su alcuni aspetti della dinamica di sistemi meccanici composti
da corpi rigidi soggetti a vincoli. La loro presentazione, funzionale al corso di Meccanica dei
Robot, sacrifica in certa misura il formalismo matematico richiesto da tale materia a favore di
una pi sintetica e fluida esposizione. In [4] e in [5] il lettore interessato puó trovare una formale
e rigorosa trattazione dei fondamenti teorici. Riferimenti adatti ad approfondire temi specifici
sono forniti nel seguito.

Le presenti note toccano i seguenti argomenti:

• vincoli cinematici: definizione e classificazione secondo i principali criteri adottati in
letteratura

• derivazione del sistema di equazioni differenziali- algebriche che descrivono la dinamica
di un sistema meccanico costituito da corpi rigidi soggetto a vincoli ideali esprimibili in
forma Pfaffiana

• metodi di soluzione utili a determinare l’atto di moto ed in alcuni di essi le reazioni vin-
colari di un sistema meccanico vincolato

• derivazione del sistema di equazioni differenziali che descrivono la dinamica di un sis-
tema meccanico soggetto a vincoli elastici ed eventualmente smorzanti e metodo di stabi-
lizzazione alla Baumgarte
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1 Vincoli Ideali

Dato q ∈ Rn il vettore delle coordinate generalizzate di un sistema meccanico e q̇ ∈ Rn il vet-
tore delle velocitá generalizzate, chiameremo vincoli ideali, o piú semplicemente vincoli, delle
relazioni nella forma

Ci(q, q̇, t) = 0 , i = 1, . . . ,m≤ n (1)

I vincoli possono essere classificati secondo i seguenti criteri:

• Dipendenza esplicita dell’equazione di vincolo dal tempo

– vincolo reonomo, ad esempio Cr(q, q̇, t) = 0, caratterizzato da un’equazione che
dipende esplicitamente dal tempo

– vincolo scleronomo, ad esempio Cs(q, q̇) = 0, caratterizzato da un’equazione che
non dipende esplicitamente dal tempo

• Possibilitá di esprimere l’equazione di vincolo in una forma non dipendente dalle velocitá
generalizzate

– vincolo olonomo, ad esempio Cr,o(q, t) = 0. Si fa notare che il vincolo olonomo
della forma Cr,o(q, t) = 0 puó anche essere espresso in una forma sostanzialmente
equivalente:

dCr,o(q, t)
dt

=
∂Cr,o(q, t)

∂q
q̇+

∂Cr,o(q, t)
∂ t

= Gr,o(q, q̇, t) = 0 , (2)

che dipende anche dalle velocitá di configurazione. La differenza tra la (2) e la (1)
é che per Gr,o(q, q̇, t), esiste un integrale Cr,o(q, t), ovvero una funzione dipendente
esclusivamente dalle coordinate generalizzate e non dalle velocit che puó essere uti-
lizzata per esprimere il vincolo, mentre nel caso generale questo non assicurato.

– vincolo anolonomo, ad esempio C(q, q̇, t) = 0, é espresso da un’equazione che
dipende dalle velocitá generalizzate e non puó essere riportata alla forma olonoma

I vincoli olonomi (o geometrici) rendono alcune delle coordinate generalizzate dipendenti dalle
altre (e quindi eliminabili nelle ipotesi del teorema del Dini). Ció non vale per i vincoli anolonomi.
In questi casi occorre pertanto procedere con un set di coordinate q sovrabbondanti e considerare
le equazioni di vincolo.

Le tipologie di equazioni di vincolo che si prenderanno in esame sono di tipo scleronomo e
appartenenti ad una delle seguenti forme:

• C(q) = 0 olonomo

• G(q, q̇) = 0 anolomo

• A(q)q̇ = 0 forse anolonomo (forma Pfaffiana)
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In particolare, l’ultima forma, lineare nelle velocitá generalizzate ed omogenea, risulta piuttosto
generale: puó essere utilizzata per modellare il vincolo di puro rotolamento tra corpi rigidi, la
conservazione del momento angolare di corpi rigidi in moto spaziale, ecc.

2 Equazioni di Lagrange per sistemi soggetti a vincoli ideali

Dal principio dei lavori virtuali (PLV), sotto opportune ipotesi, discende la seguente relazione:
d

∂L
∂ q̇
dt
−

∂L
∂q
−QT

nc,a

δq = 0 , (3)

dove L(q, q̇) = T (q, q̇)−U(q) é il Lagrangiano del sistema, T (q, q̇) rappresenta l’energia cinet-
ica, U(q) l’energia potenziale gravitazionale e Qnc,a il vettore delle forze generalizzate attive
non conservative.

Supponiamo siano dati m vincoli in forma Pfaffiana, in questo caso lo spostamento virtuale
δq non puó essere scelto in modo arbitrario (non puó essere semplificato nella (3)), ma deve
verificare l’equazione

A(q)δq = 0 . (4)

Si puó procedere incorporando il vincolo (4) nella dinamica (3) utilizzando la tecnica dei molti-
plicatori di Lagrange attraverso i seguenti passaggi:

• si moltiplica la (4) per un vettore λ ∈ Rm ottenendo

λ
T A(q)δq = 0 (5)

• si somma la (5) alla (3) ottenendo il sistema


d

∂L
∂ q̇
dt
−

∂L
∂q
−QT

nc,a +λ T A(q)

δq = 0

A(q)q̇ = 0

. (6)

Si fa notare che:

– l’equazione (3) non stata alterata in quanto il termine sommato per ottenere la (6)
nullo

– Il vantaggio di aver utilizzato il metodo dei moltiplicatori di Lagrangeé costituito
dal fatto che é possibile scegliere λ in modo che λ T A(q) sia ortogonale a δq,
rendendo di fatto arbitraria la scelta di δq.
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• Semplificando quindi δq nella (6) si ottengono le equazioni di Lagrange per sistemi con
vincoli 

d
∂L
∂ q̇
dt
−

∂L
∂q
−QT

nc,a +λ T A(q) = 0

A(q)q̇ = 0

, (7)

che puó anche essere scritta in termini di vettori colonna


d

∂L
∂ q̇
dt
−

∂L
∂q


T

+A(q)T λ = Qnc,a

A(q)q̇ = 0

, (8)

che rappresenta un sistema di n+m equazioni differenziali-algebriche in n+m incognite:
q ∈ Rn e λ ∈ Rm.

3 Metodi di Soluzione

In questa sezione sono esposti quattro approcci, tra gli innumerrevoli presentati in letteratura (per
una disamina dei metodi classici e contemporanei si veda [7] e [1]), che permettono di deter-
minare l’atto di moto (andamento temporale delle coordinate generalizzate) di un sistema mec-
canico soggetto a vincoli a causa di forze esterne. Per sistemi nonlineari di una certa complessit,
molto spesso non possibile integrare analiticamente le equazioni differenziali, in questi casi la
soulzione puó essere ottenuta attraverso l’utilizzo di un metodo numerico di integrazione.

Il concetto principale che sottosta a tutti i approcci presentati nel seguito é il fatto che essi
mirano a trasformare il sistema di equazioni differenziali-algebriche costituito dalle equazioni
di Lagrange in un sistema di equazioni differenziali che puó essere piú facilmente risolto.

In alcuni dei metodi presentati nel seguito ci si avvale della equivalenza
d

∂L
∂ q̇
dt
−

∂L
∂q


T

= B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q) (9)

in cui B(q) rappresenta la matrice dinamica, C(q, q̇) la matrice dei termini di Coriolis e G(q) il
vettore delle forze/coppie gravitazionali.

Importante ipotesi che si assumer da questo punto in avanti il fatto che la matrice A(q)∈R(m×n)

dei vincoli abbia pieno rango righe, ovvero

rank(A(q)) = m (10)
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3.1 Augmented Formulation

Le equazioni portanti di questo approccio sono dovute a Hemami e Weimer e sono state presen-
tate in [6] nel 1981.

Questo metodo, consente di descrivere la dinamica di un sistema soggetto a vincoli in forma
Pfaffiana attraverso un sistema di equazioni del tipo

H(q)x = p(q, q̇) (11)

dove x = [q̈ , λ ]T ∈ R(n+m), H(q) ∈ R(n+m)×(n+m) e p(q, q̇) ∈ R(n+m).

Il metodo si articola nei seguenti passi:

• derivando il vincolo in forma Pfaffiana rispetto al tempo si ha

d(A(q)q̇)
dt

= A(q)q̈+ Ȧ(q, q̇)q̇ = 0 . (12)

• Sostituendo la (12) al posto della seconda nella (8) e ricordando la (9) si ottiene{
B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)+A(q)T λ = Qnc,a

A(q)q̈+ Ȧ(q, q̇)q̇ = 0
, (13)

• introducendo il vettore delle incognite aumentato x = [q̈ , λ ]T ∈R(n+m) la (13) puó essere
riscritta nella forma della (11) dove:

–
H(q) =

[
B(q) AT (q)
A(q) 0

]
–

p(q, q̇) =
[

Qe

Qd

]
=

[
−C(q, q̇)q̇−G(q)+Qnc,a

−Ȧ(q, q̇)q̇

]
(14)

• invertendo la matrice H(q) (operazione lecita in quanto B(q) invertibile e ci si avvale
dell’ipotesi (10)) si ottiene

x = H(q)(−1)p(q, q̇) . (15)

Si fa notare che, data la particolare struttura di H(q) possibile ricavare la formula esplicita
della sua inversa, che risulta

H(q)(−1) =

[
B(q)(−1)−A+

B (q) A+
B (q)(

A+
B (q)

)T −
(
A(q)B(q)(−1)A(q)T

)T

]
, (16)

dove A+
B (q) = B(q)(−1)A(q)T (A(q)B(q)(−1)A(q)T )(−1) indica la pseudo-inversa destra di

A(q) pesata in B(q).
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• attraverso la (16) e la (14) possibile esplicitare la (15) nella seguente{
q̈ =

(
I−A+

B (q)A(q)
)

B(q)(−1) [τ−C(q, q̇)q̇−G(q)]−A+
B (q)Ȧ(q, q̇)q̇

λ =
(
A+

B (q)
)T

[τ−C(q, q̇)q̇−G(q)]+
(
A(q)B(q)(−1)A(q)T

)T
Ȧ(q, q̇)q̇

, (17)

dove si effettuata la sostituzione Qnc,a = τ tipica per sistemi robotici nei quali le forze
attive non conservative sono tipicamente rappresentate da coppie/forze ai giunti.

Se si interessati solamente all’atto di moto del sistema dinamico sufficiente risolvere la prima
equazione del sistema (17) composta da n equazioni differenziali di secondo ordine. Tra i van-
taggi del metodo appena presentato vi il calcolo diretto del vettore λ (dalla seonda equazione del
sistema (17) costituita da m equazioni algebriche) le cui componenti rappresentano le reazioni
vincolari (forze/coppie che le entit realizzanti fisicamente i vincoli esercitano sul sistema per
permettere un atto di moto coerente con i vincoli stessi) che comunque puó essere determinato
solo dopo aver risolto la prima equazione.

Una cosa molto importante da tenere in considerazione che il sistema di equazioni (11) equiv-
alente alle equazioni di Lagrange per sistemi con vincoli se e solo se:

• in caso di vincoli olonomi, al tempo iniziale t0, le condizioni iniziali sulle coordinate
generalizzate q0 = q(t0) soddisfano la relazione C(q0, t0) = 0

• in caso di vincoli anolonomi, al tempo iniziale t0, le condizioni iniziali sulle coordinate
generalizzate q0 = q(t0) e sulle velocitá q̇0 = q̇(t0) soddisfano la relazione C(q0, q̇0, t0)= 0

3.2 Metodo Geometrico Unificato

Tale approccio é stato proposto da Guanfeng Liu and Zexiang Li in [8] nel 2002.

Questo metodo consente di descrivere la dinamica di un sistema meccanico soggetto a vincoli
attraverso un sistema di n + m equazioni differenziali di secondo ordine nelle incognite q̈ ∈
Rn. Delle n+m equazioni solamente n sono indipendenti. Tale sistema di equazioni pu essere
espresso nelle due formulazioni equivalenti riportate di seguito:

{
Pτ(q)(q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)) = Pτ(q)τ
A(q)q̈+ Ȧ(q, q̇)q̇ = 0

, (18)

oppure {
P(q)q̈ = P(q)B(−1)(q) [τ−C(q, q̇)q̇−G(q)]
A(q)q̈+ Ȧ(q, q̇)q̇ = 0

, (19)

dove le matrici Pτ(q)∈R(n×n) e P(q)∈R(n×n) proiettano rispettivamente coppie e accelerazioni
generalizzate in componenti che fanno lavoro sui moti del sistema possibili e accelerazioni com-
patibili con i vincoli.

Il metodo geometrico unificato si articola nei seguenti passi:
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• considerando il vincolo in forma Pfaffiana derivato nel tempo nella forma della (12) e la
relazione (9) in cui stata effettuata la sostituzione Qnc,a = τ si ha:{

B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q) = τ−A(q)T λ

A(q)(̈q)+ Ȧ(q, q̇)q̇ = 0
, (20)

• dalla prima equazione del sistema (20) si ricava q̈ ottenendo

q̈ = B−1(q)
[
τ−A(q)T

λ −C(q, q̇)q̇−G(q)
]

(21)

• sostituendo la (21) nella seconda equazione del sistema (20) e risolvendo per λ si ottiene

λ =
(

A(q)B(−1)(q)AT (q)
)(−1) [

Ȧ(q, q̇)q̇+A(q)B(−1)(q)(τ−C(q, q̇)q̇−G(q))
]

(22)

• sostituendo la 22 nella 21 si ha

q̈ = B(−1)(q)
[
τ−A(q)T

(
A(q)B(−1)(q)AT (q)

)(−1) [
Ȧ(q, q̇)q̇+

A(q)B(−1)(q)(τ−C(q, q̇)q̇−G(q))
]
−C(q, q̇)q̇−G(q)

] (23)

• ricordando che, dalla (12), si ha Ȧ(q, q̇) = −A(q)q̈ e premoltiplicando ambo i membri
della 23 per B(q) si puó scrivere

B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)− τ = A(q)T
(
A(q)B(−1)(q)AT (q)

)(−1)
[A(q)q̈+

A(q)B(−1)(q)(τ−C(q, q̇)q̇−G(q))
] (24)

• raccogliendo il termine A(q)B(−1)(q) all’interno della parentesi quadra a secondo membro
della 24 si ottiene

B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)− τ = A(q)T
(
A(q)B(−1)(q)AT (q)

)(−1)
A(q)B(−1)(q)(q̈+

τ−C(q, q̇)q̇−G(q))
,

(25)
che puó essere riscritta nella forma

Pτ(q)(q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)) = Pτ(q)τ , (26)

dove

Pτ(q) = I−A(q)T
(

A(q)B(−1)(q)AT (q)
)(−1)

A(q)B(−1)(q) . (27)

Si fanno notare i seguenti fatti:

– siccome Pτ(q) ∈ Rnxn ma rank(Pτ(q)) = n−m, non é possibile premoltiplicare per
P(−1)

τ (q), ció avrebbe senso solo nel caso in cui A(q) = 0, ovvero il sistema fosse
non vincolato (caso in cui si avrebbe Pτ(q) = I);
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– la matrice Pτ(q) proietta le forze generalizzate τ nelle componenti Pτ(q)τ che fanno
lavoro sui moti del sistema compatibili con i vincoli. Le altre componenti, (I−Pτ(q))τ ,
sono assorbite dai vincoli;

– gli insiemi di forze generalizzate Pτ(q)τ e (I−Pτ(q))τ sono ortogonali l’un l’altro
rispetto alla matrice d’inerzia, in altre parole vale la

(Pτ(q)τ)T B(−1)(q)(I−Pτ(q))τ = 0 . (28)

• alternativamente a quanto fatto al passo precedente possibile definire una matrice di
proiezione

P(q) = B(−1)(q)Pτ(q)B(q) = I−B(−1)(q)A(q)T
(

A(q)B(−1)(q)A(q)T
)(−1)

A(q) , (29)

che permette di riarrangiare la (26) nella seguente

P(q)q̈ = P(q)B(−1)(q) [τ−C(q, q̇)q̇−G(q)] . (30)

Si fanno notare i seguenti fatti:

– siccome P(q) ∈ Rnxn ma rank(P(q)) = n−m, non é possibile premoltiplicare per
P(−1)(q), ció avrebbe senso solo nel caso in cui A(q) = 0, ovvero il sistema fosse
non vincolato (caso in cui si avrebbe P(q) = I);

– la matrice P(q) proietta le accelerazioni generalizzate nelle componenti P(q)q̈ com-
patibili con i vincoli. Le altre componenti, (I−P(q)) q̈, non sono ammissibili;

(Pτ(q)q̈)T B(q)(I−Pτ(q)) q̈ = 0 . (31)

• dato che rank(Pτ(q)) = rank(P(q)) = n−m sia la (30) che la (26) devono essere risolte
congiuntamente alla (12) per ottenere un sistema di n equazioni differenziali del secondo
ordine indipendenti nelle incognite q̈ ∈ Rn come esposto nelle (18) e (19).

3.3 Embedding Technique

Per l’esposizione di questo metodo si richiama l’equazione (3) (dinamica nella forma in cui é
stata derivata dal PLV), la si traspone e vi si sostituisce la (9), in modo da ottenere la

δqT [B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)− τ] = 0 . (32)

Questo metodo, attraverso una opportuna partizione del vettore degli spostamenti virtuali (e
di conseguenza velocitá e accelerazioni) in coordinate generalizzate in componenti dipendenti
δqD ∈ Rm e indipendenti δqI ∈ Rn−m, permette di riformulare le equazioni della dinamica vin-
colata in un sistema di n equazioni{

q̈I =
(
BI(q)T B(q)BI(q)

)(−1) BI(q)T
[
τ−
(
B(q)ḂI(q)−C(q, q̇)BI(q)

)
q̇−G(q)

]
q̇D =−A(−1)

D (q)AI(q)q̇I
, (33)
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di cui le prime n−m sono relative alle variabili indipendenti e sono del secondo ordine, mentre
le ulteriori m esprimono le varabili dipendenti e sono del primo ordine.

Il metodo Embedding si articola nei seguenti passi:

• si riscrive il vincolo in forma Pfaffiana partizionando la matrice A(q) e il vettore q̇ in modo
da mettere in evidenza le velociá dipendenti e quelle indipendenti ottenendo la seguente
relazione

A(q)q̇ =
[
AD(q) AI(q)

][q̇D

q̇I

]
= AD(q)q̇D +AI(q)q̇I (34)

dove q̇D ∈ Rm, q̇I ∈ R(n−m), AD(q) ∈ R(m×m) e AI(q) ∈ R(m×(n−m)).

• invertendo AD(q) (operazione lecita nell’ipotesi (10)) dalla (34) si puó ottenere

q̇D =−A(−1)
D (q)AI(q)q̇I (35)

relazione che esprime le velocitá dipendenti in funzione di quelle indipendenti. In parti-
colare si fa notare che la (35) valida anche in termini di spostamenti virtuali, ovvero

δqD =−A(−1)
D (q)AI(q)δqI (36)

• avvalendosi della (36) é possibile esprimere il vettore degli spostamenti virtuali δq in
funzione delle sole componenti indipendenti:

δq =

[
δqD

δqI

]
=

[
−AD(q)(−1)AI(q)

I

]
δqI = BI(q)δqI (37)

oppure trasponendo
δqT = δqT

I BI(q)T (38)

• dalla (37), per vincoli scleronomi segue inoltre che

q̇ = BI(q)q̇I (39)

e che

q̈ = BI(q)q̈I + ḂI(q)q̇I = BI(q)q̈I +

[
∂BI(q)

∂q
q̇

]
q̇I (40)

• a questo punto sostituendo le (38), (39) e (40) nella (32) si ottiene

δqT
I BI(q)T [B(q)(BI(q)q̈I + ḂI(q)q̇I

)
+C(q, q̇)BI(q)q̇I +G(q)− τ

]
= 0 . (41)

Siccome nell’equazione compaiono le componenti indipendenti del vettore degli sposta-
menti virtuali, queste possono essere scelte in modo arbitrario (quindi semplificate) e dopo
alcuni semplici passaggi la (41) dá luogo alla prima equazione del sistema (33).
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Si fa notare che é stata ottenuta un’equazione con n−m componenti, che, in generale,
dipende da tutte le n variabili di configurazione. Quindi necessario un set di altre m
equazioni che, salvo casi particolari in cui la (41) dipenda esclusivamente dalle variabili
indipendenti, devono essere risolte simultaneamente alla prime n−m. In definitiva in un
caso generale si ottiene un sistema di n equazioni differenziali di cui n−m del secondo
ordine e m del primo ordine. Le ultime esprimono le velocitá dipendenti in funzione di
quelle indipendenti e sono rappresentate dalla seconda relazione del sistema (33).

Uno svantaggio di questo metodo é il fatto che non si hanno indicazioni a proiori su quali
variabili siano piú uitli come variabili indipendeti e la loro scelta é lasciata all’esperienza
dell’analista.

3.4 Quasi Velocitá

L’idea su cui tale approccio si fonda é apparsa in [9] e [10], due scritti di Gian Antonio Maggi,
di cui un ritratto é rappresentato in Fig. 1, presentati a fine 1800 e ”riscoperti” dalla letteratura
anglosassone circa un secolo dopo.

Figure 1: Ritratto di Gian Antonio Maggi

Per l’esposizione di questo metodo si richiama la prima equazione del sistema (8) e vi si sosti-
tuisce la (9), in modo da ottenere

B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)+AT (q)λ = τ . (42)

Il metodo delle quasi velocitá, attraverso una opportuna parametrizzzione del ker(A(q)) mostra
che possibile riformulare le equazioni della dinamica vincolata come un sistema di 2n−m
equazioni differenziali del primo ordine del tipo{

ν̇ =
(
ST (q)B(q)S(q)

)(−1) ST (q)
[
τ− (B(q)Ṡ(q, q̇)+C(q, q̇)S(q))ν−G(q)

]
q̇ = S(q)ν

(43)
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dove ν ∈Rn−m é detto vettore delle quasi-velocitá e S(q) ∈R(n×(n−m)) rappresenta una base del
ker(A(q)).

Il metodo delle quasi-velocitá si articola nei seguenti passi:

• Si trova una base S(q) ∈ R(n×(n−m)) per il ker(A(q)), tale cioé, che verifichi la relazione

A(q)S(q) = 0 . (44)

Tale base permette di esprimere le velocitá q̇ in funzione di quasi-velocitá ν ∈ R(n−m)
attraverso la relazione

q̇ = S(q)ν (45)

• Si deriva la (45) rispetto al tempo

q̈ = S(q)ν̇ + Ṡ(q, q̇)ν (46)

• Sostituendo la (45) e la (46) nella (42) si ottiene

B(q)S(q)ν̇ +
(
B(q)Ṡ(q, q̇)+C(q, q̇)S(q)

)
ν +G(q)+AT (q)λ = τ (47)

• premoltiplicando ambo i membri della (47) per ST (q) (il che significa proiettare la dinam-
ica nel ker(A(q))) e ricordando che, per la (44), ST (q)AT (q) = 0 si ha

ST (q)B(q)S(q)ν̇ = ST (q)
[
τ− (B(q)Ṡ(q, q̇)+C(q, q̇)S(q))ν−G(q)

]
. (48)

Dalla (48) e dalla (45) si ottiene il sistema (43).

Questo metodo permette di traformare le equazioni di Lagrange in un sistema di 2n−
m equazioni differenziali del primo ordine. Inoltre, non ricorrendo alla derivazione del
vincolo, rispetto ai metodi presentati nelle sezioni 3.2 3.1 risulta meno soggetto ad errori
nell’applicazione di metodi numerici (uno studio dellegli effetti della differenziazione dei
vincoli sulla soluzione numerica di tali problemi é riportato in [3]).

Tuttavia i vantaggi di questo metodo hanno il prezzo di definire una base del nullo per la
matrice di vinolo, la cui scelta non é univoca e influisce sulla complessitá del sistema di
equazioni risultante.

Si fa notare che sostituire le espressioni di velocitá e accelerazioni in termini di quasi ve-
locitá e quasi áccelerazioni nelle equazioni di Lagrange non vincolate é sbagliato perché,
sebbene le velocitá divengono ”automaticamente” compatibili con i vincoli, manca il ter-
mine che tiene conto delle reazioni vincolari che consentono tale compoatibilitá.
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4 Sistemi con vincoli elastici, elastici e smorzanti e stabilizzazione
alla Baumgarte

4.1 Vincoli Elastici

Supponiamo che il sistema sia sosggetto a vincoli olonomi scleronomi, caratterizzati dell’equazione
C(q) = 0. Si supponga inoltre che i vincoli non siano rigidi, ma sia ammesso uno scostamento ε

dalla condizione di rispetto di tale vincolo. Sotto questa seconda ipotesi l’equazione di vincolo
e la sua derivata temporale diventano

ε(q) =C(q)

ε̇(q, q̇) =
∂C(q)

∂q
q̇ = A(q)q̇

(49)

La dinamica di un sistema soggetto a vincoli ealstici puó essere modellata associando alla de-
formazione del vincolo una funzione potenziale del tipo

Ue(ε(q)) =
1
2
ε

T (q)Kε(q) (50)

dove K ∈ Rmxm é una matrice simmetrica definita positiva. La funzione Ue(ε(q)) rappresenta
l’energia elastica immagazzinata nel vincolo stesso.

Si puó includere l’effetto di tale formulazione direttamente nel calcolo del Lagrangiano. Si con-
sidera che l’energia potenziale sia ottenuta dalla somma di due termini: uno relativo all’energia
potenziale gravitazionale e uno relativo all’energia potenziale elastica:

L(q, q̇) = T (q, q̇)−Ug(q)−Ue(ε(q)) (51)

da cui si ottiene


d

∂L
∂ q̇
dt
−

∂L
∂q


T

= B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)+AT (q)Kε(q) = τ (52)

poiché
∂Ue(ε(q))

∂q
=

∂Ue(ε(q))
∂ε(q)

∂ε(q)
∂q

= ε
T (q)K

∂ε(q)
∂q

= ε
T (q)KA(q) , (53)

in particolare l’ultimo passaggio é ottenuto ricordando la seconda delle (49). Trasponendo la
(53) e ricordando che K = KT in quanto K é simmetrica per ipotesi si ha(

∂Ue(ε(q))
∂q

)T

= AT (q)Kε(q) . (54)
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4.2 Vincoli Elastici e Smorzanti

Oltre ad accumulare energia potenziale all’aumentare della deformazione il vincolo esercita
anche un’azione di smorzamento proporzionale alla velocitá di deformazione.

Una metodologia per tenere conto di questo effetto é quella di associare alla velocitá di defor-
mazione una funzione di dissipazione (funzione di Rayleigh) del tipo:

D(q̇) =
1
2
ε̇

T (q)F ε̇(q) , (55)

con F ∈ Rmxm simmetrica e definita positiva. Le forze dissipative, Qd , che si vanno a som-
mare alle forze generalizzate non conservative attive possono essere calcolate derivando la (55)
rispetto alle velocitá delle variabili di configurazione

Qd =−

(
∂D(q̇)

∂ q̇

)T

=−

(
∂ ε̇

∂ q̇

)T (
∂D(q̇)

∂ ε̇

)T

=−AT (q)F ε̇ . (56)

Per ottenere l’ultima espressione della (56) é sufficiente ricordare che, in accordo alla nomen-
clatura utilizzazta in questo documento si ha:

ε =C(q)
ε̇ = A(q)q̇

ε̈ = A(q)q̈+ Ȧ(q, q̇)q̇
. (57)

La dinamica di di sistema con vincoli elastici e smorzanti risulta quindi

B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)+AT (q)Kε = τ +Qd (58)

oppure, spostando Qd a primo membro e sostituendo (56)

B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)+AT (q)(Kε +F ε̇) = τ (59)

In questa espressione il ruolo solitamente rivestito dai moltiplicatori di Lagrange λ (componenti
delle reazioni vincolari nelle direzioni date dalle colonne di A(q)) é sostituito dalle componenti
elastiche e smorzanti in virtú delle leggi costitutive utilizzate (funzione potenziale asociata alla
deformazione e funzione dissipativa associata alla velocitá di deformazione).

4.3 Stabilizzazione alla Baumgarte

L’approccio descritto in questa sezione, proposto da Baumgarte in [2], si basa sul’idea (derivata
dalla teoria del Controllo) di utilizzare il modello della dinamica per sistemi con vincoli elastici
e smorzanti per ”stabilizzare” la dinamica di sistemi con vincoli rigidi.
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Si considera il sistema di equazioni dato dalla dinamica (59) e dalla terza delle (57){
B(q)q̈+C(q, q̇)q̇+G(q)+AT (q)(Kε +F ε̇) = τ

ε̈ = A(q)q̈+ Ȧ(q, q̇)q̇
(60)

La soluzione della dinamica con vincoli rigidi ottenuta con il metodo Augmented Formulation
associata al formalismo adottato in questa sezione fornisce l’equazione

ε̈ = 0 , (61)

che é instabile. Si pensi all’esempio ad un grado di libertá: l’equazione modella il sistema
costituito da una massa su cui non agisce nessuna forza, se la massa ha una velocitá iniziale non
nulla la sua posizione crescerá linearmente con il tempo senza mai assestarsi. Inoltre in caso di
condizioni iniziali nulle é possibile che errori numerici possano portare ad instabilitá.

Per stabilizzare la dinamica della deformazione dei vincoli si aggiunge nella soluzione per q̈
(analoga alla prima equazione del sistema (17) trovata nell’esposizione del metodo Augmented
Formulation) un termine del tipo A+

B µ con µ ∈ Rm, ossia

q̈ =
(
I−A+

B A
)

B−1 [τ−C(q, q̇)q̇−G(q)]−A+
B Ȧ(q, q̇)+A+

B µ , (62)

che sostituita nella seconda del sistema (60) fornisce

ε̈ = µ . (63)

Imponendo µ = −Kpε −Kvε̇ con Kp, Kv ∈ Rmxm positive definite si ottiene una dinamica del
tipo

ε̈ +Kpε +Kvε̇ = 0 . (64)

che descrive il comportamento di un sistema lineare asintoticamente stabile che ha come equi-
librio l’origine. Concludendo la formulazione della dinamica di un sistema soggetto a vincoli
rigidi con stabilizzazinoe alla Baumgarte é rappresentata dal seguente sistema{

q̈ =
(
I−A+

B A
)

B−1 [τ−C(q, q̇)q̇−G(q)]−A+
B Ȧ(q, q̇)−A+

B (Kpε +Kvε̇)

ε̈ +Kpε +Kvε̇ = 0
(65)

Il metodo presentato in questa sezione aggira il problema della dinamica instabile della defor-
mazione dei vincoli introducendo un termine stabilizzante fittizio che fa si che la deformazione
converga a zero. Si fanno notare due fatti:

• se la convergenza della dinamica (64) é troppo lenta (Kp, Kv piccole) si possono avere
errori non trascurabili nei transitori

• se invece la (64) viene fatta tendere a zero troppo velocemente (Kp, Kv grandi) puó venirsi
a creare un sistema ”stiff” con problemi numerici ad esso connessi.
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