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Principio dei Lavori Virtuali — spostamento virtuale
Particeiia di massa m; , la cui posizione e espressa dai vettore posizione i, su cui
agisce la forza risultante Fj.

Definiamo il concetto di spostamento virtuale:

e 7; vettore posizione che indica il punto di applicazione della risultante F; ;
e definiamo é&r; come spostamento virtuale tale che:

1) € uno spostamento infinitesimo del punto F; ;

2) e compatibile con gli eventuali vincoli imposti alla particella congelati al tempo ¢ .
Attenzione al fatto che se si assume che i =ri(g,%) con g = [g1---gn]’ coordinate

Lagrangiane del sistema di cui la particella fa partee ¢ e il tempo, si vede come lo
spostamento virtuale differisce dal differenziale, infatti:

dr; = ?ﬁdqu 5‘::“1 dt (differenziale) ar; = ﬁﬁq (spost. virtuale)
dq Ot dq




Principio dei Lavori Virtuali — spostamento virtuale

Esempio: una particella & vincolata a rimanere su una circonferenza il cui raggio & varia
in funzione del tempo. Supponiamo che la variabile di configurazione ¢,

controlli la posizione della particella sulla circonferenza. Valutiamo uno
spostamento elementare dr ed uno spostamento virtuale d&r .

Posizione della particella:

r(q(t), £) = [;gg] = a(f) Eﬁf 383]

Spostamento elementare (differenziale) [nero]:

COS ¢ sin ¢

dr(t) = a(t) [ om q] dg + o' (F)dt [‘f% q}

Spostamento virtuale [rosso]:

or(@) = a(® | s b

COS ¢

Lo spostamento virtuale & sempre tangente al vincolo congelato al tempo ¢ .
Lo spostamento virtuale coincide con il differenziale se il vincolo € indip. dal tempo.



Principio dei Lavori Virtuali — equilibrio statico di una particella

Particella di massa m; , la cui posizione e espressa dal vettore posizione i, su cui
agisce la forza risultante Fj.

F;
F;

\
5?",;

i

{0}
Definiamo lavoro virtuale della risultante F; sullo spostamento virtuale dr; lo scalare
§W; 2 FTsr
E’ evidente che, se |a particella e in equilibrio ossia F; =0, allora
oW, = FE&; =0, Vor;

ossia il lavoro virtuale in corrispondenza di uno spostamento virtuale arbitrario e nullo.



Principio dei Lavori Virtuali — equilibrio statico di un sistema

Se consideriamo un sistema di NV particelle con masse ., di vettori posizione i e

risultante su ogni particella F;
Fin

Pg/
,.-~m.“ P% F*i

¥i

ok
{0} rn

Il sistema e globalmente in equilibrio se lo e ogni particella, ossiase #; =0, i=1,..
Ovvero, in modo compatto, se

F=0eR®»N FEFT-.FITerR™ 5257657 eRW
Ma allora anche il lavoro virtuale globale e nullo, e percio:

N N
oW =3"ow; = Flor; 2 F'sr=0
=1 =1

E fin qui niente di nuovo.



Principio dei Lavori Virtuali — equilibrio statico di un sistema
N N
Dunque oW =S dW; = FTér; 2 FTér =0 Py

P,
A guesto punto si guadagna qualcosa da questa formulazione 5/
se si distingue la risultante su ogni particella in:

e forza attiva: F;“}

e forza vincolare: F}*")

ossia: F; = F\" + F")

Globalmente: F = F{®) 4 F(®)

Quindisiha:  aW = dW@ 4+ oW = (F@ 4+ FO 5, =0

Per sistemi in cui le reazioni vincolari compiono/non compiono lavoro si ha, rispettivam.
W™ = F 5 <0 (=0, vincoli lisci)

Per cui il lavoro virtuale delle forze attive risulta, rispettivamente
sW® = F@ 5r >0 (=0, vincoli lisci)

Per vincoli lisci infatti la generica Fi(”) e sempre L ér;




Principio dei Lavori Virtuali — enunciato

Condizione necessaria e sufficiente affinché una configurazione di un sistema materiale
soggetto a vincoli lisci (privi di attrito) sia in equilibrio statico e che il lavoro virtuale

N
T Ir Al
W =S F s = PO s5r =0
i=1
delle forze attive F* su uno spostamento virtuale arbitrario dr (infinitesimo e
compatibile coi vincoli a tempo £ ) sia nullo.

Attenzione al fatto che W =0 non implica che Fz;‘:“l’ = (), poiché gli spostamenti
virtuali ér possono non essere linearmente indipendenti per essere compatibili coi
vincoli

Esempio: due particelle alle estremita di una barretta rigida con forze attive applicate

alle due estremita.
spost. virtuale compat. col vincolo di rigidita:

F(ﬂ) (a)
1 2
HWH dry = dry
81 | 5.;2 PLV dice che c’e equilibrio se:

T T | . _
swila) — Fl(a} 511 _+_E2[u) Sy = (Fl(a) 4 Féczj)g Sry = 0 — Rz(u) _ _Fl(a._}




Coordinate generalizzate

Se il vettore posizione generalizzato r =r(g) € R*, g€ R™ con ¢ vettore di
configurazione (coordinate Lagrangiane), si ha:

or(q) ar(q)
dq dq

Allora il lavoro virtuale delle risultanti puo essere riscritto in modo equivalente come:

(?Q c R.?rNXn

or =

y _ T T A T*_R Tg,.
SW =FT8r = F éTqaq_Q 6g = QF by

i=1

Si e quindi implicitamente definito il vettore

QT é FT% c I@l}{ﬂ

che e detto forza generalizzata. La generica componente

T A T

I'2 pT
«; B
puo essere infatti una forza o un momento a seconda del fatto che la corrispondente
coordinata Lagrangiana ¢; sia uno spostamento o un angolo. Questa e alternativamente
detta componente Lagrangiana della forza relativa alla coordinata g;



Principio dei Lavori Virtuali — equilibrio dinamico di un sistema

Se consideriamo un sistema di NV particelle con masse ., di vettori posizione 7i,
risultante su ogni particella ¥; ed accelerazione della generica particella #;

. - . L e N Fn
Si ha che il sistema e in equilibrio dinamico se ogni particella m
7 . . . . . . . N kel
é in equilibrio dinamico, ossia: L)

F,—Fi=0, P=milsi;; P;=mli;
Dunque globalmente
N
N (= P)Tor £ (F — P)Tor = (£ + F® — P)Tér =0
=1

dove
A . A - - . A 3
F=[FF...FLT e R*N pP=[pPL-.-PET e RN or = [orT ---orf ]t e RN
Percio se si considerano vincoli lisci, le reazioni vincolari non compiono lavoro:
sSwW®@) — F(ﬂ)T(gf. =0

e percio si ha subito un bilancio diretto fra lavoro virtuale delle forze attive e lavoro
virtuale delle forze d’inerzia, senza che vi compaiano le reazioni vincolari:

sW@ = F@ " 5r = PTsy = sWD



Lavoro virtuale delle forze d'inerzia

Abbiamo visto che la i-esima forza d’inerzia e scrivibile come derivata della
corrispondente i-esima quantita di moto che vale [essendo r; = ri(g(2)) ]

Py = mylaf; = mily ET;(}

In modo compatto, la quantita di moto globale di tutto il sistema e:

iy I3

()

0
HEYE

0 ]
(

1N }rg

'::11'1

¥y
:"l'l"n

-‘Tr;

o

g

;— U—r} M =diagjm;I5]: m; 5 =

M e RENK?SH

Allora la forza d’inerzia globale P risulta:

P= d (M&

dt

dq

Essendo d&r =

g
oW = PTsr = 67T P = §¢* ( aT) [M& +ME (@> q]

=M_—

Or
dq

g+ M—

d
di

dq

- 5QT[(?T

dq

ar.
dq

—=% g, il lavoro virtuale delle forze d’inerzia SW risulta quindi:

(}q dt \ dq

ar or or
M had ()
) [dqq (dq) M (dq)q]

1;

0
0

Iy

0

0
[l
11y I'J



Lavoro virtuale delle forze d’'inerzia da energia cinetica

Definiamo una quantita scalare 7'(g,g), 'energia cinetica del sistema, come segue:
N

1 , 1 I or 1.,
T(g.q) =y  —ml|7]|% = =7 Toari — ~6T (90w 1= —g" (r,

@) =3 gmilllft = 57 i = 5 (aq) (50 )i= 30" ()M )
Notando che M e simmetrica, anche r,g Mr,, e simmetrica, quindi I'energia cinetica e
una forma quadratica nelle velocita generalizzate ¢, da cui:

oT oT

- — T YO A (e Y —
8{_} (T?q} (??Q)'} E_}q-‘

c R,l}(ﬂ

Derivando ulteriormente questo vettore riga rispetto al tempo si ha:
d oT d oT E
dt dq dt dq

Ixn

_ . d
= QT(qu }Tﬂf(?"eq ) + ZQT(r:q )Tﬂ[%(ﬁq );

Inoltre, derivando I'energia cinetica rispetto alla configurazione ¢ si ha:

ar . oT i
T = 07 M(rg )i = " (. M () 5y €B"

dove si e sfruttata l'identita:

) a@._g(T)_gaT
0 8= 3\ 54 )47 @™ = 2\ 5,




Dimostrazione della identita’ impiegata
D' t i h . T 7 = g &  — E(T ] — i E
IMOStriamo che: waq 4 = §g aq g = dl g} — dl 6@'

In forma indiciale:

d (Or d [ Or; S
[dl (39)]@; - di (3%) B kzzl Ogr.
5

dq;

Sintetizzando:

(5], =2 (aam )=
di\9q/ |;; dq;0q: )" ~ g

Ly k=1

Risulta percio dimostrata I'identita cercata anche in forma matriciale
2

2y

s £y . au
d (6?) _ O, oF attenzione al fatto che: —— ¢ R3Nxnxn

a\dg) ~ 3"~ B o
n .
. | A
/I ___________ e
O _ B r._ 00, ., 90,
> 8 or X o2~ g, 0g™ Ogn 0g ™"
SN { | ot
Oq dq




Forma equivalente del lavoro virtuale di inerzia

Eravamo partiti da:

swi = sq" [(r-,q )" M(r,q )i+ (rg) " M —(r,q )

Abbiamo trovato che le derivate dell’energia cinetica sono date da:

dor . . d
pn 5 — gT(‘r,q }TE‘U(T,_Q) + 2qT(r,q }Tﬁfi(r,q );
ar . L. d
@ = qT(Tm' )TM (quq )q - QT (Taq )TM E(?sq );
Dungue se calcolo la differenza: Vale inoltre:
dor or] | , d Ty d ZF ]T .
[dtdq ; dq} B qT(’?q )Tn’[(_?’:q )+ G'T(T?q )TA'{E(WJ ); (g )" MG (g ) = | (e ] M(rg);
e ne prendo la trasposta:
dar or]’ . . o d . [dor or"
—— — | =(r) M )i+ (1) M—(r4)i"; |———-=—| eR"
dt dq E)q] (ria)" M(riq )4 + (7:q) d.t(] a)d; [(lt dq 3{]}

Posso scrivere il lavoro virtuale delle forze d’inerzia in modo sistematico come segue

) [daer oT1* doT oT].
o275 - 4552

dt 0q 0Oq



Lavoro virtuale delle forze attive

Abbiamo dimostrato che il lavoro virtuale delle forze attive e dato da:
yr or

dq
Dove si e definita |la forza generalizzata:

sw@ — p@" 5 — p@" 50 A @5,

o@" A p@T O _ pixn
dq
Se distinguiamo le forze generalizzate in conservative, ossia derivabili da un potenziale
(gravitazionale, elastico ,etc...), e non conservative (tutte le altre) possiamo scrivere:

T T T . T A ()T O T A )T Or
QW = QW + QW dovepoi: Q" SEY gn QR SERD S

Le forze conservative sono semplicemente calcolate come anti-gradiente del potenziale
da cui discendono, ossia:

WD y(g) = Uy(g) + Uaalg) + -
dq

energia potenziale gravitaz. +
elastica + etc...

QW =

Dunque anche i rispettivi lavori virtuali possono essere distinti in:

W™ = swe) 4 swis) = (ng,}T 4+ Q](qo;)T) 5q = 6q7 (an) + Qe ))



Equilibrio mediante il Principio dei Lavori Virtuali

Dal bilancio del lavoro virtuale precedentemente visto si ha quindi:

W 4 oW = oW

nc

Scrivendo ogni termine nella opportuna forma ricavata in precedenza:

o d ol orT (@) svir(a (T T
:’SW“} = [EH_Q — %]&I ﬁWE ) +ém;tr) = ( g ) +Q{ ) )
si ottiene:

dor or|. 8U dor or ou T
R "5 e — QW ag=0
[ ‘]“' [ Hon ]“' - {dwq dq " g Q“C}“ J

Definendo il Lagrangiano: L{g, ) 2 T(q,q) — U(q) sipuo scrivere:

Cio discende dal fatto che i potenziali considerati nella meccanica (classica) dipendono
soltanto dalla configurazione g, per cui

o

i



Dal Principio dei Lavori Virtuali alle eq.ni di Lagrange

Abbiamo visto che il Principio dei Lavori Virtuali porta a scrivere:

[ia—% _ oL —Q&?T]dq—{)

Nell’ipotesi che la configurazione scelta ¢ sia una configurazione minima, ossia le ¢;
sono indipendenti, allora lo spostamento virtuale dg puo essere un vettore infinitesimo
arbitrario. Quindi, scegliendo per dg forme proporzionali agli elementi della base
canonica in R” si annullano uno alla volta gli elementi della parentesi quadra [...] e
quindi globalmente:

['{%% - %‘2 - Q%"Z]T] =0 e R
Ovvero:
i% _ @_L — Q(u)T

dt 3¢ dg "¢
Queste sono n eg.ni differenziali nelle n f.ni scalari ¢;, le componentidi ¢q .

Attenzione al fatto che questo risultato e stato possibile grazie al fatto che le ¢ erano
indipendenti. Vedremo piu avanti come comportarci nel caso in cui, ad es., siano
vincolate da una eq.ne A{g)dg =0 (vincolo in forma Pfaffiana).



Punto della situazione

Le equazioni del moto di un sistema meccanico di configurazione g € R™ sono fornite
dalle n eq.ni differenziali di Lagrange

d0L 9L _ T

T

in cui il Lagrangiano L(g, §) 2 1'(q,q) — U(g) e uno scalare dato dalla differenza fra
I’energia cinetica totale del sistema e I'energia potenziale totale del sistema.
Le eventuali forze generalizzate attive non conservative si calcolano come:
Q" 2 P
dq
Il metodo e quindi estrema mente sistematico ed automatizzabile dato che basta
calcolare, oltre alle eventuali forze generalizzate attive non conservative, solo:

* lo scalare T'(g¢,4) energia cinetica totale del sistema;

* o scalare U/(¢) energia cinetica totale del sistema.

Focalizziamo percio I'attenzione sul calcolo dell’energia di un singolo corpo rigido
(prototipo di link), potendosi poi costruire I'energia cinetica totale di un braccio robotico
semplicemente sommando le energie cinetiche dei singoli link. Stessa cosa verra fatta
per 'energia potenziale.



Energia cinetica

. I T
e Punto materiale: T = —myr; 7;

2
l N
e Sistema di N punti materiali: T' = 3 Zmﬁfﬁ;
i=1
1
e Corpo rigido: T' = —f 7 I¢ pdV
2 )y
Dalla geometria in {A}: {A}

. o & __ ., & Con
r="7Tp= TetT ftc 7p

La

Derivando, la velocita del punto P risulta:

A

P =%, =% +%R.r, ma: “R.="W."R. e “R.rp="rp — “rc=“ep percio:

?" —_ ﬁ-?’:p —_— ﬁ'f'ﬂ + ﬂaﬂ&?'{?g

Essendo chiaro a questo punto che le componenti sono tutte in { A} si omettono gli apici
per alleggerire la notazione, riprendendoli eventualmente nel seguito per mostrare
forme alternative con le quantita in sistemi di riferimento differenti.

?'. = ?:p — ?"‘;‘ _I_ chﬂ?

Ye



Energia cinetica del corpo rigido

Velocita del punto generico del rigido: Ye
?;, = ‘f}) = ?:',r: + a}ﬂrcp

Sostituendo nella espressione della energia:
1
T = —f ?"T‘f'pdv
2 Jv
Si ottiene:
1 - e - iy
= 2 / (Fe +Derep)” (Fe+ Derep) padV 4}
1%

Effettuando i calcoli si ha: -

1 _ 1 N ~ .
T ] T pdV + / e (we X Tep) pdV + 3 / (@erep) (@erep) pdV
v Vv Vv

1r . 1 f _ _
— —/ ?’*gfcpdV — [] rg;,pdl/’] (Te X we) + 5] (?prc)T(?cpwc)pdV
Vv Vv v

2
Supponendo che il baricentro G del corpo rigido coincida con l'origine € siha rgg =0
/ Tep PAYV = mireg =10 e a JyreppdV
Vo ! Jypdv

Quindi I'espressione si riduce a:

1 1
T = §mr Ty + QwT{/ 'rrppdl;] We = Tir + Trot
vV



Energia cinetica di rotazione attorno al baricentro “iy

La componente di en. cin. di rotazione attorno al baricentro Tyt
e data dalla seguente espressione:

Eir al 1
rot — T [/ Tc:;:- Pdv] We
Espliutando le componenti di ¢ (ricorda: sonoin{A})
Tep = Tep = [*Tep “Yep  “Zep|’

La sua forma “wedge” risulta:

R 0 —Zep “Yep |
Tep = (Tep)” = | “Zep 0 —“Tep

Quindi definendo la matrice (simmetrica) di inerzia baricentrica Z. con componenti
nella terna fissa { A} come segue

[ [ (Cyzp +222)pdV — [ ("2 Yep)p AV — [ (“Tep*zep)pdV

_________________________________________________________________________________________________

“I. = /‘/ fﬁfcpﬂfﬂf’ = | — v(“-i'fcp“:f/cp:)ﬁde fv Q'TM + 22 JPdV P fv(a?}cﬂpa Zep)pdV

_________________________________________________________________________________________________

| !1 (“Tep“2cp)pdV - fi “Yep 2ep)pdV fv(a'xgp + aygp)P dV |
I’energia cinetica di rotazione risulta:
1

L—)“w? ["‘Ic] .

EQL =



Energia cinetica di rotazione attorno al baricentro

Le componenti del tensore di inerzia appena calcolato dipendono
dal tempo poiché le componenti del vettore 7« sono state espresse
in terna fissa {A} mentre il corpo rigido si muove nel tempo.
Poiché I'energia cinetica di rotazione attorno al baricentro 7.
e uno scalare e quindi invariante rispetto al frame di riferimento
rispetto a cui esprimo le componenti, si puo scrivere:

14}

-rFrOt — %aw'}’[az'é]aw — écw’f[{:zé]cw
Ma essendo:

3 . . A
aw:aﬂﬂcw; awT:e TﬂR‘c

Si ottiene:
1 1

Tooe = "7 "L = 50 ["RIL R 2 S (]

[

Da cui risulta definito il tensore di inerzia baricentrico in componenti in terna mobile {C}
7 AapTa
“Ic =ﬂRc: azcragﬁ

E’ ovvio che in terna mobile il tensore d’inerzia risulta costante. Quindi viene calcolato
una volta per tutte per il corpo rigido e ne definisce I'inerzia alla rotazione 3D generica.



Energia cinetica globale — forma finale

Esplicitamente |'espressione del tensore d’inerzia in terna mobile {G‘} risulta:

jV Cy?p + C?‘Z pdv J‘[ lcp ytp pdv JV CiI?c.p “Lﬁ)p av

_______________________________________________________________________________________________

.= [ CAT CA ﬂdV - f‘. ((’ch ’gcp)pdl/ fl cp +° Z pd‘ [i (cyCP Zcp pdV

...............................................................................................

con il vettore
“Top = [Tep Yep “Zep]”
La velocita angolare espressa in terna mobile {C'} solidale al corpo rigido risulta poi:
‘w="RI"w
In termini matriciali:
5= (“RTw)" =*RT“G"R, = “RT“R.“RI*R. = “RT“R.
Quindi globalmente I'energia cinetica del corpo rigido risulta espressa come:
T =Ty + Tiot = %mf‘ffc + %“wz |°Ze] we

Una ulteriore semplificazione del termine di rotazione si ottiene se la terna solidale al
corpo ¢ principale d’inerzia: vediamo che significa...




Tensore d’inerzia in terna baricentrica principale d’inerzia

Dato che il tensore d’inerzia “Z. € una matrice positiva definita e simmetrica, allora sara
simile ad una matrice diagonale in una base di autovettori ortogonali che definiscono le
cosiddette direzioni principali d’inerzia. In pratica, se

CZC:Ei — (}‘2‘;{:2—; 2" - 11 25 :;’
con x; autovettore i-esimo normalizzato (ossia i-esima direzione principale d’inerzia) e

Ji i-esimo autovalore (ossia i-esimo momento principale d’inerzia), in forma compatta
ordinando opportunamente i -f; si puo scrivere:

Jp 0 0
T lapizoias | = izeias | |0 Ty 0] =X, =X, PT. - PT. = (’chl‘caXp
0 0 Js
con
Jg 0 0
PT.=10 Jo 0]; “X,:w="X,w;
0o 0 J

Quindi I'energia cinetica di rotazione puo essere scritta in modo piu comodo in terna
baricentrica e principale d’inerzia poiché li la matrice d’inerzia e diagonale
1. ., 1 | 1, -
Trot _ 5‘:&}} I:CICJ €y — 5?-?,“’.3’" [c)(; cIchp] Py — 5 DwI pjc_ P
In tal modo bastano solo i tre J; per definire I'inerzia a rotazione del corpo rigido.



Tensore baricentrico e principale d’inerzia per alcuni solidi

Riportiamo di seguito i tensori d’inerzia baricentrici in terna principale per alcuni solidi
Jez 0 0 z
T =f FTep pdV =] 0 Jy 0

: 1

dove: ' g —

Jpw = / (332 + EE}P dv;
Vv

Sphere Ellipsoid
2 Volume = 47R3/3 Volume = 4zabe/3
Jyy = (Iz + 2z )ﬂ' dV, L, = 2mR%/5 Ly = m(B?+c2)/5
V [zz = ZmRQXS fzz = m(aZ +C2))!S

ng - [ (3:2 + 312)? dvs
v z

Z
con: i ﬁL7

Jey = | xypdV =0 h —_— . L . "
v X R X
L =7
Ty =f yzpdV = 0; a
vV Right Circular Cylinder Rectangular Parallelepiped
Volume = zhR? Volume = abc
Joz = / mgp;iv = {); Ly =m(3R?>+h%)/12 L, =m(b?+c?)/12
v L, = mR%2 L, =m(a*+c?)/12



Energia cinetica globale — forma compatta

Siamo infine arrivati a scrivere I'energia cinetica globale come segue:
1 1
+ T . Tlp -
T=T,+Teat = i?‘f&‘f'c e + i”wc [ﬁfn]pwﬂ
Attenzione al fatto che mentre per I'energia cinetica di rotazione e stato importante
specificare una terna {P} solidale al corpo rigido, baricentrica e principale d’inerzia per
semplificare al massimo le espressioni, per I'energia cinetica di traslazione si puo
pensare che le componenti di velocita del baricentro siano espresse in qualsiasi terna.

Se ne consideriamo le espressioni nella terna {#} allora si ha:

1 - | I
T = Ttr + Tmt = gw‘ R{'{f pf’c + ipw: [?}jc] ?}W{t

Ricordandosi dell’espressione del twist del corpo rigido considerato con polo € e
componenti in terna mobile {FP} di origine C si ha:

St (A T



Teorema di Huygens-Steiner

Per determinare come varia la matrice d’inerzia globale al variare del polo di riferimento
basta ricordarsi il modo di variare del twist al variare del polo stesso.

Vale la seguente uguaglianza:

Quindi, sostituendo nella espressione dell’energia totale:

1 1 Al
T = 55’5[{ PM, PE, = ipgg“ Mj PM. M. P& = g-ﬂgf P M, PE,
p— i prT pr '_'1;?1:"["3' ??_1_{‘3_;._93" Ig_ __?‘C _E_)_Tj?_
2 4 1 qC [3 03 :pjr;. 03 I‘_D, pwg
] | B meCT T
210 97 ¢ | m ¢Cim [qCTng] + P 7. Wq
Da cui si pu0 scrivere direttamente:
O qéT mis 1 q("‘TT
o —PrAA | T — | .
M, ="M, + ) s = ! - »
Cim [,CT,C| m Cim [(CTCl +P7T.

La variazione di M per variazione combinata di polo e sistema di riferimento viene
lasciata per esercizio.



Equazioni del moto di un sistema meccanico scleronomo

Vogliamo dimostrare che per un sistema meccanico scleronomo (la dipendenza dal
tempo non e diretta ma attraverso la configurazione), con energia cinetica quindi

1.
T(q,q) = EQTB(Q)Q; B(g) € R™™™ simm. e p.d.

ed energia potenziale

Le equazioni del moto possono essere scritte direttamente nella forma

B(q)i+Clg, ) +Gg)=7+7=1

con:

B(g)§  forze d’inerzia corrispondenti ad accelerazioni tangenziali;

C(g,9)¢ forze d’inerzia corrispondenti ad accelerazioni centrifughe e di Coriolis;

G(q) forze gravitazionali e/o elastiche in dipendenza della forma di U/ (q) ;

forze generalizzate attive non conservative degli attuatori sui giunti

-1>

¥
T = Z—c}?wj effetto sui giunti derivante dall’applicazione da parte del manipolatore
7=1 sull’ambiente dei wrench w; nei punti della struttura tali che »; = J;4



Conseguenza diretta della forma proposta

Applicando il teorema delle “forze vive” al sistema, ossia che la potenza sviluppata da
tutte le forze agenti sul sistema eguaglia la derivata dell’energia cinetica totale, si ha:

Energia cinetica: T(g,q) = —q "Blg)g ; Eg.ne del moto: B(g)§+ Clg,¢)q+ G(g) =7
Forze vive: 7 —G{q) = B(q)i+ Cl(q,4)q

Bilancio da teorema delle forze vive:

G |30 B@i| = |7 - )] = @)+ o i

esplicitando la derivata temporale:

. S . e
q" Blg)§ + §qfﬁ(q}f1 =g’ [H (9)d + C(g, q)q}

Riordinando:
1

o v oAl . .
30 | Bla) 200000 ® 30 N =0 Vi Nd) 2 B 20000
Attenzione al fatto che la matrice N non e necessariamente antisimmetrica, dato che la
forma quadratica si deve annullare ma la N stessa dipende da ¢ . Tuttavia, data
I'arbitrarieta nella definizione di €', si puo rendere N effettivam. antisimmetrica
mediante una opportuna sceltadi C.



Vincolo fra B e ¢ per avere la N antisimmetrica

Per avere effettivamente la matrice N{g, ¢) 2 B(q) — 2C{g,q) antisimmetrica basta

richiedere che:
N=-NT —(B-20)=-(B-20)T=-B+2CT

L J
1

|

B=cC+CT

Tra le altre cose, queste relazione e conveniente per sistemi con un numero “non
eccessivo” di gradi di liberta, direttamente per ricavare la matrice C dalla

¥

conoscenzadi B e quindidi B.

Vediamo ora che esiste in realta un modo ancora piu sistematico per effettuare questo
calcolo.



Dinamica di un sistema meccanico scleronomo (catena seriale)
ddL aL]"
dt Oqg  Oq

Applichiamo le eq.ni di Lagrange: 7= [
Il Lagrangiano e dato da: L{g,q) =T(g,¢) — U(q)

R PPN B iy
* Energia cinetica: T(g,q) = —ql B(q)g = 2 Z bij(9)did;

i,7=1

T
* Energia potenziale: U(g) = Zmz”fgﬂkg(q) Zrning(:i(q)

i=1 =1
Derivate: .
L oL .
et B(q); [a_q'] = B(q)q; [B{q ] Zbe;» (9)d;
d | L - . ob;
. [a—} = B(q)i + B(q)d: [B( )i + B( q)q] wa (q)d; + Z J(q)
i k=1
1.,.0B(q) . o 8114(@)
[52] =30 25t Yo (2
. . 1 .-0B(q) . 1.-9B(q 19 ;.(q
ticolare: |=¢" —g| = —¢F —* —
INn particolare |:2q 3(} (IIé 2 P 0 Lz ) ;qi

. [T]s =T;



Dinamica di un sistema meccanico scleronomo (catena seriale)

Le eq.ni di Lagrange risultano quindi:

B(q)g + [B(Q)— %QTBH(Q)}HII HZ (é)h i(q) ) — 7

Allora definendo:

0) G(a) & (i—;) = g3 m (52 )T o) @ |80~ 505

=1

Si puo scrivere:
B(q)§i+C(¢g, )¢+ G(g) =7
In forma indiciale si ha equivalentemente che la i-esima equazione di Lagrange é:

- . — [db;;(q) 10bj(q)]. . .
Zbij(Q)Qj - Z {; - = J — | grq; T Gi(@[) =T 2
— Oy 2 Og;

3.k=1

|
[t
.

.

.

.
=

Attenzione che la scelta di C(g,4) non é univoca ma arbitraria purche C(q,§)¢ sia
corretta.

Ad esempio: ¢; + 2¢1¢> = @1 2d1] [gj = [41 +2¢2 O] [gj



Scrittura del termine C(g¢, ¢) mediante simboli di Christoffel — | tipo

Vogliamo manipolare questa parentesi:
[81},,;:5 1 3@&]

Oq. 2 Og;
Sfruttando la simmetria dei coefficienti 3,k all’interno della sommatoria, si puo scrivere
by 1 [fﬁbgg i%z'kZI
— =z |t
M dq.  Oq;
E percio si puo riscrivere la parentesi come i simboli di Christoffel del 1° tipo
1 &b{j 3%’.?:5; i}ﬁ{‘?;ﬁ W
S|+ = -2 =1
G dq; dg;
Allora il termine delle forze centrifughe e di Coriolis risulta°
" 1[db;;  Oby Dbk ~
> 5|5+ G - G i - z i = z (3 rieie)is = ot
J.k=1 g o ‘ k=1 j=1
Dove quigdi si e definita la matrice fff(q,q} il cui generico elemento e:
Ci = Zr;&ék
k=1
Ottenuto semplicemente impiegando i simboli di Christoffel. E’ importante notare la
simmetria dei simboli di Christoffel rispetto ai soli pedici j,k

]_—‘:2 — P$




Antisimmetria della matrice N = B —2C

Per |a scelta di esprimere la matrice € impiegando i simboli di Christoffel, vale
N=DB-2C=—-(B-20) =-NT

cioe la matrice N é addirittura antisimmetrica, per cui ancora si ha
GNGg=¢"(B-20)§=0, Vg

Quest’ultima relazione € meno generale della antisimmetria e non la implica.
La implicherebbe se e solo se B —2C non dipendesse da ¢

Dimostriamo la antisimmetriadi N
[N]ij = maj = bij — 2¢y

T

: b, | —— " 1[db;;  Oby  Obi] .
b--: - ' - i = 1_."'._ ., — — Y FE — _‘? o m
] ; E)Qk Gk Cij ; JL.QL ; 2 [(}Q}a + dq; ()q; ]‘?L

Quindi:

..j‘:b;;'_g'.z': o o : J . = _ = 3
i j Cij ;_1 [aqk dar dq, + g ](Ia { N qr

Da cui risulta evidente che

iz = — Ny = —’I’% — N=-NT



Dinamica di un braccio robotico seriale

e Equazioni di Eulero-Lagrange (coordinate ¢ indipendenti)
d OL OL N
=3 "~ Uad)=T(g,49) - Ulg)

* Energia cinetica totale & data dalla somma delle energie cinetiche dei link
T = ZT Z [m vG,ve; + wl [F 6] ws
i=1

dove si e indicato il frame solidale al link i-esimo e baricentrico con {L;}, in cui &
comodo esprimere il tensore d’inerzia del link medesimo * 7, . Dato che fino ad ora
abbiamo sempre impiegato le componenti in terna fissa {0} della velocita angolare, si
puo scrivere

i'*wi :ﬂﬁg {lwi; i;wT ) TUE{

da cui risulta:
T = ZT = —Z [mlovT Dv(, +0¢.T[OE’ ._7,(0}?; ] W;
=1

A guesto punto si possono esprimere le componenti della velocita lineare del baricentro
G; del link i-esimo e la sua velocita angolare in funzione delle variabili di giunto ¢
semplicemente impiegando i Jacobiani di posizione ed orientazione.



Velocita’' del generico link

Velocita del baricentro ed angolare del link i-esimo

ASSE ASSE
GIUNTO 1 A GIUNTO 1+1
‘L?Gé

T {L:} .
Z yew |4 % (i}
Yp x‘.. & 710, x;
o/
la, /\ PG
Ziah oy, ,’
e S 0}

Frame locale {L;}

"Ry, () ="Ri(q) R,

Comp. vel. angolare
ngz_ :DR;};D&.?{;
Legame fra velocita lineare

ed angolare e velocita ai
giunti:

{G'Uf?i = Jp, (Q)i}’

U'Wi = J, Q; ({'}}tj



Dinamica di un braccio robotico seriale

* Forma dell’energia cinetica di un braccio seriale:
n 1 7
 a g a7 0 o 7o I; 0 T70,
=) T = 2 D {mi vg, ve, +w; PR T Ry, Ywi
=1 i—1

* Velocita del baricentro del link i-esimo e la sua velocita angolare in terna fissa {0} sono
legati alle velocita dei giunti mediante opportuni Jacobiani:

0’£’Ga = Jp, (@)q
ﬂwi = Jﬂ’i (‘3){?

Dove, avendo indicato il generico Jacobiano che moltiplica l'intero vettore ¢, ma

essendo la velocita del link i-esimo dipendente solo dalle i variabili di giunto a monte,

si ha: -
Jr(q) = dry o 1dpi0f - 10 §= [t i

Jo,(@) = [do.i+++ 1do {01+ {0]

dove con D.-H.

Zi—1, prismatico . 0, prismatico
Jo; = .
zj—1, rotoidale

= |
7 {Zj—1 X (Z’Gf —}*4{?‘_1), rotoidale



Dinamica di un braccio robotico seriale

* Forma deII’energia cinetica di un braccio seriale:

n

§ § S0 T 0 g 7o l; 74 O0pRTT0,
T = T = — l?ng 'U(-;i va, + Wy [ R.g?_. jG?: sz‘] wi‘

-e—l

Ossia, in funzione delle velocita ai giunti:

n 1 . . ; 7
T = Z 1; = 2 Z {NHQTJ}T;;JF';Q +4"J5, "R T, R ] Jo.q

P

Tt

_ 1 TZ[m JE T+ JE PR T OR,]JO]

A l, .
= Sd"B@)d
dove si e definita la matrice della en. cinetica nelle variabili generalizzate
A . 0 T
Blg) =) [miJn(Q) T (q) + Jo. (@) "R (9)" Ts." Ri.(q) ]Jo,(q)‘
1=1

L’energia potenziale risulta poi

ZU (q) = ZmzHgIIh (9) = —gTZ??wG

A guesto punto abblamo tutti gli elementi per rlcavare le eq.ni del moto nella forma
standard vista in precedenza.



Manipolatore cartesiano a due bracci

dy

Consideriamo il manipolatore cartesiano a due bracci in figura it - e

: : 132
Configurazione: ¢= [ ] =[dy da]¥ TE —>
Masse: wmy,, iy, my,
| tensori d’inerzia posso anche evitare di calcolarli dal momento 20 A
che i due Jacobiani di orientazione sono nulli. In altre parole, ? g
I’energia cinetica rotazionale del sistema e nulla per questa SEE
struttura che puo solo traslare. 71
Calcolo dei Jacobiani di posizione dei baricentri dei due link.

“va, =Jp @ Jp = |0
1

0
“va, =JIpG; Jp, = |0
1

Calcolo della matrice d’inerzia B

my, 0 my, 0 my, +my, 0
B =my, Jh Jp, +my, Jp Jp, = { h } + [ " } = [ ! 0 °



Manipolatore cartesiano a due bracci

dp
Essendo la matrice d’inerzia B costante, ossia non dipende L‘
dalla configurazione ¢ . e
0 %
B= M1t M

[ 0 Mo Ty
- AL : : ey 0 A
i simboli di Christoffel sono tutti nulli e percio € =0. %,
Cio indica che in tale sistema, nella scelta di coordinate dli
effettuata, non vi sono termini centrifughi né di Coriolis. T
| contributi gravitazionali sono espressi da

i=1 i=1

. T 2 I T N 2 T
o< 5] <L (G )| -l (Sren) ] 77
q q

>
= — (Z ?mJﬂ) Og = — (m1JE g +m2dl%); %%9=[0 0 —g7

=1

che si esplicitano nel vettore

G = [ (mll + m’ﬁz)ﬁ]
0

. . . . T my, +my, 0 d]
Le eq.ni dinamiche risultano quindi: N |+
0 mi, | | d,

0

(my, + rn;j)g] _ [

™

|



Manipolatore planare RR

Consideriamo il manipolatore planare RR in figura
Configurazione: ¢=[qg1 @] =[61 8]F
Masse:

Ty, 5 Ty,

Tensori d’inerzia baricentrici e principali d’inerzia,

ossia rispetto ai frame locali {1}, {L2} dei bracci:

@00 7200
Ba,=1 0 JY 0 |5 BJea=|0 J2 0o |;
o o J2 0 o J2
Jacobiani di posizione dei baricentri dei bracci:
—15::0 .
%e, =Jpd; Jp=| LG 0|5 ve, = Jpd:
0 :0
Jacobiani di orientazione dei due bracci:
0:0
Oy = Jo, @ Jo, = |0i0]; Ywy = Jo, 4

1:i0

—a151 — 12512 i —12512
Jp, = | a1Cy +1:Ch2 i 12Ch2
0 .0
00
Jo,=10:0|;
1:1



Manipolatore planare RR A
Yo

Matrici di rotazione fra frame fisso {0} e locali {L1}, {L2}
{;‘1 —Sl 0 Cl’j: _SIZ 0
“Ri,= |8 €10 0|5 "Ry, = |58 Cpb 0[;
0 0 0 0 0 0

Tensori d’inerzia baricentrici in terna fissa {0} :

| IQcz+ st (I - IS0 0 B
0. a Iy .7 GRT _ ) ,
Jo, =" "B, Ja "By, = | ) — afysion aipcz+ 18st o /

i 0 0 J
F 2 L) I— T F 2 LA ¥ —I
J2cz + g2s2 (12— JEhs L0, 0
0. 1] Ia 0T .
Jar = "B, " Ty By, = | (72 — J2)85000 J202,+ 7982, 0
0 0 J2

Contributi alla matrice d’inerzia B(g) dei termini traslazionali e rotazionali:
E(({) — BPH + sz + HQ1 (i}’) +'Bos(q)

con

my 13 0

. - (a2 + 12 +2a41.C . , ’
.Bpl . ?R;nglJp! = [ 0 G] : .BP2 = 7?2131111;&]132 = [m},z(ﬂfl g 12 T 26 ZEC‘Z) T)?zzlg(l’g i QICE)] ;

’!’H[gz'g(lg ¥+ {1-102) 'T)’L;2Z§

T 0 S T o J2 2
Bo, = J5, Ja o, = [ ZO* 0]? Bo, = Jo, Jc,Jo, = ﬁz) (5)

z2Z




Manipolatore planare RR

Quindi la matrice d’inerzia B(g) risulta:
bii(ge) bra(go) bir(q) =J8 + J2 4 my, 12+ myy (a2 + 13 4 2a112C5);
G 2 :
B(q) = L);(é; 1}2}; ] > bi2(g2) =b2ai(g2) = 2+ my,lo(ls + a;Ca);
| bao =J2 my,l3;

Le componenti di forze d’inerzia tangenziali sono semplicemente: B(q)§
Le componenti di forze d’inerzia centrifughe e di Coriolis si calcolano come: C{q, )4

dove
ZF Z dbu " Ob;p. dbj;m—‘
ii = = Ci5 = jﬁ‘:rﬁu aqk aq‘? aqz QL

ed i simboli di Chrlstoffel sono rlcavabili per derivazione dal tensore metrico B(g)

: Ob; d&m 3?;-,%
ré ij ik |
ik = {3% T8 g ]
Dai calcoli:

I‘}l = 0: I‘}Q = F%l = h; Fég —h: con: hZ2 —my,a1l2Ss;
M=l Ti,=T%=0 TI3=0
La matrice C(g,¢) risulta quindi:

. haga  higy + ¢
C(g, ) = _ng; (fhﬂ Qz)]



Manipolatore planare RR

E’ interessante notare che il vettore di forze centrifughe e di Coriolis C{q, )4

o oa_ | hgz k(g1 +g2)| || _ |R42(241 + o)
Clo,a)i = —hq; 0 G2 —hg;
e scrivibile anche nella forma che evidenzia esplicitam. la dipendenza dai s. di Christoffel
s ,;,_":*Tl‘ N . ]{,
(0:9)d =0 NDa=0" |12y 4

ovvero in forma esplicita

[T, Tl i [0 h} ]
) [F‘I)((I)} =i d)" I3 To) [fj&] “ i )" hh [qﬁ] _ {h@z(?fh :L(i'zﬂ
I*(q) T2, T2,]| | - ~h 0] l¢2 —hgy
|| T3, T3 |0 O

Per quanto riguarda infine il vettore del contributo gravitazionale si ha:

G =— (_-ﬂ'z.-nglOg —I—-?rngg;Dg) . %= —¢g 0"

ed in forma esplicita quindi:

G = [mg,] 91 Cy +my,g(a1Cy + 32012)]
my, glaCl2

Il vettore delle coppie ai giunti risulta poi semplicemente:

= a



Manipolatore planare RR

Le eq.ni della dinamica risultano quindi:
B(@)i+Clg, )4+ Glg) =7
ovvero anche:
Bg)§+4¢'T(@)g+Glg =
LUespressione esplicita, sulla base dei termini precedentemente ricavati, risulta:

f

[J:E,l} + J}E; -+ 'T?I{llfl"} -+ my, (ﬂ% + @ -1 2-&123(_13)]{31 -+ [ },;3) -+ ??1{222({2 + {I]Cg)] Q’Q
—2my,a1laSaqida — My, a1l2S2G5 + (my, by + me,a1)gCy + my,lagCra =1

\ E 2, mi,la(ls + @ Co) |4 + []I—’) + m, 13]G + my, 01125247 + my, lagCla = 7

I

i-esima

Osservazione: 'apice nel generico simbo
eq.ne del moto. Inoltre:

& indica termini nell

o
o
O)
=5
3.
wn

—t
(@]

P

)
®

l"f.,-j, pesa l'effetto di cj;? sull’eq.ne del giunto i -esimo (termine centrifugo);

§k, pesa l'effetto di 4;4x sull’eq.ne del giunto i-esimo (termine di Coriolis).



Linearita’ nei parametri dinamici

Abbiamo visto che le eq.ni della dinamica risultano :

( [ -Q} + Jgj - m{llf + my, (&% + Z% — 2(;123(:'2)]{51 + []7(5] + g, la(ls + (11(;-’;_;)](}-_)
—2my, al2Saq1Ge — my,ailaSaqs + (my by + my,aq)gCy +my,logClrs = 74

\ [ ff} + my,la(ls + alﬁg}] g1 + [JE;)) + -m.;:,igléjg + my,a118:¢7 + my,logCro = 7
Scegliendo un opportuno insieme di parametri dinamici, ad es.

12
mo=my; w=my(lh —a); w3= Jii) +my, (I —a1)"; 75 = my,;

w6 = my,(la —a2); w7 = J32 +muy(ls — a2)

che possono essere raccolti nel vettore m= |71 72 73 75 Ta ?rf]T,

si possono riscrivere le eg.ni del moto in una forma che mette in evidenza la linearita nei
parametri dinamici m; . In generale se abbiamo n g.d.l. e p parametri dinamici
(costanti), si ottiene la forma

T=Y(¢,4,40)r, Y(¢4§0) € R, x=R"

dove Y(q, §, 4, 9) viene detto “regressore”, dipendente da g, ¢, § e dai par. geometrici &

Nell’'esempio:

- Y1 2 Yz W5 Yis  Uiv
Y =
(4,4,9) [&'21 Y22 Yoz Y25 Y26 ?J:n]



Linearita’ nei parametri dinamici

La fattorizzazione dell equazioni del moto nel vettore dei parametri scelti
T = [?r;l o Ty A5 Tg ?r7] r

porta a scrivere il regressore

- A Y11 Y12 Y13 Wi Yis W17
1 3 ¥ % a -
(¢:4:4,9) [yzl Y2 Y23 Y25 Y24 y’z?]

le cui componenti risultano esplicitamente
yi1 = aigi + a1gCh;
yi2 = 2a1G1 + gCi;
Y13 = G1;
15 = (0] 4 2610205 + a3)iy + (@120 + a3)js — 2a1a252G1 6o
- alazszfi% + @19C1 + a29C2;
y16 = (201C + 2a2)§1 + (a1Co + 2a2)da — 2a152¢1Go — 15243 + gCha;
Y17 = G1 + §2;

y21 = 0;
Yoz = 0;
y23 = 0;

yo5 = (@1a2Cs + a3)§1 + 32 + a1a25247 + az29C)2;
Yo = (a1C% + 2a2)§1 + 2asés + 15247 + gCha;
Y2r = G1 + §o;



Linearita’ nei parametri dinamici (forma per controllo adattivo)

La forma delle eq.ni del moto lineare nei parametri dinamici puo essere ricavata
scrivendo il Lagrangiano come somma dei contributi di ciascun link all’energia cinetica e
potenziale, gia in forma lineare rispetto al vettore dei parametri dinamici (p.d.), ossia:

L= i (4%, —BE,) =
i=1

dove

— . T] oy T . T. . . ) . . 10x1
Tj = [m:} m; Z(,‘?.;,; m; l(,jy m; l;_,jz Jivw digy JTizz digy  Jiys szz] cR

Br;, Bu, € R vettori che consentono di scrivere il Lagrangiano in forma lin. in #;

E’ importante osservare che essi dipendono solo dalle var. giunto/veloc. giunto a monte
rispetto al braccio a cui si riferiscono 87, = Br,(q1.--..¢;.G1.---.4;);  Bv, = Bv,(q1.--.,q;)
percio nelle eq.ni di Lagrange (dove le derivate non alterano la linearita nei p.d.)

. T (1 83T} adTJ 63 f,"j
_ s dove 1y = — —— — — + —
Z: Y™ T 0q T og | o,

siha: #i; =0, ©> 3 . Quindi la struttura delle eq.ni dinamiche col regressore risulta

.- - T -
1 K Y2 - Jln 1
72| |00 ym o Y| W

Fa

T = }r(q? ‘j.‘. ';j‘.\‘ (S).H- — . —

T T ol
Tn 0 0 " Ynnl [Tn



Identificazione off-line dei parametri dinamici

La forma delle eq.ni dinamiche nel regressore

7=Y(¢,4,4,0)7
risulta molto comoda per l'identificazione off-line dei parametri dinamici di un sistema.
Supponendo di assegnare le leggi delle coppie ai giunti 7(f) e di misurare in
corrispondenza di N istanti di tempo t1,.--,tx le g(t:),4(%:), (), (i =1,...,N), € noto
il regressore Y(t;), (i =1,...,N).

Pertanto si puo scrivere:

7(t1) Y (1) ]

7= : = ; a=Ynr, TeR"Y" Y ecR"™P gcRP*' Nn>yp
T(rt‘.v) Yv(t‘.\r)

La cui soluzione porta a determinare il vettore dei parametri dinamici incogniti come:

m=YLF

dove la Y4 = (Y¥¥V) Y7 ¢ unainversasinistradi V.

Eventuali problematiche legate alla non identificabilita di alcuni parametri dinamici a
causa di: (1) assenza del loro contributo nelle eq.ni dinamiche; (2) loro presenza in
combinazione lineare con altri; vanno identificate per ispezione diretta delle eq.ni o con
impiego della SVD di Y. In ogni caso le traiettorie debbono essere suff. ricche da
consentire valutazione accurata par. identificabili, ossia avere k2(Y) “basso”.



Metodo diretto per il calcolo della dinamica nel regressore

Data la linearita con cui i parametri dinamici (massa, momenti primi e secondi d’inerzia)
appaiono nelle eq.ni del moto, si puo senz’altro scrivere

r=Y(q,q4,G,0)m, Y R, gecR™>!

Ma come si possono scrivere le eq.ni del moto direttamente in questa forma, ossia
senza applicare le classiche eq.ni di Lagrange e procedere successivamente a raccogliere
(in qualche modo) nel regressore i coefficienti dei parametri dinamici?

'idea base e la seguente: supponiamo di avere una catena seriale di »n link e
supponiamo che per specificare le proprieta inerziali del generico link i sia necessario
un vettore 7 € R™*! dj parametri dinamici. Allora dato che il Lagrangiano
complessivo del sistema pu0 essere scritto sommando il contributo di ogni link, si puo
scrivere " n
L(g,@) = T(a.4) ~ Ug) = Y_ (T —U®) = 371

t=1 =1
Allora anche le forze d’inerzia e conservative globali possono essere scritte sommando i
contributi su ciascun link come segue

d oL oLt " [d LW aL{z) ‘ '
—_—— = — — _ Y{ Y"(_i) R“x?‘i- {zj rex1
[di’ Aq [’)q‘] Z [dﬁ GY dq } ; € ; W eR

con:Y = [y ... y®]; yeRrR™; WT:[W(HT W{n)T] s mERY r=>)"r;



Metodo diretto per il calcolo della dinamica nel regressore

Si & quindi definito il blocco di regressore Y e la porzione di parametri dinamici 7
relativi al link i-esimo come segue:

P 3 ‘ 17T
[ddﬂ:} ‘H‘”] A 1), ()

dt 3G - dyg
La forma esplicita nella energie cinetica e potenziale risulta:
+(3) +(%) (T \
E i _ T T+ 3{“‘; | a y (8 (8
dt dq dy dg

'energia cinetica del link i-esimo puo essere scritta con Koenig:
X . L1 | P
T — Tt(l.z] 4+ Tf;g = 5}72#0?!20?% + 52'-&»‘?3‘7(:2-%&0::
con: v, (velocita del baricentro e del link i-esimo nel frame fisso {0});
*w; (velocita angolare del link i-esimo nel frame di D.-H. {#});
*Je, (tensore d’inerzia baricentrico del link i-esimo con componenti in {i}).

Allora impiegando le definizioni di Jacobiani nella convenzione di D.-H. si ha:

0 . . 0 pT0.
Ve, = 205 + %w; X e, = oG+ TG X "Ripi ey w; = "R Pw;;

con: "v; = J,,¢ (velocita in terna fissa dell’origine ©; del frame di D.-H. {i});
Yw; = J,.¢ (velocita angolare in terna fissa del frame di D.-H.{i} );
"R; (matrice di rotazione fra terna fissa e terna solidale al link i-esimo);
Pic; (componentiin{i} del vettore che collega ; con ¢; )



Definizione delle quantita’ necessarie per link i-esimo

Velocita del baricentro ed angolare del link i-esimo
Wy

ASSE
GIUNTO 1 v
T Q’ =
G}
2?1-_:‘ U
b Cl.i
gy
'gi, ipf:?;
.td'i /‘
Zi1 Vi ,’
Lz, /
o }
Pi—1

A /GIUNTO 1+1

ASSE

\ A =i}
"’ x;
Di
{0}

(’Rie (Q) - nRii(Q)ng

Frame loc. baric. {¢;i}
Frame loc. di D.-H. {i}
Frame fisso {0}

Comp. vel. ang. in frame {i}
iy; = ORT Oy

Comp. di ¢ — O; in frame {i}
i({fi —O;) = Piey

Legame fra velocita lineare

ed angolare e velocita ai
giunti:

{ﬁﬂi = Ju, (‘E)Q

Gw‘i = qu. (Q)é

N.B. : stavolta il Jac. di posiz.
e proprio quello di D.-H.



Trattamento della T per derivazione in q
T(z) T(’S] 4 T‘:‘)

Applicando la definizione si ha:

5] 1 1t
Tt’; = jmflarﬂt -

—

1 : : . i : .
= 5 l:qT}r — [ngﬁ * ""Ra-pj_ e ;(T] [—fl-zﬁhf + [_-L:,li‘ x ""R;'PI .4:21]

| 5 - - R .
- gmécf [J,IJP,] — [,,(\'j S("Rip;.c. 1. ]qu — TR [I_f ST "Ripi o JS(" Ripi = ) I | G

—

y 1 .
l®) T[JTO{tzjhﬂ&T w}

rot._ 2

Da cui, sommando e manipolando un poco le espressioni:

. 1
71(2} == amtth [JS:J?JT} (j

FLi

— migt [Jf}:S(ORiPa',c,)Jw‘,} q

1 .
+ §@T [JiﬂR,‘. ( ‘Tei + ST (Pie, )S(Pie,) )ORgTJw;] q
T




zﬂ*{i)r

aq

Derivando la forma (comoda) appena calcolata e manipolandola un poco per mettere in
evidenza (a destra) i parametri dinamici di ordine zero (massa) e di ordine uno si ottiene

T
&

Calcolo del termine [

|

T
] T T { [J;f,.‘sm-) - J;f.;sulm} R} s, + JTORATOR! T

E’ importante osservare che si riesce a mettere in evidenza in modo diretto i parametri

dinamici di ordine zero ed ordine uno semplicemente manipolando in modo “classico”

le espressmm mentre non e immediato esplicitare gli elementi contenuti nel tensore di
inerzia *J; nel termine finale. Tuttavia scrivendo “J; , tensore simmetrico del 2° ordine
con espressione esplicita

J;i:::: _*I:L'y L

%‘;Tg = _ni-:gy _e}yy _i};‘}z

Sy A S

o

come prodotto interno di un tensore E del 3° ordine che ne porta le informazioni sulla
struttura ed il vettore 7-;“ con

?rg); = [j:w: jxy sz jyy jyz -}z.a]
Si scrive
ig E';rm E c R3x3x6
cosicché 'ultimo termine puo essere reso lin. in ﬂ*f;:'. { IT”B’ E“f?T Juos ‘?} o



a7 1 r
dq

Esplicitamente il tensore E € R**?*% & qualcosa rappresentabile in 2D come:

Calcolo del termine [

|

mn
1 0 (]
I 0—0) | n=1 In forma indiciale:
0 0 0 | G .
0 1 0 [$‘?£] tm ZEimn [?rg)]?l
— 11 0 0 n=2 n=1
0 0 0
0 0 1
— (0 0 0
1 0 0
E = 0 0 0]
0 1 0
0 0 0
0 0 0]
—lo 0 1
0 1 0
0 0 0]
0O 0 0| n=6
0 0 1]]




p Y11
Calcolo del termine [‘?T{ )1

dq |

Allora il termine sopra puo essere scritto come:
’H"(f] T ® z i z i
[(8,;': ] = X0 2 4 xO 7O 4 x O 70

dove si sono definite le seguenti quantita relative al link Z— esimo:

e Momenti d’inerzia di ordine zero, uno e due:

AT o - o
(g} = My, {z) = My eqs ?Té} = [va; J;i}?; Jzz Jﬁy Jyz Jzz.] :

e Quantita le cui derivate temporali contribuiscono al regressore:

X214
X-F] 2 [*fis(d‘mzé) - Ji_S(Jmé)}g;{ié

i} A .
X3 2 JT°R, E°RY J,.,4;



i T
Calcolo del termine i oT 1
dt adq

Il primo termine nelle equazioni di Lagrange puo essere scritto come segue:

[.:i @T(f*)] — X9 20 4 X020 4 X0 40

d

di O

dove i parametri dinamici sono quelli definiti in precedenza e le derivate temporali

. (i _E(’i)
e
T dt
* (%] — d:¥ %{i) .
1 dt ’
X — dxg’
d‘,ﬁ 1

possono essere calcolate in modo automatico con l'ausilio di un software di calcolo
simbolico come Mathematica o Maple.



Trattamento della 7¢) per derivazione in g

LU'energia cinetica totale del link #— esimo calcolata precedentemente, di cui ricordiamo
I'espressione esplicita

o1 T
T — émicjf [J; Jt.r.]cj
- '??Z.i(jT !JS:S(l]Rzpi.c,)sz] q
] _ . } )
-+ §qT [Ji:ﬁﬁi ( 2"_7{71. -+ W?-iST'(pi?c% );5 (pi_.ci ) )OB?+]¢U!} q
ijll
puo essere riscritta nel modo equivalente di seguito riportato che meglio si presta alla

successiva derivazione rispetto a ¢ e ne mette in evidenza la dipendenza lineare dai
parametri dinamici gia introdotti

] 1. i .
10— {i |72, ]}l
’ i T ¥ - -
+ (?T:E )) {QR*?*- T('stQ)“I'?g‘?}

+ (?Tg))T{éf}T li.fg;n.ﬁ.g EQR»EJ&:‘} Q'}




o7 1 L

Calcolo del termine [

dg |
Allora il termine sopra puo essere scritto come:
o7 ()
P;} W 2 4w 4w 70

dove si definiscono le seguenti quantita calcolabili in modo sistematico

d
A 1 3 r o4 a_‘“(Jg;J”‘)
q #-L )
Og, \V YV )]
s v [7g PR ST (Jusd) Jucd]
w2 RSt - ;
| g ["RT ST (J.0) T, d]

8{11 [(]TGR E(}RT] )]

KJTOR‘EURTJ )l

(}qn



Trattamento della U per derivazione in g

LUenergia potenziale del link i— esimo puo essere scritta esprimendo il vettore posizione
del baricentro ¢; passando attraverso 'origine del frame di D.-H. del medesimo link,
per cui si puo scrivere

U = —myg (O + R, p“,) —m;g" 'pi —mip; . "R} g

: : : : : . p;
Derivando rispetto alla configurazione ¢ e ricordandosi che J,, = SZ"
oU™ + pi (“R’ 9) v, @ __®TICRg)

= - —_— 7 — gt . 7 o\ Sk 2o
aq my g dq my ]J' 9g g Jy; T ™ 9q

da cui trasponendo

H176)
ldgq ] R OMCINPIONO

dove si sono definite le quantita calcolabili sistematicamente tramite software simbolico
7§ = —J%g;

e Bqy

Z® A _ [3(51201‘4&)]; _ !
| 4

Ban (QT()R ;)

(QT R;:)



Porzione delle equazioni di moto dipendente dal link i-esimo

Riportiamo la definizione della porzione di equazioni di Lagrange per il link i-esimo
- (2)
dor® ar® u@d1t o .. .. . ) 1 | o
e : A (@) 6 — [ @ @ .‘(z)] ()
[dt o5 9¢ | g ] A L R N

e
dove le colonne del regressore parziale per il link i-esimo ¥*¥ sono state nominate in
riferimento all’ordine dei momenti di inerzia che vanno a moltiplicare.

In base alle definizioni testé fornite ed alle elaborazioni precedenti si puo procedere ad
un calcolo diretto del regressore per il link i-esimo mediante le formule

v & X0~ w4+ 70,

) A 5@ _ g , 6.
v a2 x® w4zl

(i) & (i) (3).
Y,! £ X5 —wyY;
Il procedimento pud essere ripetuto calcolando Y%, i=1,...,n per ciascun link e
costruendo poi il regressore completo ¥ = [}”m .- -Y{’“)] giustappondendo i regressori
parziali in colonna come gia visto. In questo modo il vettore dei parametri dinamici di
ciascun link ha dimensione 10 (1+3+6) con componenti esplicite:

(i) A . (i) & . o 7 7 7 7 7 7
Ty = Mgy Ty = MiDie;s ?ré) == [Jm Joy Juz Jyy Jyz Jm];



Applicazione: calcolo della dinamica nel regressore per RR planare

Consideriamo il manipolatore planare RR in figura Y%

Configurazione: ¢=[qg1 @] =[61 8]F

Parametri dinamici:

- Link 1:
- ordine O: ?r[(-:} = my,; .
T y
_ordine 1: m" =my, [(Iy —ai) 0 0]; 77@,/ >
’ X
I » » B o ] o {0}
~ordine 2: 75 = [Jé? T T Ty T IR+ my (e —11')“’] ;
- Link 2:
: R ) .
-ordine 0: 7y~ = 1mny,;
@*

-ordine 1: my = M, [(zﬂ —az) 0 O] 3
T _ _r _ _y _
_ordine 2: w2 = [Jg} 79 12 T2 B2 J2 +my, (ag — 51)2] :

In questo caso, a causa della struttura del manipolatore, nelle equazioni della dinamica
compariranno solo le componenti in posizione (1) dei momenti primi di inerzia e le
componenti in posizione (6) dei momenti secondi di inerzia.



Applicazione: calcolo della dinamica nel regressore per RR planare

Consideriamo il manipolatore planare RR in figura Y%
Configurazione: ¢=[qg1 @] =[61 8]F

Il calcolo dei Jacobiani di posizione (veloc. lineare)

e di orientazione (veloc. angolare) dalla convenzione

di Denavit-Hartenberg porta a scrivere: T

Link 1: )
—£$131 :0] 77(J/

Yvy = T (@) Ju (@)= | aCy (0

¥

0 0]
(00

Ywy = T (@);  Jn(@) = | 010 |;
11:0 |

Link 2:
0 . —a1.51 — 2512 | —a2512
U = Jt'g(@)q; Jvs ([I] = | @101 +azC)2 a2C12
0 E 0

I
il =i
el = ]

Owe = Juy(9)g5  Jun(q) = | O };



Applicazione: calcolo della dinamica nel regressore per RR planare

Consideriamo il manipolatore planare RR in figura Y%

Configurazione: ¢=[qg1 @] =[61 8]F

Le matrici di orientazione per i due link sono:

Link 1:
¢, =8 0 =

"Ri(g)=| & €1 0; A
0 0 1

Link 2:

o Ciz2 —512 0

Ra(g)=| Si2 Ciz2 0|;
0 0 1




Applicazione: calcolo della dinamica nel regressore per RR planare
Calcolo delle quantita che contribuiscono alla porzione di regressore relat. a link 1 ¥ :

-Termini da: d; 9,7

P . 2
X =[] i =[],

Xi‘l} _ -Zﬁjq‘;’l 0 0:|} Xlu;‘( _ [2ﬁ1§1 0 [}],

0 0 0 0 0 0
v _[00 000 @] m_[0000 0 g
2 00 0 0 0 0 2 0 00 0 0 0}
- Termini da: 8,7V
1 _ |0] . -1 _ |00 0] - _ |00 0 0 0 0,
Wa _H’ ”i_[{)on’ W2"=10 0 0 0 0 of

- Termini da: 8,U"

_gél} — a’lﬁ?}{jll ,

0 0 0

ZW = [9Cy  —g5 0};



Applicazione: calcolo della dinamica nel regressore per RR planare

Blocco di regressore relativo a link1 Y ®;

/ - [ . C? 7

Yltl) é Jx'fl(l) . ujl[l} 1 Zil} _

(gCy +2a15y  —gS1 0]
0 0 0f°’

(1) A (1) (y (00 0 0 0 ¢,
Yz =X =Wy [[JDGG()()

Il blocco di regressore relativo al link 1 ¥ risulta quindi:
1) _ [y (1) )
Yy =1y vt oy ]
_ [ai(gCr +aigi) ¢gCr+2aG —¢Si 0 0 0 0 0 0 G,
0 0 O 0 0 0 000 0|

Una versione ridotta (reduced) in cui vengono selezionate solo le colonne non nulle o
che moltiplicano solo elementi non nulli del vettore dei parametri dinamici risulta:

_y((1,2,10) = [al(gCl +a1g) 9Ci+ 201G fh} ;

(1)
yvled

0 0 0
I corrispondente vettore dei par. din. ridotto risulta:

1(u}1 =7'V(1,2, 10) > [mzl my, (hh —a1) Y+, (@ —31}2];



Applicazione: calcolo della dinamica nel regressore per RR planare

Calcolo delle quantita che contribuiscono alla porzione di regressore relat. a link 2 ¥ :

-Termini da: d; 8,7®

(0t + a3 + 200:00)01 +as(a> + o)) . 3@ _ 4 402
a-g[[ﬂ,g + QICZ)Ql + angl ! 0 gy

B F2(ag +a1C2)G + (22 + a1 Co)e —a1.52(2¢1 + =) C‘] . ox@ _ ] ¥ (2).
1 = ¢ |

{2(!;‘2 + (MCQJQH + 2as¢0 —aSaq 0]’

3

oo 0o o0o0 ql+c};-,,], X-(z}_[ﬁ 0 0 0 0 G+
2

000 00 0 G+ 0000 0 Gi4d)

- Termini da: 8,7%%

72) _
W =
w? =

2
Wi =

0
| —a1a252G1 (g1 + Qz)] 'g
[ 0 0 0]
|—a152q1(q1 + ¢2) —a;Cagi(gr +q2) 0f°

0 0 0 0 0 0]
00 0 0 0 0f

- Termini da: 8,U®
@ _ |9{a1Cy + a2C12) ]| 2 _ |9C1z —g512 0]
Z® = Z® =

3

gazCia gCiz —gSi12 0]’



Applicazione: calcolo della dinamica nel regressore per RR planare

Blocco di regressore relativo al link2 Y® :

(2} A
v 2 X
g(a,Cy + asCr2) — 2a1a252q1Go — 01025245 + (a3 + a3 + 2a1a2C2)G; + az(az + a;Co) @

2wz

az(gC12 + a1.5247 + (a2 + a1C2)h + aziz)

I

y® Ax® @ g0 [Y{z 'y v®@) v® (3)] :
-Y(2) (1) _ —9012 — 2(5152(}1@2 — 5262 + 2(&-2 + a; C‘Z)Ql + (2&2 — [Llcg]('jz .
! i gC12 + 15247 + (2a2 + a1Ch) i1 + 2a2d> ’
1v@(2) = (—9S12 — a1C2G2(241 + ¢2) — a152(261 + )| |
! i —gS12 + a1C245 — a1 524, "
(2 0]
_Yl )(3) - _0] :
A 3@ e _ [0 0 0 0 0 4+ QQ:| ;

0 0 0 0 0 ¢g:+4»

Da cui risulta comodo selezionare colonne non nulle/ che moltipl. elem. non nulli di #®
Y 3)(1,2,10);

Yy —

Il corrispondente vettore dei parametri dinamici risulta:

T
(2)" _
ﬁ-red -

: T | |
73 (1,2, 10) = [ng my, (s — as) J2 4 my, (as — lz)‘g] :




Applicazione: calcolo della dinamica nel regressore per RR planare

La dinamica del sistema completo risulta quindi descritta dalle eq.ni:
W @] [T| [
[?red Yied 22T
red

In accordo con le espressioni della trasparenza 44 di questa pres. ed i risultati in
Sciavicco-Siciliano, pp. 156-157.

| risultati dei calcoli qui riportati sono stati sviluppati in modo automatico mediante uno
script in linguaggio Mathematica.



