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Catene cinematiche chiuse - esempi

* Bracci con strutture cinematiche miste

Multifingered
hand with rolling =~

Cooperating arms
contact



Catene cinematiche chiuse - esempi

* Bracci con sostegno

* Veicoli su gambe

Walking robot

Caratteristiche principali:

- le configurazioni dei giunti non possono essere assegnate arbitrariamente — esistono
vincoli che esprimono chiusura della catena cinematica;
- tipicamente, non tutti i giunti sono attuati né tutti sono sensorizzati



Configurazione e configurazione minima

Si dice variabile di configurazione, o brevemente configurazione, di un sistema
meccanico parallelo con corpi rigidi una n—pla g € R™ di grandezze sufficienti ad
individuare univocamente posizione ed orientazione di tutti i corpi che lo compongono.

Una configurazione si dice minima se non esiste alcun insieme composto da un numero
inferiore di grandezze scalari che sia una configurazione. Il numero m di variabili
strettamente necessario a determinare tutte le posiz./orientazioni del sistema si dice
numero di configurazioni indipendenti o gradi di liberta.

'insieme dei valori ammissibili per le variabili di configurazione g € R™ e dunque un
sottoinsieme di dimensione m nello spazio R".
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Calcolo della dimensione della configurazione minima

Il calcolo della dimensione 7 della configurazione minima di un sistema meccanico
tenendo conto dei gradi di vincolo imposti dai giunti che collegano i corpi rigidi puo
essere effettuato mediante le formule di Griibler.

Per sistemi 2D: m > 3b—2(p+ 1)
Per sistemi 3D: m > 6b—5(p+7) — 3s

dove: & no. di corpirigidi (escluso il telaio o base) - bodies;
P no. di coppie prismatiche (prismatic joints);
r no. di coppie rotoidali (revolute joints);
s no. di coppie sferiche (ball-in-socket).

Generalmente vale il segno di uguaglianza, eccettuato configurazioni appartenenti a
sottoinsiemi di misura nulla nello spazio delle configurazione che corrispondono a
configurazioni singolari: ecco perché a rigore si impiegail = .

Generalmente, per motivi di economia, i meccanismi hanno spesso un numero di giunti
attuati na e sensorizzati ns pariad m, ossia: ng =ng=m.

Se poi: n4 > m si ha ridondanza di attuatori (vale analogo per i sensori)
na < m il sistema e sottoattuato.



Geometria delle catene chiuse

Come nel caso delle catene seriali, individuiamo un elemento di riferimento che
chiameremo convenzionalmente end-effector (o coupler) che, una volta rimosso, riduce
il sistema ad un insieme N di catene cinematiche seriali (catena chiusa semplice).

e configurazioni dell’end-effector espresse da « € SE(3) , dove la parametrizzazione
locale di SE(3) sara da scegliere secondo opportunita;
» configurazione dei giunti g € R™ .

Notachele g=[gf ... g%]* conle @ € R™ e numero totale dato da:

N
N=01+N+- ---+n0pn =Z'H¢;

i=1

gamba N T € SE(3)

End-effector

gamba, 1 an




Geometria delle catene chiuse

Spesso converra anche partizionare le coordinate ai giunti non tanto sulla base della

gamba a cui si riferiscono ma piuttosto in base al fatto che sono attuate o meno,
sensorizzate o meno.

Dunque possiamo distinguerle in:

ga € R", g4 = Sag;
dA € R"A, da = SAQ

dove n4 +nz =mnelematrici S5 e R"4*" e Sz € R"A*™ hanno elementi € {0,1}.
La matrice a blocchi

S — [SA] E R?!Xﬂ-

e una matrice di permutazione. Analogamente con 7s +ng =n si ha:

gs € Rﬂ::i s = SSQ; Sq € R7sXn
g € R™5, Jg = S‘;,g SE c Rrsxn



Equazioni di chiusura della catene cinematiche

Per scrivere le equazioni di chiusura della catena cinematica si opera come segue:

1)

2)

3)

4)

Per rappresentare le configurazioni del sistema si introduce una n—pla g @ C R"
di valori delle coordinate di giunto delle N gambe del parallelo. Tali coords possono
essere angoli per giunti R, ed elongazioni per giunti P.

Per rappresentare la postura dell’end-effector si introduce una parametrizzazione
locale z € SE(3) a cui e associata, rispetto ad un opportuno riferimento, la matrice

omogenea :
Te(x) = [Rg(x}pg(:z:)-‘
0 + 1 j
Si apre la catena cinematica effettuando un numero di “tagli” su e.-e. sufficienti per
svincolare I'end-effector dalle gambe e si associa alla sezione di taglio pensata
appartendente a ciascuna gamba, la cui configurazione e descritta dal sottoinsieme di
variabili di giunto ¢; € R™ la matrice

____________________

Si costruiscono le matrici Ti(z) = Tr(x)”T; che esprimono la trasformazione che in
funzione di « esprime la postura della sezione in cui e stato effettuato il taglio
pensata appartenente all'end-effector. Le #7;, i =1,..., N sono costanti.



Equazioni di chiusura della catene cinematiche

5) Ivincoli rimossi coni N tagli vengono ripristinati imponendo un vincolo di
solidarieta fra le due parti dello stesso corpo rigido mediante le 6 N eq.ni

Ti(¢:) ="Ti(z), i=1,...,N

Te(x) postura frame di riferimento su e.-e.
Ti(x) Te(x) postura frame di riferimento su sezione
del taglio solidale all’e.-e.

Ti(g:)

Ti(¢;) postura frame di riferimento su sezione
del taglio solidale alla gamba i-esima

ET: . Ti(x) = Te(x)®T: postura del frame di
riferimento sulla sezione del taglio
rispetto al frame sull’e.-e.

N.B. sono trasformazioni costanti
ed in terna e.-e.




Tagli in corrispondenza dei giunti fra gambe ed e.-e.
Se i tagli che svincolano I'end-effector dalle N gambe vengono operati in
corrispondenza dei giunti che li collegano, si opera come segue:

* se il giunto e sferico, si dovra imporre solo che:
Te(x)

n:(q;) = p;(ax) 3 eq.ni scalari indip. ,
P&(%) ‘Pﬁ( ) | P ﬂ(t)
* se il giunto & rotoidale R, si dovra imporre che Ti(q:)
L
pi(g:) = pi(z) Y v

zi(g;) = zi(x) tot. b eq.ni scalari indip.

b
se I'asse del giunto coincideva con il terzo asse.

* se il giunto e prismatico P ed ha asse coincidente ‘f}
con il terzo asse dei due frames, si dovra imporre che

R.i((]g) = R.;;(.T.)
(pi(gi) — pi(x))" @i = (p(g:) — pi(x)) "y = 0 tot. 5 eq.ni scalari indip.
Osservazione: con tagli sui giunti il vettore ¢; non contiene le variabili che esprimono la

postura della sezione dell’e.-e. rispetto alla gamba i-esima. Le equazioni che si scrivono in
guesto caso contengono percio meno variabili e sono percio meno complesse.



Cinematica diretta

Il problema geometrico diretto per i sistemi in catena chiusa ha la formulazione:

A: Qs — SE(3)
gs — A(g) = z € SE(3)

dove 25 e l'insieme dei valori che possono essere assunti dalle configurazioni dei giunti
sensorizzati.

* Nel caso in cui fosse ¢ = Qs , ossia si disponesse di sensori su ogni giunto, o anche nel
caso in cui anche solo una delle gambe avesse tutti i suoi giunti sensorizzati (anche
qguello che la collega all’e.-e.), il problema cinematico diretto si esaurirebbe nello scrivere
la cin. diretta T;(g;) per la gamba i-esima e ricavare mediante prodotto di matrici note:

Ti(q) =TTy — Te = Ti(@)("T) " — =2

* Nel caso (usuale) in cui nessuna delle gambe € completamente sensorizzata, il pb cin.
diretto e difficile poiché occorre determinare oltre che la postura incognita z dell’e.-e.,
anche i valori delle variabili non sensorizzate gs. Cio significa risolvere (nel caso di
vincoli di solidarieta) il sistema

Ti(gs,q3) — Ti(z) =0, i=1,...,N

che risulta di 6N equazioni nelle 6 +n — ng . Risolubile se 6 + (n — ng) = 6N.
Natura equazioni: trigonometrica, non lineare. No semplificazioni, no metodi sistematici.



Cinematica inversa
Il problema geometrico inverso per i sistemi in catena chiusa ha la formulazione:

,;t . SE(3) —}QA
rr—}ﬂ(r) =qE€Qa

dove @4 e l'insieme dei valori che possono essere assunti dalle configurazioni dei giunti
attuati.

* Per un manipolatore in catena chiusa e equivalente ad N problemi cinematici inversi
disaccoppiati, uno per ciascuna gamba. In pratica, data la postura dell’end-effector Tg(x),
e nota anche quella del sistema di riferimento terminale dove si e operato il taglio,
mediante la relazione:

Ti(z) = Tp(x)ET;

A guesto punto il calcolo delle variabili di giunto della gamba i-esima, sia attuati che non, e
effettuabile risolvendo in (ga,,94.) (attuate e non della gamba i-esima)

Ti(qa;,q1,) = Tilz)

Quindi si ricavano contemporaneamente anche i valori delle variabili di giunto non attuate
Osservazione: poiché, tipicamente, le gambe di un parallelo sono meccanismi seriali
semplici, la cinematica inversa di un manipolatore parallelo € generalmente di facile
soluzione.



Esempio: manipolatore parallelo planare RPRRR

Studiamo la cinematica diretta ed inversa di questo manipolatore

\

Tu() ¢,
73
Ve

10t

Configurazioni del sistema: ¢=1[01 ¢ 93 @ q;;]T, n==~,
Configurazione minima: con Grubler: m>3-4—-2-5=2

Sisceglie: ng =ng=m =2

In particolare i giunti attuati e sensorizzati sono: g4 = gs = [g2 g5]”
Quelli non attuati né sensorizzati sono: ¢i =495 = [g1 93 @]*

Tra l'altro: 01000 1000 0
Sa=Ss = [ﬂ 00 0 1] S5z7=85=1(0 0 1 0
0 0 0 1

Config. end-effector: = = (zg,yr,0r)

0
0



Effettuiamo due tagli sull'e.-e. e imponiamo vincoli di solidarieta’

{0}
P d-effector:
er end-effector Ti(z) Te(z)  1y(2) _
w ———————————— 165
[ P
T i
_ o _COF- —Sgp rp — (IIC{}P
Ay = |2 [ 0 Ti(x) = Tp(@)"T1 = | Sop Cog :ys — 150c
0 1 | 0 0 1
i a9 ) _ _C’rﬂr:: 'S@F: rEg + G*QCQE
B, = |12} [0] R.(m) Ty(x) = Tp(@)"Te = | —Sor —Cop | yn + @250,
01T ] 0 0 1




Effettuiamo due tagli sull'e.-e. e imponiamo vincoli di solidarieta’

10}

Per la prima gamba:

10}

Ti(g) = Roq1)Te(q2)R2(g3) = | Si3 Chs 5:(1231

_________________________



Effettuiamo due tagli sull'e.-e. e imponiamo vincoli di solidarieta’

10}

Per la seconda gamba:

- D

{0}

________________________________

Css —Ss5 D + 1205
To(q) = To(D)R.(g5)Tx(l2)R.(qs) = | Su5 Cas ¢ 1255



Imposizione dei vincoli di solidarieta’

Si traduce nel richiedere che le seguenti equazioni di vincolo siano verificate:

Prima gamba: Seconda gamba:

T1(q) =T1(z) Ta(g) = Ta(x)
@1+ g3 ="0g Gu+qg=0g+n
zp — a1Cey = q2C4, rE +a2Cy, = D+ 10y,
yE — 188 = G254, YE + 0259, = l2Sg,

Notare che per cinematica inversa tali sistemi di eq.ni sono disaccoppiati.



Soluzione della cinematica inversa prima gamba

Cinematica inversa: calcolo delle variabili di giunto prima gamba.

q1+aqs =0
T — a1Cey = 2C4,
Yr — 159, = q2.5¢,
Si qguadra e somma (2) e (3):

¥ : -+ 371/2
@2 = [(z5 — a1Co.)” + (xE — a150,)”] 20

Ancora da (2) e (3):

O — TE — al(,'.?'gE ] g — e — (‘11895
g1 q2 ’ g1 q2
¢ = atan2(y, x) = atan2(yg — a1.S¢,. xr — a1Co; )

Poi da (1):

g3 =0 —q

Dungue per la prima gamba:

ga, = q2; 44, =@ @s)"



Soluzione della cinematica inversa seconda gamba

Cinematica inversa: calcolo delle variabili di giunto seconda gamba.

ga+qgs =0p+=
zE + 620, = D+ 1,0,
YE + @250, = 525'@5

Come prima da (2) e (3):

g5 = atan2(y, x) = atan2(yg + a2Sp,., g + a2Cp, — D)
Poi da (1):

u=0g+m—qgs
Dunque per la seconda gamba:

dA, =95, 44, — ¢



Soluzione della cinematica diretta

Il problema e questo: noti i valori della variabili sensorizzate che nel nostro caso

abbiamo scelto essere gs = g4 = [g2 Q'[;]T, vogliamo determinare la postura
dell'end-effector = =[xz ye @£]%.

In realta questo non puo essere effettuato se non passando attraverso il calcolo anche
delle gz =[g1 g3 q,i]?, dato che non c’e modo di disaccoppiare il sistema, che

risulta pertanto essere:

(g1 +q3 =0

rp —01Cy, = @Cy, — x2p=a1Ch, + 20,

yr —a15¢, = q254, —  Yr = @15, + 25,

ga +qs =06+

zp+aCy, =D+ 1C,, — zp=D+01C, —aCy,
\yr +a2Sp, =125, —  yp = —a2Sp; + 1S,

g

Si procede eguagliando le gz, ¥ nelle (2), (5) e nelle (3), (6), si puo scrivere (a = a; + a3)

Quadrando e sommando si ha:

qg + a’ + 2aqo (.C‘j"l CBJ-_: + th 391-:) = D* + I% + QDZQC%



Soluzione della cinematica diretta
Riconoscendo che: €y, Cyp + 54,50 = Cloz—q,) = Cge allora si puo scrivere:

@3 + a® + 2aq2C,, = D? + 13 +2D1,C,,
da cui ancora (gg # 0) :

D? + 13 — a® — g3 + 2DI>C
43 = Q?3{‘32ﬁ QES) = + arccos - 92 2Cgs

2aq
Definendo poi:

Ly = @2C4, + aClg 44,y = D + 12Cy = noto
Ly = q28q, + a(gy +q5) = l25¢; = 10t0O
Come per la soluzione della cin. inv. planare a due bracci (gamba 1):

_ (g2 +aCy; )Ly — aSg, Ls

S L2+ 1.2
C, — (g2 + a(j;r; ) ixz-: aSg, Ly
T My
ovvero:

q1 = atan2(Sy,,Cy, )



Soluzione della cinematica diretta

Quindi si calcolano gli angoli rimanenti mediante le:
Or =q + g3
gr=0p+m7— g5
Rimangono solo le coordinate dell’origine della terna Te(z) che risultano:
zp = @2Cq + a1Ch;
YE = g29g, + @15,

Il fatto che per la cinematica diretta si ottengono due soluzioni in g3 e quindi in ¢ si
esprime in termini grafici nelle due situazioni possibili:

Note gs =[g2 ¢s]7 sono su una o sull’altra a seconda della posizione da cui parto.
2 TE(:I:)




Singolarita’

Attenzione al fatto che seil Cg, =1 o 4 = —1 le soluzioni che si ottengono, in

ciascun caso, sono coincidenti si riferiscono alla medesima configurazione.
Queste configurazioni vengono dette singolari.
Ad es.se Cy =1, si hache gz =0 il che comporta che

(g2 +a)? = D? + 12+ 2DI,C,,

ossia I'end-effector e la prima gamba sono allineati e distesi (1 sola soluzione)

{0}

Se invece Cy, = —1, si hache g3 =m che corrisponde che end-effector e prima
gamba sono allineati ma ripiegati I'uno sull’altra (1 sola soluzione)




Condizione per permanere in singolarita’
E’ interessante notare che ad es. per il primo caso ¢z =0 |'equazione implicita
(g2 + a)® = D? + 12 4+ 2D1,C,,

definisce un legame funzionale fra le variabili g4 = [g2 ¢s]* per rimanere in
singolarita, ossia

f(%ﬁgﬁ) =0

Percio se cambio ¢z esiste un modo per cambiare ¢s e rimanere in singolarita.

10}

Un ragionamento analogo puo essere sviluppato per I'altra condizione di singolarita.

Osservazione: si puo passare da un insieme di soluzioni ad un altro (nel caso in cui
non sono in singolarita) soltanto attraversando una singolarita. Vedi dopo.



Determinazione delle configurazioni singolari

a=a) + a2

O

10}
Scrivendo le equazioni di chiusura della catena cinematica, supponendo di aver
effettuato i tagli sui giunti R che collegano le gambe all’end-effector, si arriva a
scrivere le seguenti eq.ni di vincolo: QA+ AB=0,0,+ ;B

V(Q’Sf i;‘g) _ qval -+ ("C(f}l-l-qg] — D — ZQC%} _ |:0]

G25¢, + aS(qy4+q4) — 12545 0

dove abbiamo ridefinito le g5 =[a1  @3)* e mantenutole ¢s = [g2 gs]*

Con questa scrittura si vuol evidenziare che le gs, gz sono implicitamente vincolate
dalle due equazioni di chiusura. Le gs sono note, le gs sono incognite.
Supponiamo nota una soluzione (q{;,;, g%) tale che V(gs, ¢3) =0.

Quando per valori di gs vicinia gs e possibile determinare univocamente una
soluzione per ¢s, vicinaa gg ?

Strumento: teorema della funzione implicita o di Dini.

(Ulisse Dini, illustre matematico, primo preside Fac. Ing. UniPi 1913)



Teorema della funzione implicita o di Dini (in piu’ variabili)

Sia f:R™™ — R™ una funzione vettoriale derivabile con continuita e supponiamo
che R™™ abbia coordinate (z1,.--,%n, ¥1,---,¥m) = (x,y) . Sia cioé = € R® y € R™
Sia (2°,%°) un puntoin cui f(z°,4%) =0

Allora, se il Jacobiano

J (J‘ 1 U) 5 §f eRmx*m
O |20 o)

& invertibile, esiste un aperto U7 C R™ contenente z” ed un aperto V ¢ R™
contenente %" ed una funzione derivabile g¢:U — V tale che

1z g(2))t = {(z,9) : flz,y) =0;N (U x V)

Cio significa che la f.ne implicita definisce una dipendenza funzionale ¥ =g(x) in U xV
In particolare poi, potendosi scrivere f(z,y(x)) =0, derivando rispetto ad = :

Df(x.y(@)) _ Of , 0f 9y (¢ f) of
Dz - Oxr Oy ox oy o

Osserva:

=0

¥ 5

@ LXK, ﬁ XL, ﬁ M X7
&Eelﬁ : @yER : amER



Analisi delle singolarita’ RPRRR con teorema di Dini

Nel caso in esame V :R%H2 _, R2

- @ 2Cq, +aCgy1q,) — D — 12C __] ]:0]
'L s Jg) = di q1T4as3 gs. | _ .
(4s,45) [ q25q, + aS(g,+q5) — 12545 0

con (gs,q5) = ((92,45), (q1,494)) .
Allora le variabili di giunto non sensorizzate risultano funzione di quelle sensorizzate
se e invertibile il Jacobiano:

oV gs,qs
Jv(gs.az) = E,;g; as)

Che equivale alla condizione che det(Jv(gsg,q5)) #0 .
In questa ipotesi tra I'altro si puo ottenere:

i — 'S & i — L — i— — T 7 l_q b j ;—
dgs dgs 045 Jgs dgs (gs.95) ‘ i dqs (gs.95)

Nel nostro caso esplicitamente:

W1, Vi, =q=7S = (I,S( Ly —aS ,
T lae. ae) — "1 a3 | _ 29y P(q1+gs) (g1+43)
1 (Qb, {S) [VE*Q1 "E'QJ [Q‘Zqu + a'("(m +43) a'cf‘h +4g3)

det(Jy(gs.q5)) = aq2S,, =0 <= @3=0 V gz =

Configurazioni singolari viste precedentemente. In queste config. la conoscenza delle
variabili di giunto sensorizzate non ci permette di conoscere le ¢35 .



Descrizione grafica soluzioni RPRRR

q1- (*3'3; 44)

y
g=0__
dim < 2

72

soluzioni multiple—-~
della cin. diretta =~

Si noti che, al di fuori della singolarita, soluzioni che appartengono ad una delle due varieta
possibili rimangono per continuita sulla stessa varieta per “piccole” variazioni dei ¢s . Si puo
disambiguare la cinematica diretta se si conosce il valore iniziale di (g, ¥z, 0 ) .

Questo vale localmente ma non ovunque! Se la configurazione ¢ raggiunge una singolarita, il
sistema puo cambiare varieta. Es. percorso da S ad E.
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Cinematica differenziale delle catene chiuse

Consideriamo di nuovo un sistema in catena chiusa scomposto secondo il metodo
precedentemente visto. In particolare supponiamo di effettuate dei tagli sui giunti fra le
N gambe e I'end-effector.

ba N ,
End-effector samba Ta(ﬁ}
Ti(g:)
= X
% 42

Stavolta pero cerchiamo di ripristinare i vincoli rimossi al livello di velocita generalizzate.
In pratica si calcolano i twist delle terne T;(x) solidali all’end-effector ed i twist delle
terne 7;(g:) solidali alle gambe e si scrive una equazione di congruenza del “twist
relativo” sulla base della tipologia del vincolo rimosso.

Vediamo in dettaglio come si opera.



Velocita’' generalizzate delle gambe

Te(z)
Il twist della terna i-esima {#(¢)} di origine P;
solidale alla gamba i-esima é scrivibile
semplicemente considerando la gamba
come un comune robot seriale.
Il twist &;(g;) € R™ (con polo F;) vale quindi: %
Up, : . {0}
ila) = [w} =Jil@)s  Ji(g) e R™*™ }»

Se si definisce un vettore globale £(g) dei twist di tutte le gambe del parallelo
giustapponendo in colonna i twist di ogni gamba, si puo scrivere:

[ i) | | Srla) i Omxnid oo Oy | T g,

N B I D S R S S L a g
5((]) = __??‘-_(_gi_)___ = Onz.xn; e JI(QZ) : 0'???.)(?2-;\6 ((2 - J{Q)q
) I ey v oo sy o)

N



Equilibrio di ogni gamba

Se ogni gamba del manipolatore parallelo viene

riguardata come un classico manipolatore seriale,
il bilancio fra forza generalizzata w; trasmessa
attraverso il giunto gamba/e.-e. e le coppie

ai giunti della rispettiva gamba & descritto da:

T = Jf(?i)‘%ﬂi

Semplicemente giustapponendo le coppie ai giunti

su tutte le gambe si puo scrivere:

7= J(q)w

In forma espansa si ha:

T

_ - Jl (QI): :Onlx:rn ! _0n1><m
__71_ R H T R
A BT D Diattniataar dhestet asaionsttn sibians Mttty

T = 1 = T

TT' - On-f xm ] 7 (qi) U-n.,j X
| TN ) |t e -T- -------

O-n;,, X On"\ X :JN(Q\

11

J(g)"w

.}’T({}) e Enx(ﬁﬂz)



Velocita’' generalizzate dei p.ti di collegamento su e.-e.

T : : ) , E
Consideriamo adesso di descrivere |'atto di moto della {i(x)} L
piattaforma introducendo il twist della terna {E}, ossia &g(z) . o 7

Per calcolare il twist del punto F; basta trasformare la velocita ]
lineare (componenti in terna fissa):

£ . |:'”E ] {‘L‘)pe = v +WEg X EP.E: = Vg — EP@ X WE =VEg — Eﬁgwg
> =

W; = Wg I {D}

Dunque in modo compatto:
, P, I3 —Ep; 5 _

Allora, se si definisce un vettore globale &(x) ottenuto giustapponendo i twist dei punti F;
della piattaforma in cui le gambe sono ad essa collegate mediante i giusti rimossi, si puo
scrivere:

a@ | 1By "By ]
02 67| - 2| a2 pa 52 |5 emomen
| L .




Equilibrio globale della piattaforma

w;
Se in corrispondenza del giunto i-esimo viene
esercitata una forza generalizzata w; dove: p L+
Fp, /
s Mp,
T3
I'effetto riportato all’origine della terna {£} &
semplicemente la riduzione al polo E, ossia: ﬂ
e ][] [ } _ G
YE T\ Mp, ¥ gpiFp, | T | epiils| | Mp, |~ et

Si definisce cosi la matrice:

a |43 03 T
Gi = I:Ej;iifg:l’ Gi= B
Inoltre dalla riduzione delle forze generalizzate di tutte le gambe sull’end-effector si ha:
N N un
wg :Zuﬂgi :ZG;wi = [G1 G\] : 2 Gw
=1 =1 T
wy

La matrice G = B viene detta matrice di “grasp” (presa) dalla letteratura sulla presa
con mani robotiche. Piattaforma=oggetto afferrato, gambe=dita della mano.



Ripristino dei vincoli sui giunti

| vincoli fra le gambe e la piattaforma, rimossi mediante gli N tagli effettuati, vengono
ripristinati vincolando il twist relativo fra piattaforma e gamba.

Se si introduce per l'i-esimo giunto la matrice ; la cui immagine coincide con il
sottospazio della velocita generalizzata relativa permessa dal vincolo i-esimo, si scrive

i(z) — &ilq:) € R(F)
\ . | - Sil:) &(x)
In realta, dal punto di vista computazionale, € piu '
comodo introdurre una matrice H; il cui spazio . Tfﬁ(‘*ﬂ]

g

nullo coincide con I'immagine di F; , ossia per cui: F VP,
N(H{)ER(F%) %HgF'Eﬂ i

In questo modo, la richiesta precedente equivale alla 10}

richiesta che q }

&i(x) — &ilqi) € N(H;)
Perché si abbia fI; F; =0 , deve essere:
R(HF) = N(H;)* = R(F)*
Inoltre, anche per la matrice F;: R(F;)* = N(F) , da cui

R(H) =N(F) — IH; = (N(fff))T es. su MATLAB H; = null(F))’



Ripristino dei vincoli sui giunti

Di conseguenza, piu che imporre la direzione permessa del twist relativo, si richiede che
si annullino le componenti nelle direzioni impedite. Quindi:

Hi(&i(x) — &) =0

Ma date le relazioni &i(g:) = Ji(g:)d: e &ilx) =G ér &ilg:) &i(x)
si ottiene la forma piu espressiva: Té,;(a:)
. . L 2 P‘fa f}"_’) :
Hi(Ji(qi)gs — G €g) =0 -t
Ossia anche: %

[Heisé —Higg‘] [g;] = ﬂ 10}

Se consideriamo che la generica matrice di vincolo Ii; € R%*™

impone I'annullarsi di ¢; < m componenti del twist

relativo, si puo condensare il ripristino dei vincoli su tutti i giunti introducendo la
matrice diagonale a blocchi

H  R* (N}

7t
dove: £:=E Ci
i=1



Ripristino dei vincoli sui giunti

In modo esplicito la matrice globale H € R**¥m™) risylta:

[~ 1 ] ] ]
Hy ﬁc-_]_xm"'" {}clxm
N -
H =
U{,; XK Hi ﬂa:,g, X¥r
ﬁc,w?tim OCNXm““ HN i

Dunque, essendo J{g) € RWmxn G ¢ RINm)Xm i hoss0n0 condensare le relazioni
vincolari fornite dai giunti di collegamento fra tutte le gambe e I'end-effector nella forma:

Le soluzioni della cinematica differenziale in termini di velocita ai giunti ¢ delle gambe
del parallelo e di twist &g dell’end-effector sono quelle che stanno nello spazio nullo
della matrice di vincolo, ossia

: | é
[f e un atto di moto possibile se e solo se [HJE i v‘r] !] — 0,
SE C i
con [HJE —HG‘T] € Rex(ntm)



Tipologie di vincolo (1)
Riportiamo le espressioni di F; e della corrispondente II; per varie tipologie di vincolo.

Tipologia

Schema

Base twist relativo (cols)

Base wrench (rows)

Giunto sferico
(ball-in-socket)

_______________________

0 (10050 0 0]
Giunto 0 0 D10:0 0 0
rotoidale Fy= [?&l e I = ggé_ﬁ ...... 0 g

(revolute) n Ty ity B
(00 0i—n, 0 n,

| #iz T I
z; [—n, ne 00 00
Giunto n] _ |n, —ne 0 n 000
prismatico B=16= % Hi= "0 0 0100
(prismatic) 0 L o 1o
0 0 0:001

n | 0 ]
Solidarieta F;=0eR"° H; = Igxe




Tipologie di vincolo (2)

Per certi tipi di vincolo tipo contatto dita/oggetto puo essere comodo esprimere
la base del twist relativo permesso, ovvero del wrench esercitabile dal vincolo, in terna
locale {i(g)} e poi riportarla in componenti in terna base {0} come gia visto.

Tipologia Schema Base twist relativo (cols) Base wrench (rows)
1:0:i0 0 07
o T 0i1i0 0 0
rictionless ! o i 0:0:i0 0 0 P gy !
ot eonsct | T F=\gioiroo| | HTl00t000]
o 0i0i0 1 0
T 0:0:0 0 1]
0:0:07
Point contact . g g g 113009_0
with friction = ERN) "Hi= 101 0:000
010 001:000
0i0i1
_g g_ 100000
Soft-finger _ 00 ig. — (010000
‘F= | jio ‘Tlootiooo
051 000:001
L0:0




Espressione della matrice di vincolo nel frame di base

Se per comodita si sceglie di esprimere la matrice di vincolo nel frame locale {i(g)},
ossia si e scritto la “H;, si puo procedere a determinare la versione nel frame di base {0}
mediante la seguente scittura:

iyy. ig:-{"} =0

T 5§

Ma dato che le coordinate dei twist (con stesso polo) si trasformano secondo la legge:

€ = M("Ro,0)°€”,  M('Ry,0) =

.............

Allora si puo riscrivere:
“H; M(“R,,0) %™ =0
Da cui, definendo la  “H; 2 *H; M(*Ry,0), si pud di nuovo scrivere (omett. apici)

H; (6(a) — () = 0



Analisi della cinematica differenziale

Abbiamo visto che le soluzioni della cinematica differenziale in termini di velocita ai
giunti ¢ delle gambe del parallelo e di twist &g dell’'end-effector sono quelle che
stanno nello spazio nullo della matrice di vincolo, ossia tali che:

[HJE—H’GT] [ ----- ] = HJ c R, HGT c ReX™

Puo essere utile distinguere nelle ¢ quelle attuate e quelle non attuate.

ga € R™,  ga = Sagq; ga [SA_] . . [SA] -t t}'A-‘
. . . ——— = | &7 —_ = |7 -—---
g €R™, 4qz=53¢ mnatng=n ‘¥ Sa)° ! A 94
Allora definendo:
-1
[JA ; Jj] =.]J |:_§--] c Rﬁmxingﬁ—n;‘)
Si pu0 esplicitamente fare riferimento alle velocita ai giunti attuati e non, oltre al twist

dell’end-effector, mediante la scrittura:

4a

[HJA;HJA;—HGT} ii|l =0 — A@@)éd=0



Analisi esplicita della struttura del N (A)

La soluzione della cinematica differenziale puo essere scritta combinando linearmente i
vettori che rappresentano una base del A (A).

Se le ¢ eq.ni divincolo sono indipendenti (rango pieno righe) il nullo ha

dimensione n+m—c¢

Dunque introducendo un coefficiente X € R*"™~¢ definito dei “gradi di liberta”, si puo
scrivere:

qa Na
da | =NA=|Nx|x R(N)=N(4)
e Ng |

A questo punto posso studiare la struttura della base del N(A), cioé della matrice N,
per vedere se ho dei blocchi cosi fatti:

qa Narp: 0 iNac| [Ag
| = |Nir; 0 Nic| | AL
Er 0 ‘NgpiNgc Ac

Da questa struttura posso trarre delle conclusioni interessanti...



Soluzione esplicita della cinematica differenziale

In particolare, riscrivendola cosi:

aa Nar: 0 Nac| [Ap qa Nagr 0 Nac
da| = |Nari O Nac| |An| = |94 | = | Nar|Ar+ | 0| A+ [ Nac | Ac
$E 0 iNgL!Ngc)] |Ac &E 0 NEeL NEgc
Vedo che:

e Ar sonoigradi di liberta ridondanti, ossia sono moti dei giunti attuati e non attuati
che lasciano fermo 'end-effector. Il blocco:

[Hﬁﬁ] & una base del A( [Hjﬂigjﬁ] );

e AL sono i gradi di labilita, ossia i moti dell’end-effector a giunti attuati e non attuati
che rimangono fermi (indesiderabile)

Il blocco:
Ngz @€ unabase del N(HGT);

e Ac sonoigradi di liberta coordinati, ossia in cui si muovono insieme giunti attuati,

non attuati ed end-effector mediante il blocco matriciale Nac
Nac
Ar 0. 0 Ngc

Con A= | 0 | (ridond.); Xx= | Az | (labili); A= | 0 | (coordinati).



wp

Problema duale: analisi delle forze scambiate

Consideriamo adesso l'equilibrio dell’end-effector, {E}
che e retto dalle equazioni viste: P\ s

r = JTw

wrp = —Gw
wz‘_ Tﬂ'

Attenzione che in questa sede i wrench vincolari w
sono quelli che fanno equilibrio al wrench esterno weg.
| wrench vincolari sono poi generati mediante le
coppie ai giunti 7.

Dato che i wrench vincolari possono essere esercitati
soltanto nelle direzioni che impediscono il moto relativo, posso essere scritti come

w= HT{

dove w sono le componenti di w nella base del wrench effettivamente esercitabile dal
vincolo rimosso.

Supponendo vincoli lisci, i wrench vincolari w sui giunti rimossi non fanno lavoro — sono
complementari — sui twist relativi, dunque:

¢ e N(IT) — w e N(IT)t = R(IT)

Percio scrivo il wrench w come combinazione lineare delle colonne di HZ.



wp

Problema duale: analisi delle forze scambiate

Sulla base delle considerazioni viste si pu0 scrivere:

{-r — JTHT§

wr = —GHT??}

Ovvero in forma matriciale:

Infatti, la potenza sviluppata dalle reazioni vincolari in corrisp. dei giunti di collegamento
gambe/piattaforma sugli atti di moto relativiammessi & nulla:

. q o g



Discussione su unicita’ della soluzione

Seil N(AT) =0, allora dato un wrench esterno su e.-e. wg e delle coppie ai giunti 7,
se esiste w , questo e unico. In questo caso il sistema e in equilibrio e si € in grado di
determinare le reazioni vincolari sui giunti gambe/piattaforma. Il sistema & isostatico.

Se invece N(AT) #0, a partire dal carico applicato dall’esterno sul manipolatore (wg, )
ancorché in equilibrio, non si € in grado di determinare le forze generalizzate interne w,
che si scambiano i suoi membri. In questo caso il sistema si dice staticamente
indeterminato, o anche iperstatico.

Si osservi che

. 1
N(AT) =R(A) =R(|mJi-mGT | )" #0
Cio significa che la matrice di vincolo 4 non ha rango pieno righe e quindi che esistono

vincoli che sono linearmente dipendenti.
Ad esempio: sbarra con incastro ed appoggio.

|
AN




Discussione su esistenza della soluzione

Avendo discusso l'unicita, vediamo ora I’esistenza di soluzioni.
Tra l'altro si possono riscrivere le equazioni di equilibrio esplicitando le coppie ai giunti
attuati e non attuati. Si parte dalle equazioni di equilibrio:

['}AE'IE] =JSs 1 =gsT [ ----- :l =8JT
Quindi si ha la forma desiderata:

T4 = JIHT® (bilancio sui giunti attuati)
74 = JEHTw =0 (bilancio suigiunti non attuati)
wp = —GHT @ (equilibrio su end-effector)



Discussione su esistenza della soluzione

Ta = JiHTW (bilancio sui giunti attuati)
74 = J3HTw=0 (bilancio suigiunti non attuati)
wp =—GHT % (equilibrio su end-effector)

Caso 1) wp ¢ R(GHT)
In questo caso non si puo avere equilibrio dell’end-effector. Questo puo succedere solo
se GIT non harango pieno righe, e dunque il complemento ortogonale al R(GHT)
e non nullo. Ossia se esistono moti labili dell’end-effector, ossia se:

R(GHTYL = N(HGT) £ 0

Caso2) wp € R(GHT)
In questo caso si ha equilibrio. In particolare, dato che tipicamente si progettano i
manipolatori per avere N(HG*) =0 ,allorala GHT (rettang. bassa) ha rango
pieno righe ed esiste quindi una inversa destra per cui la soluzione dell’equilibrio
sull’end-effector e data da:

w = (GHD)E (—wg) + Py

con:
(coHyenhy? =1, R(P) & base del N(GIT)

YHT e R™*e dim(N(GHT))=c—m P cR™xm)  yeRe™



Struttura della soluzione

Ta = JiHTW (bilancio sui giunti attuati)
74 = J3HTw=0 (bilancio suigiunti non attuati)
wp =—GHT % (equilibrio su end-effector)

Nel caso in cui esiste, la soluzione e della forma:
w = (GH")" (—wp) + Py

« il primo termine (GH')®(—wg) & una soluzione particolare;

* il secondo termine Py e la soluzione omogenea, parametrizzata dal vettore di
coefficienti ¥y € R“™ | Interessantemente, la soluzione omogenea rappresenta le forze
interne applicate dalle gambe (dita) sull’end-effector (oggetto afferrato), che non si
riflettono in alcuna azione risultante sull’end-effector.

Le forze interne sono importanti ad esempio in problemi di manipolazione con mani
robotiche, dove possono essere usate per intensificare le forze normali di contatto ed
accrescere opportunamente le forze di attrito, senza influenzare 'equilibrio dell’oggetto
manipolato.



Struttura della soluzione

Ta = JiHTW (bilancio sui giunti attuati)
74 = J3HTw=0 (bilancio suigiunti non attuati)
wp =—GHT % (equilibrio su end-effector)

Data la soluzione nelle forze interne:
w = (GHDYE (—wg) + Py

Le coppie ai giunti attuati che possono soddisfare I'eq. di equilibrio sono date da
Ta=JiH " w=J H (GH")? (—wg) + JLH' Py

Attenzione al fatto che in realta le ¥ € R ™ che modulano le forze interne non possono
essere scelte in modo arbitrario, ma debbono soddisfare I’equilibrio sui giunti non
attuati, ossia che

r7=JiH i =J H (GHT)E (~wg) + JLH Py =0

Queste rappresentano nz equazioni di vincolo.

In pratica quindi, per un dato wrench esterno wy , esiste una infinita di possibili coppie
ai giunti attuati 74 che lo equilibrano pari alla dimensione dello spazio delle forze
interne N{(GHT) menole nz condizioni. In definitiva: ¢ —m —n 4



Esempio: analisi della cinematica differenziale RPRRR planare

Specializziamo la metodologia appena sviluppata per il caso dell’RPRRR planare gia visto.

\

Ty(z) o>
g1,
/

10t

Configurazioni del sistema: ¢=[g1 ¢ 93 @ q;;]T,,, n=>5
Configurazione minima: con Grubler: m>3-4—-2-5=2

Sisceglie: ng =ng=m =2

In particolare i giunti attuati e sensorizzati sono: ¢4 = qs = [¢ %]T
Quelli non attuati né sensorizzati sono: ¢z = g5 = [g1 g3 qa]*

Tra l'altro: L 000 0
0 1 0 0 0 _
0O 0 0 1 0

Config. end-effector: = = (zg,yEr,E)



Tagliamo sui giunti e scriviamo il Jacobiano della prima gamba

\

TE (.L‘ ) ‘\“|
7 qq M
/

(0} o
In termini statici: [71] =Jiwy w; = | )
T2 Y
1
Allora il Jacobiano trasp. risulta: | mi" |
ot |
m| _ | 2% #C il
T2 Cq  Sq 10| | Jy
Lt |
In termini cinematici quindi:
oy . .
vg: —¢29¢, E("fh G — 4254, ECQI
51(4’) - ‘ﬂgl} — ?2(;'{;1 ESq, L,J Jl(*}) — Q‘zgqx :Sfﬂ
) 1 :0 1 10
Wy




Tagliamo sui giunti e scriviamo il Jacobiano della seconda gamba

\

TE (.L‘ ) ‘\“|
7 qq M
/

1
{0} (2)
. (2)
In termini statici: 75 = J3wy  wg = | 2 fa
oY {2}
: . . m® I
Allora il Jacobiano trasp. risulta: z -
[ (2) ] s
x
75
Th = [—QQSq, QEGm 1] 52)
| m? |
In termini cinematici quindi:
o
v 1,8, 1S,
a(q) = 1!15;2) = 20y, | G5 Ja2(q) = 12Cy,
R . 1
| ws? |




Tagliamo sui giunti e costruiamo la matrice di grasp

(2)
Y

mit)

Le singole matrici di grasp risultano quindi:

| [ () ]
1 0 0 1 0 0 “
Gy = 0 1 0 (o = 0 1 0 WE = ?‘EE)
ﬂ.ngE —ﬂ‘-lcgg 1 —{;25'3” QZCE:«; 1
R ng} _

Globalmente percio:

1 6 0 1 0 0
G=| 0 1 0i 0 1 0

a15p,, —01Cp, ]i_ﬁzgﬁiﬁ axCy,. 1



Caratterizzazione dei vincoli rimossi fra gambe ed end-effector

Le coppie rotoidali che collegano le gambe all’end-effector concedono nel 2D dei moti il
cui span e dato dai vettori

0 0
Fi=|0]|; F=|0
1 1

Le matrici il cui nullo coincide con il range delle F; sono date da:

_[100]. , _[r100
Hl_[ﬂl(}]‘ H""[Ulﬂ]

La matrice 7 € R*® risulta quindi:

. q1
Jg) = 19 Osr. £lg)=J(q) | &2
| 0352 J2(q) 5
La matrice di grasp trasposta G* € R®*? risulta poi:
ar — Gf{



Scrittura condensata dei vincoli sulle velocita’

Il vincolo fra le velocita ai giunti e la velocita dell’end-effector € scrivibile quindi come:

Esplicitando la struttura a blocchi della matrice di vincolo con raggruppamento in base

all’appartenenza ad una gamba:

[ 1 |
HiJiiOzx1 i—H1GT | | @2 | 0
O2xa | Hado | —HoGY | | 95

| &

Esplicitando la struttura a blocchi con raggruppamento in base al fatto che i vincoli sono

attuati/non attuati: ¢a = [¢2 qﬁ]T ga=10

94
|z, —HGT | |da | =0
i
[ —¢251:C1 0 =1 0 —a1Se, ]
. _ gC1 (S1 0 0 —1 aCy,
Esplicitamente si ha: 0 0 _3255;:_1 0 S,
_ 0 ! 0 IQC,E') : 0 —1 —(I.QCQ _

oo oo



Discussione sulla struttura cineto-statica del manipolatore

Vincoli cinematici: ) | _ r_g'_]__
. | i g2l O : —L a1lyg I
[HJgiHJgi—HGT] _‘?il_ =0— 0 0 —nggé—l 0 QQS{; qu
e 0 0 1O 10 —1 —axCey | | U
Equilibrio del manipolatore: O
) ) -
T4 = JiH'w=0 (1)
TA = JiH'W W= "
W = =GHT w ;Ez}

La matrice di vincolo A(g,z) ha rango pieno righe (=4), dunque N(A*) =0, ossia
sistema e isostatico.
Una base delle forze interne si calcola come base del AN(GHT).

1 0 1 0 F Cor

T = | 0 1 0 1 N(GH") =span | “7F
A F ¥ _{:35

a1 SQE —ﬂ;]_(,fﬁ}E —&2:&93 @Q(J&E _ 93
| MVE

I e I o



Forze interne

0]
T4 = JIHT9H=0 £
e = JTHT W= "7,
wg =-—-GHT @ é:e}

In effetti, le forze interne corrispondenti al AM{(GHT) corrispondono ad una azione
netta sull’end-effector pari a zero.
o ]
So
—Cl,,

_—SQE_

N(GHT) = span

Attenzione pero al fatto che, per poter esercitare delle forze interne in una

configurazione generica, occorrerebbe che anche il primo giunto fosse attuato.
Dato che nel nostro esempio non lo &, si deve imporre
che sia verificata

T = JEHT’&? =10

71

10}



Forze interne

_ él}_
TA = JEHT?E' =) f{l)
a4 = JTHT® W= 3;2}
) }_1 £
wg =-—-GHT @ é:e}

Nel caso specifico

Ta = .IEH-T?E =1

si esplicita nella _ }

n= [—(;ESQI g2Cq, O ﬂ] B C'ﬁ‘ =0
E

Quindi:
qE(SOECQI o CO.E' }S'(Il) =0— 2 Si[l(gE - q1) =0 — g Sjll(q:g) = gz = {}? s =T

Dunque, per poter esercitare delle forze interne essendo il primo giunto non attuato, il
manipolatore in questione deve trovarsi in una configurazione singolare.



Scrittura della cinematica con base del N(A)

01
Vincoli cinematici: i (—251:C1 0 -1 0 —a1So. ] | g 0
A P Lo .
, , ©2C1 51 0 10 -1 a1Cy, ds 0
[HJA;HJA;—HGT ] _‘E?f_ =0— 0 (0 —bS5i—1 0 a5, ig| |0
" 0 0 LG50 1 —axCyy | | UE 0
6 |

1 - -

LNV

1 N1 | N2z

95 | _ | nalinge [*’*1} = NA AN =0
TE a1 ingz | | A2

IE 751 | 152

by | 161 i 62

Se, ad es., interessa che le pseudo-velocita corrispondano proprio alle velocita attuate,
oppure alla velocita lineare dell’e.-e., basta imporre rispettivamente

AL = ga; [ﬂm ?122} _ [1 0] Al = TE; [1'141 nm} _ [1 !}]
Az = §5; g1 Na2 D1 Ao = U n51 N52 01



Scrittura della cinematica come base del N(4)

Nel primo caso si ha esplicitamente: R
1
;é'A i —ngl Cl 0 —]. U —(,!1895 ] -52“

©C; St 0 10 -1 a;Cop | | g5

-é"- 0 0 —leg, .—1 0 GQS@E _;L'E_
E : : Y
i 0 0 lngj 0 —1 _GQC’QE _ Yg
__cot[q3) _ 12esci{gl) sin(g5—Hde)
q2 5 q2
1 0
____________ O Y
s2esela) 009 1 cse(q3) (cos(fe) sin(q1)sin(q5) — CewsleE)sinlal)tal contal) sin(s) i)
a2 cosié:fac;c(qs} 12 CSC(qu {COS((]].} cos{q&) Sin(ﬁe} __ cos{fe}(al cos{qb) si:)lfii);-a?cos(ql}sin(q-’i'j)

cse{q3) __ 12 cse{q3d) sin{gl —q5)
al+al : altal

oo o



