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Cinematica differenziale del corpo rigido
-1
t3

1% {50}

Rototraslazione definita da: “m'(#) e "I4(%) .
Consideriamo legame delle coordinate di un punto P € B in funzione del tempo #

Up(t) ="m'(t) +"Ri(t)'» & 'p="RO)T "p(t) - "m'(t))
Derivando rispetto al tempo la prima:  "p(t) = "' (t) + "Ri(t) 'p .
Sostituendo la seconda:  “p(t) = %' (2) + ° By () °RT (t) (p(t) — Om(t)")

Da form. fond. cinematica del corpo rigido: vp =vo, + Owy x (P —O4)



Derivata di una matrice di rotazione

Per una matrice di rotazione:
"Ri"R] =1
Ipotizzando la dipendenza dal tempo, e derivando rispetto al tempo:

URIUR’{ﬁ-ﬂR]ORT:O . ORI[}RT:_{)RIORT:_({JRIOR’{)T

U0, tale che

. - ‘1" \ . . .
Ma allora la matrice *R;"R; & antisimmetrica. Il vettore
GRI QRT — 1({]&)1) — ﬁal
& detto velocita angolare. Questa formula & operativa per il calcolo di Y@

Ovviamente questo risultato e in accordo con struttura tipica della formula fondamentale
della cinematica del corpo rigido.

La derivata di una matrice di rotazione risulta (soluz. con exp. valida solo se %@; costante)
- ~ 0
"R =1 °R1, — °Ri(t) =e “*PRy(0)
Esplicitamente, la matrice antisimmetrica della velocita angolare e espressa da:

0 —Ww, Wy We
S(Ot’.v’]) = ﬁi;}l = W 0 Wz | dove W1 = | Wy



Esempio di calcolo della velocita’ angolare di un moto rigido

Consideriamo un moto costituito da una rotazione attorno all’asse 2z descritto come:
() ="Ri(t) 'p, °R,(t) = Rot(z,at)
Si ricorda che esplicitamente:
cos(at) —sin(at) 0

Rot(z,ot) = |sin(at) cos(at) 0
0 0 1

In base alla definizione, la matrice antisimmetrica della velocita angolare risulta:

' —sin(af) —cos(at) 0| | cos(at) sin{at) O 0 —a
51 ="R1°R]{ =a | cos(at) —sin(at) 0| |—sin(at) cos(at) 0| = [a 0
0 0 0 0 0 1 0 0

Percio la velocita angolare di questo moto rigido risulta:

0
~\V
le = (ﬂwl) = |0
o
La velocita di un punto di coordinate °p(#) risulta quindi:

%9(t) = "Ry 'p = "R ORT Op(t) = %1 "p(t) = Owy x Op(1)



L'integrale del vettore velocita’ angolare non ha significato fisico

Esempio: consideriamo oggetto con orientamento noto rispetto alla terna base
all'istante ¢ = 0. Si assegnino le seguenti leggi temporali al vettore w:

A) w=[r/2 0 0 0<t<l, w=[0 7/2 0F 1<t<2
B) w=[0 #/2 07 0<¢t<1, w=[x/2 0 0F 1<t<2
L'integrale di w fornisce lo stesso risultato in entrambi i casi:
/:wdzt =[m/2 wf2 0 A) B)

Ma alle due leggi orarie corrispondono y t=0
orientamenti ben diversi!

L'integrale di omega non ha significato fisico. 2

In termini analitici la forma differenziale
wdi non e un differenziale esatto!



Cinematica differenziale di un corpo rigido

Dungue, la velocita di P (componenti in Sg ) risulta:

"p(t) =" (1) + "1 Op(t) — "m(t)")

Si poteva procedere anche dalla forma omogenea:

0. 10,,1 -
Op = [RT’”] lp=04,"p
0 1]
derivando rispetto al tempo: ¥ {50}
o=yt = [Pnitet] [P A o
: 0 : 1

— .

0p OpT:_0p. 0pT0,,1 4 0,1 ~ 1 O .
R\"R] i —"R,\°R{ "m' +“m ]”p— [”wl;—”wl “ml—l—"mll 05 — O, %

...............................................

da cui risulta implicitamente definita la mappa “¢; : R* — R* che fornisce la velocita del
punto P, in coordinate omogenee in Sy prese in ingresso le sue coordinate omogenee

ancorain Sp. Le coordinate cartesiane (le prime 3) risultano ancora:

05(t) = %1 %p — %1 Om?! + Ot = Yt (#) + %Gy (Pp(t) — Omi(t)!)



Descrizione globale della cinematica diff. di un corpo rigido

Come visto, per descrivere completamente la cinematica di un corpo rigido e sufficiente
dare la velocita di un suo punto qualsiasi e |la sua velocita angolare.

Introduciamo pertanto una scrittura che raccoglie queste informazioni in una unica
variabile che sara detta velocita generalizzata, o twist.

Se prendiamo come punto di riferimento @y, il twist che ne risulta e dato da:

Dato che la velocita di P € legata a quella di ¢; da

0 =~ 0
Vp = V0, + W1 X 0P =V0; — 0, Wi

la velocita generalizzata che usa P come p.to di rif. €

Up Isi—o,p| | VO [

Wi

La relazione tra velocita generalizzate in punti
diversi dello stesso corpo rigido in moto e
dunque lineare tramite la Mp o,

-3

{50}

Z



Osservazione sulla velocita’ generalizzata
Si osservi che la velocita generalizzata € una grandezza vettoriale formata da componenti
fisicamente disomogenee (velocita lineari ed angolari).

Questo comporta che non abbia senso fisico definire un “prodotto interno” tra velocita
generalizzate, in generale screws.

La grandezza &,7 &, sarebbe infatti la somma di grandezze disomogenee.

Di conseguenza non sono definiti né il concetto di angolo né di ortogonalita tra velocita
generalizzate, e neppure ha senso parlare di una norma per queste grandezze.

Vedremo piu avanti come si possono definire concetti analoghi a questi ma con un
preciso senso fisico fra due classi di screws “particolari” (ossia twists e wrenches)



Asse elicoidale del moto di un corpo rigido

Il generale I'atto di moto di un corpo rigido e quindi rappresentabile con la velocita
generalizzata di un suo qualsiasi punto.

Al variare del punto considerato, ci chiediamo se esiste uno o piu punti dello spazio
mobile solidale al corpo rigido per cui la velocita lineare wys sia allineata alla velocita
angolare “wy, e quindi si possa scrivere vas = h %y, con h passo.

In generale per un punto P :

0
Up = V0, + W1 X P

Oy per Oy :

Per il punto M, piede della perp. a
var = h%w; = vo, + %y x oM

Moltiplicando vettorialmente a sinistra per %wy

Owl Xoy =0 = Owl X vo, + Owl X O(wl X Qim)
0 = Y% x VO, — 01m||0w1||2 \

\ . .

da cui si ricava un punto dell’asse elicoidale del moto (asse di Mozzi) \ Asse elicoidale
\

J

0

W X V0,
o, M = W : _ .\‘\
, . wi)t v ‘
Il passo del moto risulta definito da: |k = (o) M v
||%n]|* \




Risultante e momento risultante di un sistema di forze

Consideriamo un corpo rigido ed un sistema di
forze F; applicate nei punti & del corpo stesso.

La risultante ed il momento risultate rispetto al polo O; sono
definiti da:

S e

i

def
Zﬂd?g x F; = Mo,

z

Il momento risultante rispetto ad un polo diverso Q2 (arbitrario) risulta dato da:

Mo, =) ooty X F; =Y (0,01 + 0,0;) X F5 = 0,0, x F + Mo, = Mo, + F x 5,0,

ossia:
M{_}Q = MOl +F X 3192

Per le velocita vale: - Notare la simmetria nei ruoli di:
ﬁff(}_“ Vo,

Vo, =V, T W X 5,0, o
w
— 2




Statica di un corpo rigido

Il corpo e detto in equilibrio se il sistema di forze applicate ai
suoi punti ha le proprieta:

S EEF=0
7

def
zﬂlpﬂl X F.g_ é M(}I =0

2

Dalle proprieta precedenti del modo di variare del momento
al variare del polo, se un sistema € in equilibrio rispetto ad un punto Oy, lo e rispetto ad
un qualsiasi altro punto (g, infatti:

Mo, = Mo, + F X 4,0, =0

Due sistemi differenti di forze si dicono equivalenti se hanno la stessa risultante e lo
stesso momento risultante rispetto allo stesso polo.

Se due sistemi di forze sono equivalenti rispetto ad un polo, lo sono rispetto a qualsiasi
altro polo.



Descrizione globale delle forze/momenti agenti su un corpo rigido

Come visto precedentemente per la cinematica differenziale, € conveniente introdurre
una scrittura che raccoglie le informazioni su forze e momenti risultanti in un’unica
variabile, che sara detta forza generalizzata o wrench, indicata come

Nota la forza equivalente di un sistema di forze (F;, F%;) rispetto ad un polo P, dato il
modo di variare del momento rispetto al polo, es .0y, si ha

ﬂffgl =Mp+ F x p01 = QlﬁF-l-ﬂ’Ip

Si puo quindi scrivere che la forza generalizzata varia, al variare del polo, secondo la:

B B0 F |
Wou =\ Nio | = |\ ob i Ts | | 3L | = enrwr

La relazione tra forze generalizzate in punti diversi dello stesso corpo rigido & dunque
lineare mediante la matrice Wy, p



Asse centrale di un sistema di forze

Analogamente a quanto visto per le velocita generalizzate, dato un sistema di forze su un
corpo rigido equivalente ad una risultante F' applicata in un punto (J; ed un momento
risultante rispetto al polo O1 paria Mg,, € sempre possibile individuare un sistema
equivalente costituito da una forza F' applicata in un punto, diciamo M, tale che
momento e forza siano paralleli. Posto M = h"F siimpone:

Mus =h'F = Mo, + F x o,m

Premoltiplicando per F x (-) si ottiene

FxMy=0=FxMg, +F x°(F x,m)
0=Fx ﬂ’fal _va:1!1.3'n||'l?‘|2

Quindi, il piede della perpendicolare a F per (34 risulta: "\‘
F x Mo, \'\
o= e . Assecentrale
Il passo h risulta poi: \".\/
_ (F) My *

[rall »




Definizione del prodotto interno fra twists e wrenches

Anche le forze generalizzate (wrenches), cosi come le velocita generalizzate (twists), sono
formate da componenti fisicamente disomogenee (forze e momenti) e non sono definiti i
prodotti interni fra forze generalizzate.

E’ pero ben definito il prodotto interno fra forze e velocita generalizzate, ossia fra twists
e wrenches, purche calcolati rispetto al medesimo polo.

Per un polo M, ad esempio, il prodotto interno

T T T
< wpr, Em =wy by = F vy + Mjyw

rappresenta la potenza meccanica che il sistema di forze v = [ﬂ
sinteticamente descritto dalla forza generalizzata way, w w
effettua in corrispondenza di un atto di moto elicoidale sintetica- F
mente descritto dalla velocita generalizzata £y M
Quando tale potenza € nulla, ossia

< War, Em >=10 A4S P

f{?

la forza was e la velocita &7 si dicono complementari. ——— E Wy = [MM]

< wpy, € >=0, My 1l w



Invarianza della potenza al variare del polo considerato

. Per le velocita generalizzate:

[ vp I3 i—,,p] | o, ~

r =[] = [T (32 = Mro, o,
Lﬁwl O3 I3 0 .
i . M =M,

- . Vo, . I;% i o P vp. — M . > B O1.F

80: = 15| = |gzir| o = Mo,, p&pr:
I Wi 3. 43 Wi Y,

* Per le forze generalizzate:
o — | [0 [ F ] _ o)
Wor = o, | T | wbils| |2y | T Wonrwr

T T
Isi—0p] _ [ Is i0, I3 0P Iy 103
_AIP()I — [f}j!} — [01%5'[;} — Ei‘;gl*P; ‘;‘I()XP —_— [{EL‘} = {r—-\r‘ — Iaix?g;:ol:

Ne segue che:
< wo,, €0, >= wh,£o, = wpWE, p Mo, p&p = wi (Mpo, Mo, p)&p = whEp =< wp,&p >

ossia, la potenza espressa da forze generalizzate equivalenti su velocita generalizzate
congruenti (espressioni di stesso atto di moto) e la stessa, indipendentemente dal polo
considerato.



Osservazione

Il risultato trovato discende da un principio piu generale, il Principio dei Lavori Virtuali,
spesso indicato come PLV, che stabilisce che se due sistemi di forze sono staticamente
equivalenti, il lavoro virtuale (o potenza nel caso da noi visto) compiuto su due campi di
spostamenti congruenti e uguale.

Dunqgue, il fatto che
Mpo, =W ps — W) pMo,p=1Is
Poteva essere ottenuto anche come tesi applicando il PLV e richiedendo che

< w@17£01 =< wP:ﬁP >

]

T TwwT 1, T
< wo,,80, >=wp,§o, = wpWy, p Mo, pp = wp&p =< wp,{p >

]

. T
MF}(}I —_ WU]_ ,P



Cinematica differenziale di catene aperte

Per un manipolatore ad = gradi di liberta sia nota la mappa cinematica diretta
- R(q)! |
Ty (g) - [w@)] a=lg el

Al variare di ¢ variano sia la posizione p(g) dell’origine della terna utensile, che
I'orientazione, espressa da R(q).

Obiettivo della cinematica differenziale & determinare la relazione tra la velocita ai giunti,
ossia ¢, e la velocita dell’end-effector che, essendo un corpo rigido, abbiamo visto
essere descritta completamente una volta nota la velocita lineare di un suo punto e la
velocita angolare.

Se consideriamo come punto di riferimento l'origine della terna utensile, cerchiamo delle
relazioni del tipo:

p=Jp(g)d Jp(g) € B¥*™ Jacobiano di posizione, contributo sulla velocita lineare #

w = Jo(g) g Jo(g) € R?*™ Jacobiano di orientazione, contrib. sulla vel. angolare w

In forma compatta:

7= [i’:l = [i:}%gﬂ qg=J{(g)q J(q) = [iig;] € R®*™  Jacobiano geometrico



Jacobiano analitico
Data la mappa cinematica diretta di un manipolatore ad = gradi di liberta
R(g)!
To(g) = | D PD | g=fgr, ...,
0 : 1
Al variare di ¢ variano sia la posizione p(g) dell’origine della terna utensile, che

I'orientazione, espressa da R(g).

» Jacobiano analitico: si estrae dalla °T,,(q) la posizione p(g) e dalla orientazione
R(q) una rappresentazione minima della orientazione, es. angoli di Eulero ZYZ, indicati
come vettore ®(g) =[¢ ¢ ¥]”, in modo da poter formare un vettore che abbiamo

altrove indicato con x(g) tale che

z(q) = |- = f(g eR™, f:R*"—=R"™

In questo modo il calcolo della velocita si ottiene direttamente per derivazione

: g o S,
( ' 4 1} .
I(Q) = -g(_‘_;‘_! = M q é ];[ (Q) q = _____P_)_(_?_)_I__ {;{: J—t (q) — - . . '}fi(‘}‘) c R‘:uxn

fm.‘,ql s frmq,r

Problematiche legate alle singolarita di rappresentazione della orientazione (vedi oltre)



Jacobiano geometrico — caratterizzazione cinematica
* Jacobiano geometrico/cinematico: si tratta di calcolare in base alla definizione:

v = [f}] ngﬂ Gg=J(q)q J(g) = Bﬁig;] € R%*™ Jacobiano geometrico

la dipendenza fra la velocita lineare dell’origine della terna utensile e |la velocita ai giunti
e la dipendenza fra la velocita angolare della terna utensile e la velocita ai giunti.

Calcolo Porzione di Posizione del Jacobiano geometrico

Notiamo che per il calcolo della porzione di Jacobiano di posizione Jp(g) € R**™, non
essendo la sua definizione legata alla scelta di nessuna particolare rappresentazione,
possiamo procedere direttamente per derivazione:

g C)P (q) . ap (}p p . | . '
= Z d(j} a U{j 1= [TH C}gt E}f}n 7= JPI JP& JP“ 1= Jp(q) q

Ip(q)
Jq;

Dunque la i-esima colonna di .JJp e giusto Jp, =

Inoltre, dalla struttura lineare della espressione precedente si vede che Jg, ¢; sarebbe
direttamente la velocita lineare dell’'origine della terna end-effector, qualora fosse ¢; # 0
eglialtrig; =0.

In altre parole, una velocita lineare pari alla colonna i-esima del Jacobiano e ottenuta
tenendo bloccati tutti i giunti tranne I'i-esimo e attuando I'i-esimo con velocita unitaria.



Jacobiano geometrico — caratterizzazione cinematica
Calcolo Porzione di Orientazione del Jacobiano geometrico

Partendo dalla relazione: @ = RRY, w = (RRT)Y
dalla cinematica diretta: B = R{q)

quindi: {}R

OR OR
(} Qz)igT d Qz Z JO Q‘t

=1 =1

sostituendo si ha: W= (

dove si e definita la forma matriciale deIIa porzione di orientazione relativa al giunto i:
A 9R(q)
R(g)"

;
La sua forma vettoriale puo essere ottenuta applicando I'operatore “vee”:
= (H?(ff)
= (Jo.(9)" = (5~

Dungue la forma vettoriale w risulta:

Jo.(q) £

— —R(@)")"

n él
=Y Jo.ii=1Jo, - Jo,] | : 2 Jog
= éﬂ



Caratterizzazione “geometrica” del Jacobiano geometrico

Contributo al Jacobiano del moto del solo giunto i-esimo; notazione di D.-H.

lllllllll
.................
...........

““.--..---.........'........:................., ““““ C OrpO rlgldo m0b||e .......................
.~ corpo rigido fisso A
ASSE ASSE
GIUNTO i-1 GIUNTO i+1 *

A
o0®
[
= >
\

- i
Zi-1| . . .. ]
0] ¢, giunto 4 prismatico
é Vo, _ 1 : ()
{_)2'_1 ’b—lw - 0 -
‘ S 4;» giunto i rotoidale
Zi—1
. L -




Caratterizzazione “geometrica” del Jacobiano geometrico

Il contributo al Jacobiano pero richiede di selezionare come punto di riferimento l'origine
della terna dell’end-effector, ossia il punto P, dunque da:

(|7 di, giunto ¢ prismatico
g B oni_l L i 0 | (5
Qi = |55 ol 1[0 7. _ ' _
¢ - ¢;, giunto ¢ rotoidale
\ """?3—1

rf —_

- ! - 0

vp I3i—0,_\P )

omle)- e e
=L, 03: Iy : =

\ L

Il contributo del giunto i-esimo al Jacobiano geometrico risulta quindi

( _,?‘*_1 . . s .

_______ } , giunto ¢ prismatico
J=[Jy - J;e o Jl, Ji=<{
Fi-1(p —pica)

Zi—1

} , giunto i rotoidale

“ L



Costruzione del Jacobiano geometrico — riepilogo operativo

Il calcolo del Jacobiano geometrico risulta semplice e sistematico sulla base delle relazioni
cinematiche dirette appena viste ed impiegando la convenzione di Denavit-Hartenberg

) 2 O PP PPNy N [P B S Sl SO A
[l i ﬂ] Joli"'i'}O-E”°5JO-_ )
Dove la colonna i-esima viene calcolata come:

.
Zi—1

Jp. . 0
Ji = 'jjil' i 1
O zi—1 X (p — pi—1)

\ L

Inoltre, ancora per la convenzione di Denavit-Hartenberg, ricordandosi che
YAn(q) ="Ar(qr) TP A1 (i) T () - A (gn)

ivettori zi 1, p, pi-1 possono essere estratti direttamente dalle matrici seguenti:
e zici(qry- - qim1) = ["Ri—1(q1. - -, qi—1)] (-, 3);
o p(q) = ["An(@)](1:3,4);

® pici(g1,- .. gi—1) = ["Aic1(ar, ..., qi—1)]|(1:3,4)



Jacobiano di strutture tipiche di manipolazione

Manipolatore planare a 3 bracci.

Gradi di liberta: n =23

Dimensione spazio operativo (in generale): m =6
Dimensioni del Jacobiano: J € R%*?

Si ricorda che T
J=[Jy - s Jy] = [PIPP] _,

con:

1 . ] . -
....... ] ,  gunto 7 prismatico

..................... } , giunto 7 rotoidale

L L “i—1
Dunque:
. : @ €1 + 2012 + @3 Cra3
J(g) = | 20 X[ oz > [0 — pr)iz x| —p2)f| P= | @151+ az 512+ aseias
20 z1 Z9 0
dove
0 a1 € a1 ¢1 + as C12 0
Po=|0|:s pi= @181 |: Pa= |a151+a2812 |3 2Zo=21=22= |0];

0 0 0 1



Jacobiano del manipolatore planare a 3 bracci (forma esplicita)

Manipolatore planare a 3 bracci.

Gradi di liberta: n =3

Dimensione spazio operativo (in generale): m =6
Dimensioni del Jacobiano: J € R%*?

[ —ay §1 — a2 S$12 — a3 S123 | —G2 S12 — A3 5123} —a3 S123 |
aycy+azciz +azcCia3 | axC12 +azcizz | G3C123
7o) = : O ——
- 0 ! 0 ' 0 ’
0 0 0
i 1 1 1

Uy
Yy q1
Yz | — ;
o J(q) @2
wy g3
| Wy




Riduzione del Jacobiano del manipolatore planare a 3 bracci

Dato che solo le tre righe non nulle sono di interesse (rango=3); esse caratterizzano
le componenti di velocita lineare nella terna {0} lungo x, y e la velocita angolare
attorno all’asse z, si puo estrarre dalla matrice completa:

[ —a1 1 —az s12 — a3 S123 | —a2 S12 — @3 S123} —A3 S123 |
arc1+az2ci2+agcieg | a2ci2 +azciaz | a3 Cieg
@) = | T S S A O
1 0 g 0 O
0 0 0
L { 1 L

solo il blocco Jr(g) = J(g)([1 2 6],:) € R%*?

cosicche otteniamo direttamente:




Jacobiano del manipolatore antropomorfo — solo struttura portante

Gradi di liberta: n =23
Dimensione spazio operativo (in generale): m =6
Dimensioni del Jacobiano: J € R%*?

Dunque:

______________________________________________________________

dove i vettori posizione delle varie origini dei frames sono:

0 a9 C1Co 1 ((}"262 + ﬂ"3("23)
po=P1= |03 p2= [azs1c2 |; P= 31((]52(32 + a:}c?:})
0 a2S89

282 + A3823

ed i versori degli assi di rotazione dei vari giunti sono:



Jacobiano antropom. solo struttura portante — calcolo esplicito

Sviluppando i calcoli si ottiene:

—31(a2<32 -+ &3623) —{31(@‘}82 -+ 038‘)3) —{t3C1 5923

c1 (GQCQ -+ G3623) —91 (G?SQ -+ a3893) —{351523

Hey=1|__ 0 1 ascatagcas i ascas |
0 51 51
0 —C1 _Cl
1 0 0

Se interessa solo la mappa che lega la velocita lineare del punto P dell’e.-e. alla
velocita ai giunti, basta estrarre il blocco superiore, ossia: Je(g) = J(g)(1:3,:) € R***

—s1(azca + ascas) i —ci(azse + aases) | —ascsay

Teld) =] ¢ (aoc2 + azcaz) i —si(a2s2 + uzses)! —a3s1823 |
0 ; a0 + A3Ca3 : a3C23
Notare come la struttura considerata non consente

di ottenere una velocita angolare arbitraria, ma
deve sempre essere (da J(g)(4:5,:) € R**#)



Jacobiano del manipolatore di Stanford

Gradi di liberta: n =6

D|men5|one spazio operativo (in generale): m =
Dimensioni del Jacobiano: JJ € R®*®

P3=pP1=D0s




Jacobiano del manipolatore di Stanford

Il calcolo dei vettori posizione dei vari bracci fornisce:

0 Clszdé'—-sldg

Po=p1=|0|: p3=ps=ps = | 51823 + 1>

0 Czd3

[ ¢150ds — s1da + (c1(cacass + $ac5) — 515455)dg |

s180d3 + c1do + (s1(cocyss + socs) + ¢15485 )dg

Cods + (—830485 -+ 6265)d6

mentre il calcolo degli assi dei vari giunti fornisce:

Z4 =

0 —85 €182

Of; z1=| €1 |; 22=23= |515

1 0 Cs

—C1C284 — 81¢4 c1(cacaSs + 5255) — 515455

—81C284 T C1€C4 | 1 25 = 51(Cacass + 5255) + C15455
5954

- —82C485 + C2C5

le espressioni esplicite possono essere ricavate per esercizio...



Caratterizzazione “statica”’ del Jacobiano geometrico

Riduzione statica di un wrench su end-effector wp all’attuatore i-esimo

-------
...................
...........

.~ corpo rigido fisso ..
ASSE ASSE .
GIUNTO -1 GIUNTO i+1 K

Il wrench che viene esercitato dall’end-effector sul mondo esterno wpe (polo P ), riportato
al polo O,_; del giunto i-esimo risulta

L E A0 | P |
WO = ﬂfO:r 1 N o5 1;6 I3 -F(llrp_ = WO, pWpP



~"corpo rigido fisso

componente di forza
soltanto la componente di momento Mg, , allineata con z;—; se il giunto e rotoidale
(attuatore rotazionale): dunque la forza/coppia 7; sara:

=
I

T T |
z; 110

GIUNTO i-1

ASSE

Wo,_y s

Wy, 4

.

giunto 2 prismatico

giunto i rotoidale

........
..................
"""""""""

GIUNTO i+1

il ich wo,_, |
F allineata con z;—; se il giunto e prismatico (attuatore lineare);



Dualita’ cinetostatica

In condizione di equilibrio statico si puo quindi scrivere una relazione lineare fra la forza
generalizzata applicata dall’end-effector sul mondo esterno e le azioni che gli attuatori ai
singoli giunti debbono esercitare per generarla, ossia:

A;

TZA‘{,HF — Ti

([2?—1077

T T |
{O 1 <g—1

\

_‘ﬁ -

[

A4y
A | we

| Ay

T AT - N - L
zi_4:0 ] ., giunto 7 prismatico

2;_1 0i_1 p: zg_ 1] , glunto % rotoidale

E’ immediato osservare che la matrice cosi ottenuta vale A = .J%, ossia proprio la
trasposta del Jacobiano geometrico! Percio:

T = JT%{!IU

ricorda che per le velocita

v=.Jg




Dualita’ cinetostatica mediante PLV

La relazione che lega il wrench esercitato dall’end-effector sul mondo esterno con le
coppie/forze esercitate dagli attuatori ai giunti pud essere ricavata in modo alternativo
mediante applicazione del Principio dei Lavori Virtuali.

Dato che consideriamo i manipolatori come sistemi meccanici con vincoli olonomi
scleronomi (vincoli per le configurazioni ed indip. dal tempo), gli spostamenti virtuali
coincidono con quelli elementari, dunque:

* lavoro virtuale esercitato dal wrench e.-e. su campo di spostamenti virtuali dell’e.-e.:

dW,, = whépdt = [F' M}] [jﬁt] = wj, J(q) dg

elavoro virtuale esercitato dalle forze/coppie ai giunti sulle elongaz./rotaz. virtuali:
dW, =71 dg

e imponendo 'uguaglianza dei lavori virtuali dW,, =dW, Vdg siha:

u,rgJ(q)dqf'erq — w%J(g)fTT — TfJT(q)'wp



Breve riepologo

Si sono date le definizioni di:

1. Jacobiano analitico

!ﬂ _| T

P Jo,a(q) . :

. . ’ Jp(q)] .

2. Jacobiano geometrico Pl

. H [Ja(fﬂ !

1. Per quanto riguarda il Jacobiano analitico ne é stata data definizione (nella sua parte di
posizione e identico a quello geometrico, variando al piu nella metodologia in cui puo
essere calcolato), ma rimane da indagare come é fatta esplicitamente la sua porzione di
orientazione, dato che dipende esplicitamente dalla rappresentazione minima impiegata.
Inoltre va stabilito il legame fra tale Jacobiano e quello geometrico, almeno nella porzione

di orientazione.

2. Il Jacobiano geometrico € stato invece indagato approfonditamente e sono stati forniti
tre modi per calcolarlo, ossia mediante:

e caratterizzazione cinematica
* caratterizzazione geometrica
e caratterizzazione statica

3. Sie dimostrata (in 2 modi diversi) la dualita cinetostatica (da approfondire).



Relazione fra Jacobiano di orientazione analitico e geometrico

Per determinare la relazione fra il Jacobiano di orientazione analitico Jo.a(q)
e geometrico Jo(g), ci rifacciamo alla conoscenza della matrice di rotazione nella
parametrizzazione minima scelta, es. angoli di Eulero ZYZ, ®(q) = [®;, ®o &3]" =[¢ 0 ¥]"

Allora, nota la matrice di rotazione generica in f.ne di ®, ossia R(®) si procede cosi:

Partendo dalla relazione: @ = RRT, w=(RRT)Y

dalla cinematica diretta in f.ne della rappr. minima scelta: R = R(®)
é}R

quindi:

‘c—l n
_ N OR OR T§
sostituendo si ha: w = (Z 9%, D; )R Z —5@ R < ZTO A, P;

=1 i=1 =1
dove si e definita la forma matriciale relativa all'angolo @
A OR(® -
TGA (T)) dé’ )R(T)T T(}}Ag = (T{)}Ai((ﬁ)) (

e quindi la forma vettoriale w in f.ne delle derivate degli angoli rlsulta:
3 (i)l
~y\ - 2 A ¥
w= (W) = ZTO,Ai@z‘ =[To.a, To.a, Toua,] |P2| =To.a(®)0
i=1 D,

(‘;}E((I)) R((I})T)V




Relazione fra Jacobiano analitico e geometrico (completo)

In virtu delle relazioni appena trovate, ossia:

w = Tp 4(B)P

La relazione fra la velocita geometrica v e quella analitica % risulta:

- H i [é; Togs(‘l’)] [‘111] - [é}; Toff@)] 2 Ty(®)d

Quindi la relazione che lega i due Jacobiani risulta essere:

v=J(q)g=Ta(®) J4(®)q — J(g)=T4(P)Ja(P)



Esempio: calcolo del Jacobiano di orientazione per Eulero ZYZ

Nella rappresentazione minima di Eulero ZYZ, la matrice di rotazione risulta:
cos(8) cos{e) cos{1h) = sin(@) sin(z)) = cos(??) sin(@) — cos(#) cos(d}sin(v)) cos(¢)sin{d)
Rzyz{d,8,9¢) = } cos(f) cos(r) sin{g) + cos(@) sin(d?)  cos(d) cos(r) — cos(@) sin(¢) sin(z) sin{#) sin{¢)
— cos(?7) sinf#) sin{#) sin(2) cos(#)

Calcolando le varie colonne del Jacobiano secondo la:

- v aR(d
To,1, = (To,0,(®)" = (P2 payr)”
dove poi:
I ?] |
w= @)Y =) Toad =[Toa Toas Toal 9J =T0,4(®)®
i=1 w
si ha:
0 —sin(¢) cos(¢) sin(#)
TQ,A1 = |0 } Tf),ﬁz = *CO'S(¢) ’ T('};ﬂg = Slll(¢) sm(ﬂ) }
1 0 cos(f)
dunque

0 cos(¢p) sin(¢)sin(@)| |0

0 —sin(¢) cos(¢)sin(@) ¢’
a 1 0 cos(@) W



Jacobiano di orientazione per Eulero ZYZ — metodo cinematico

La velocita angolare scritta rispetto alla base ZYZ (non ortogonale!) risulta:

=EAAN 21A
Z2

Y2

Ty d \1/
. . N 0 . O . 0 .
0w =% + 0% +%°%* = |0| &+ Rot(z,¢) |1| 8 + Rot(z, ¢)Rot(y,0) |0| &
1 0 1

0 —S¢|  |CeSe| 0 —s4 ceSe 05
= 0| ¢+ | co | O+ |5¢50| U= |0 ¢ SaSe 0
1 0 co I 0 Ce ’lfl



Differenziali di rotazioni

La rotazione nella parametrizzazione RPY dei tre angoli infinitesimi d¢, d@, dqy risulta:

Ry (do,d6, dy) = Rot(z,dp)Rot(y., df) Rot(x, di)

Sviluppando ciascuna rotazione al 1°ordine con Taylor-MacLaurin nel corrispondente
angolo si ha:

0 -1 0
Rot(z. & | | -
Rot(z.dp) ~ Rot(z.0)+ LU 0o 1411 0 ol dop=1+7%do
L PR 0 0 0

Analogamente:
Rot(y,df) ~ 1 + 7 do; Rot(xz,dy) ~ I +id

Trascurando infinitesimi di ordine > 1 (dai prodotti), si ha:
~ 0 —do do
R.yz(do,df,dy) =1 + kdo +7d0+id =1+ { do 0 —dd;]
—d0  dv 0

Da cui si evince il significato della matrice antisimmetrica come:

dy] "
R,y (do,df, dy) — I = | db
d¢

e la importante proprieta che le rotazioni infinitesime commutano!



Jacobiani in terne diverse

Noto il Jacobiano geometrico che mette in relazione velocita di trasiazione di un punto
di riferimento dell’e.-e. e la sua velocita angolare, con la velocita ai giunti, il tutto
espresso in una certa terna (finora abbiamo sempre considerato la terna {0}), € utile
sapere come varia la sua espressione al variare del sistema di riferimento e del polo di
riferimento.

Caso 1: si mantiene fisso il punto di riferimento (polo) di cui si esprime la velocita
lineare, es. P del corpo rigido, ma si desiderano le componenti in frame diverso.

Ep = l%‘p} ="Tq)¢: ép = [lf”’] =1T(q)q

Per la trasformazione di vettori (non conta traslaz.!) vale:

1
Yop ="R; 'vp

( 1
o ="R; 'w

Dunque, in forma compatta:

0 0 ; 1,
oc | ve | _|TB1iOs | | “op | _ ars0 1
Ep = [ 0, ] = [ 0 5“R1] [ i ] = M("R;,0) ¢p

ne consegue:




Jacobiani in terne diverse

Caso 2: si cambia contemporaneamente il poio di riferimento di cui si esprime Ia
velocita lineare e la terna in cui si esprimono le componenti dei vettori.

2.1) Ancora nella stessa terna {A}, cambio polo di riferimento da A a B:

Ag, — Ff‘f«i] - [I3§B] [f@’ﬁ} = M(0, ,p5) A¢5

‘40.2

2.2) Esprimo le componenti di €z da {A} a {B} come prima visto:

________________________

Ae [I\iaﬁg] ARB 03
A = |- | | TV
Og: I3

Dunque:

M(0, up5) M(*Rp,0) 2 M(*Rp,ups) =

------------------------




Jacobiani in terne diverse

Caso 2: continua...

Se quindi si definisce 44 = 4.4 ¢ : il Jacobiano #.74 & in terna{A}
e prende come polo il punto A4;

e si definisce P& = P.Jg ¢ :il Jacobiano Z.Jg che & interna {B}

e prende come polo in punto 3

allora essendo la velocita ai giunti identica risulta:

A
_[*r AR |
A£A=‘4JA<1=[ 5 aDb B}%q— £

03 ' ARB
da cui
AR 5.4
Ay, — [___{T?:‘r‘_;_ﬁ‘??:’?_fi?_] 5 Ip
()3 i ARB

in modo sintetico:
AJa = M(*Rp,.pp)? B

Dove si & definito: M(*Rg,.pg) = M(0, ,p) M(*Rg.0) = B apB B

------------------------




Jacobiani in terne diverse — proprieta’ dell'operatore di trasformazione

E’ interessante notare che se da:
AJa=M(*Rg,.pp)" I

si vuol calcolare:
BJp = [M(*Rp,app)] " 4Ja

si puo calcolare I'inversa a blocchi:

[ARB aPB ARB} [}‘:Y} — fé..ﬂé.‘
o AR, | L ZW 0313
ottenendo:

X: Y} B AR%E AR%&ﬁB_

Zw 0 i ARE

Tra l'altro e interessante notare che risulta:
-1
[M(ARB? G?B)] =M (ﬁR§7 _&Hg apB)
Tutti i blocchi sono banali a parte blocco (1,2) per cui occorre ricordarsi la proprieta:

(Rv)* = R%R", ReS0(3)



Analisi della cinematica differenziale

Relazioni cineto-statiche sono lineari:

v =J(q)q
7 = J(q)Tw
dove:

e ¢ ha n componenti (velocita angolari e/o lineari ai giunti)
e v ha m componenti (velocita lineare ed angolare dell’end-effector)
e 7 ha n componenti (momenti e/o forze interne ai giunti)

e w ha m componenti (forza e momento all’end-effector)

Le dimensioni fisiche di questi vettori sono in generale disomogenee.
Il vettore v delle velocita dell’end-effector (o della terna di riferimento di interesse, in
generale, vedi dinamica) puo essere scelto in modi diversi a seconda dei compiti su cui
si pone l'attenzione. Ad es.
°nel 3D: v = [f;], nel 2D con orientaz.: v = [f;] ; nel 2D no orientaz. v =p
| | |
m=06,r==6 m=3,r=3 m=3,r=2



Analisi della cinematica differenziale - continua

Considerazioni anaioghe si applicano aile forze/coppie (forza generalizzata) applicate
sull’end-effector, w . Naturalmente, laddove per una certa componente di v si scelga
una velocita lineare, la corrispondente componente di w dovra essere una forza;

se in v si ha una componente di velocita angolare, in w si dovra avere un momento.

e Per manipolatore in 3D, wp = [ ------- } : F' forza applicata all’end-effector e Mp
momento applicato all’end-effector. Tale vettore e il “wrench”.
Le stesse relazioni di corrispondenza valgono fra componenti corrispondentiin ¢ e 7

Come abbiamo gia avuto modo di dire, la definizione congruente di v, w, g, 7
fa si che siano ben definiti i prodotti interni (potenze meccaniche Nm/s)

<w,v>=wlv

<Tg>=T1"q



Ridondanza e difettivita’

Consideriamo un manipolatore con J(g) € R™*" ossia:
o] 7 giunti
z A
o,
@ [ \
LY
i Julg) - Jialg)
+ " . .
g : . :
S| Jml(ﬁ'} - Jmn(fi)
g

Se:

e 7. > m il manipolatore ¢ detto: ridondante I

¢ 1 < m il manipolatore e detto: difettivo

e 1 = m il manipolatore & detto: minimale (quadrato)

| valoridi ¢ periquali rank.f(¢) < min(m,n) sidicono singolarita del manipolatore.

Una singolarita &: semplice se rank J(g) = min{(m,n) — 1
: doppia se rank J(q) = min(m, ??v) —2
Se fosse rank J(g) < min(m,n), Vg, si avrebbe una singolarita banale.



Ridondanza e difettivita’ — esempi

Manipolatore planare RRR

o . . }m=3,n=3; Q2
Task posizione+orientazione

Manipolatore planare RRR

o -m=2,n=3; K
Task posizione

Manlpolf-,\t.ore pIar.mare RB m=3,n=2 D
Task posizione+orientazione |

Manipolatore planare PPP

o _ _ } m =3, n=3; sing. banale
Task posizione+orientazione

—




Dualita’ cineto-statica
Guardiamo le relazioni lineari della cineto-statica:
v=J(g)q
7 = J(q)Tw
si parla di dualita poiché I'applicazione lineare che mappa le velocita ai giunti nella

velocita dell’end-effector e la duale (trasposta per una applicazione lineare) di quella
che mappa il wrench sull’end-effector nelle coppie ai giunti.

| 4 sottospazi fondamentali della matrice 7(g), con in generale rank.J =r, » < min(m,n)
hanno in Robotica una interpretazione fisica immediata ( R = range; N’ = nullspace ):

e R(J(q)): sottospazio che contiene tutte e sole le possibili velocita dell’end-
effector (al variare delle velocita ai giunti); € in R™ ha dimensione 7

e N(J(g)): sottospazio delle velocita ai giunti che lasciano nulla la velocita
dell’end-effector (ridondanti); & in R” ha dimensione n — r;

e R(J'(q)): sottospazio delle forze/coppie ai giunti che possono essere gen-
erate applicando un wrench esterno; e in R” ha dimensione 7;

e N(JT(q)): sottospazio dei wrench esterni che sono bilanciati da cop-
pie/forze ai giunti nulle - cioé che si scaricano interamente sulla struttura;
e in R™ ha dimensione m — r;



Dualita’ cineto-statica — teorema fondamentale dell’algebra
Il teorema fondamentale dell’aigebra dice che

dim R(J) + dimAN(J7) =m

dimAN(J) + dimR(J?) = n

ovvero in modo piu esplicito, se rank J =, » < min(m,n), si ha:

dimR(J) =r; inR™

dimR(JT) =r; inR” v=J(g)¢
dimA(J) =n-7r; inR" m=J(@)Tw
dmN(JT) =m—r; inR™

Si puo leggere in Robotica cosi:

-la differenza fra la dimensione dello spazio operativo {m) e dello spazio delle velocita
dell’e.-e. possibili in una configurazione (r), € pari alla dimensione del sottospazio dei
wrench esterni strutturalmente assorbiti;

- la differenza fra il numero di giunti () e la dimensione dello spazio delle coppie ai
giunti “attuabili” da un wrench sull’e.-e., e pari alla dimensione del sottospazio delle
velocita ridondanti.



Teorema fondamentale dell’algebra — lettura in chiave Robotica

Il teorema fondamentale dell’aigebra ha una espressione piu forte nei casi in cui sugli
spazi di dominio e codominio della applicazione lineare sia definito un prodotto interno
e, quindi, un concetto di ortogonalita (complementarieta). In tali casi:

R(I)E = N(JIT)
N =R

che significa: il N(JT) & composto da tutti e soli e vettori (m-dimensionali) che sono
perpendicolari ai vettori in R(J) (anch’essi ovviamente m-dimensionali).

Anche se si & visto che sui singoli spazi v, 7, w, ¢ non sono definiti prodotti scalari ed
ortogonalita, abbiamo altresi visto che sono ben definiti i prodotti 77¢ e w’v

La relazione sopra riportata tra complementi ortogonali puo essere letta in Robotica
come segue:

| wrench strutturali sono complementari alle velocita possibili dell’end-effector;

* Le velocita (ai giunti) ridondanti sono complementari alle coppie ai giunti eccitabili da
wrench sull’end-effector.



Azione del Jacobiano sulle velocita’ ai giunti
Ricordandoci che v = J(g)¢ e che sussistono le seguenti relazioni fra i sottospazi di ./

R(J): =N(JIT)
Nt =RJIT)

E interessante visualizzare la situazione col seguente schema:

dimR{F) =r
dimR(J* )\ =r m
Rn column space R(J) R
A . . .
@\3\‘ gr — Jgr = Jgq )
3 Gy v =Jg
@%Q%p \ ! |\ e
<O

null space N(J) gn — JGn =0

left, nullspace N (JT)
[moti ridondanti]

Un

dimAN(J*) =m—r

dmMN(J) =n



Azione del Jacobiano trasposto sui wrench all’end-effector
Ricordandoci che 7 = J(q)*w e che sussistono le seguenti relazioni fra i sottospazi di /

R(I)t =N({TT)
N(HE =R(IT)

E interessante visualizzare la situazione col seguente schema:

m d1 (JT) =7 ]Rﬂ
]R dmR(J) =r
row space R(J")

w, — Jrw, = J w

left nullspace N (J7) null space N (J)
[wrench strutturali
W,

dmAN(S) =n—7

dmAN(IT) =m—r



Esempio numerico — Sottospazi fondamentali di un Jacobiano

Supponiamo che in una certa configurazione il Jacobiano abbia la seguente forma

1 0
J = 1 00 . m=2 n=3;r=rank J =1 JE=10 0
0 0 0 0 0

Il Jacobiano J siriferisce ad un manipolatore ridondante n > m in una configurazione
singolare, dal momento che r << m, ossia il Jacobiano non ha rango pieno righe.

La dimensione dimR(J) =r =1, quindiin R* (velocita possibili dell’e.-e)
R(J) = span( g

La dim. dimAN(JT) =m —r =1, quindiin R® (direz. non ragg./wrench strutturali)
N (™) = spaad ]

La dimensione dimR(J*) =r =1, quindiin R* (coppie ai giunti eccitabili da e.-e.)
1
R(J") =span{ |0|}
0
0 0
La dimensione dim AN (J) =n—r=2, quindiin R* A(J) =span{|1|, (0|}
(velocita ai giunti che lasciano fermo e.-e. (ridondanti)) 0 1



Singolarita’ cinematiche
Abbiamo visto che il Jacobiano nell’lequazione delia cinematica differenziale di un
manipolatore definisce una trasformazione lineare dipendente dalla configurazione ¢

v =J(q)q

Le configurazioni per cui il Jacobiano diminuisce di rango sono dette singolarita
cinematiche. La caratterizzazione delle singolarita € di notevole interesse perche:

a) le singolarita rappresentano configurazioni in corrispondenza delle quali si ha
perdita di mobilita della struttura, ossia sono impedite certe direzioni per la velocita
dell’e.-e.;

b) guando la struttura e in una configurazione singolare, possono esistere infinite
soluzioni al problema cinematico inverso anche se manip. non era ridondante;

c) nell'intorno di una singolarita, velocita ridotte dell’e.-e. nello spazio operativo
possono indurre velocita molto elevate nello spazio dei giunti.

Possono trovarsi:

1. Aiconfini dello spazio di lavoro raggiungibile: manipolatore e tutto steso o ripiegato
su sé stesso (non sono vero problema, si fa in modo che lavori all’interno);

2. Allinterno dello spazio di lavoro raggiungibile: causati da allineamento di uno o piu
assi in moto (sono problema serio: possono essere raggiunti anche da traiettorie
pianificate all’interno dello spazio operativo)



Ricerca di singolarita’ per RR planare
Consideriamo RR planare e guardiamo soio componenti di velocita in x e y, dunque:

Tp(q) = —@181 — Q2812 —G2512
' @1¢1 + Q2C12 | GaC12

Proviamo anche a ricavare manualmente il
Jacobiano (alla lavagna) anche mediante la T G
caratterizzazione statica...

T = Jp(Qw

Consideriamo quindi un wrench costituito dalla sola forza (senza coppia su e.-e.)

T T Fy
| =@ |5
Per analizzare il rango della matrice Jp(q) se ne considera il determinante che é dato

da:
det(Jp(g)) = a1a252

che, nell’ipotesi di a1,a2 # 0, siannulla pergz =0; g2 =7 , singolarita ai confini
dello spazio di lavoro. In questa configurazione la velocita p non puo avere direzione
parallela al braccio.



Condizioni di singolarita’ per RR planare

Nel caso gz = 0 il braccio e steso ed il Jacobiano singolare risulta

—(ﬂq + &2)51 E —a28

Ip(q) = :
(@) + az)ey L agey
da se semplici calcoli si determina che T a1
, 1 |
N(J) - Ep&]l{ [_41'1-&2]} o]
a2

In tale condizione tra I'altro, dato che m=2, r=1, esiste anche un N'(JT) # (), ossia dei
wrench strutturali (che si scaricano direttamente sulla struttura). In tale caso si verifica
che

N(JT) = span{ Eﬂ }
Nel caso invece che ¢2 = m il manipolatore e ripiegato su sé stesso e si ha

() (—a1 +az)s; 251
Jp\g) = ;
—(—a1 + az)eri—aze

G2

per cui N(J) = span{ ’ai%] } edancora A(JT) = span{ [‘;ﬂ}



Disaccoppiamento di singolarita’ PW =P3=pPs=ps

Jacobiano del manipolatore antropomorfo con polso sferico:

J(g) = Zo(p—po) Zi(p—p1) Z2(p— Pz].us (p—pw) Zs(p—pw) z5(p— va)]

Ja1(q) | J22(q)

Se la terna utensile viene posta con origine 2 =pw siha .Ji2 =03 ed il Jacobiano risulta
essere triangolare inferiore a blocchi

Ja(q) J22(q)



Disaccoppiamento di singolarita’

Quindi la ricerca delle singolarita annullando il determinante di J(g) si semplifica
poiché il suo determinante e dato dal prodotto dei determinanti dei due blocchi
sulla diagonale

det(J(q)) = det (J11(q1, g2, 43)) det (J22(q4, 5, 96)) = 0
In sostanza si e ottenuto il disaccoppiamento delle singolarita poiché la condizione

det (J11(q1,92,93)) =0
permette di determinare le singolarita di struttura portante, mentre la
det (J22(ga,45,96)) =0

permette di determinare le singolarita di polso.

E’ importante notare che I'aver messo l'origine della terna utensile con p = pw

non influenza dove si trovano le singolarita, che sono una caratteristiche della
struttura meccanica, ma costituisce semplicemente uno stratagemma per calcolarle
in modo algebricamente piu semplice.

Analizziamo adesso i due tipi di singolarita introdotti.



Singolarita’ di polso

Analizzando semplicemente il blocco .J22(g) che ha espressione

Jag =23 za 2]

risulta, banalmente, che det (.Jo2) = 00 quando i tre versori risultano complanari,
poiché come visto in passato il calcolo del prodotto misto

Dunque per Denavit-Hartenberg si ha complanarita per i tre versori solo quando:

&5:(}3 O =7

Indipendentemente dalla postura esterna del polso. Nel primo caso, ad es., si ha:
r_

i
'*—ir-ﬁf,:(}

Z5
|
'altro caso corrisponde alla condizione di polso ripiegato su sé stesso che nella
pratica puo non essere realizzabile a causa dell’esistenza di fine-corsa ai giunti.




Singolarita’ di struttura portante

Sono caratteristiche del particolare manipolatore considerato. Per il manipolatore

antropomorfo dell’esempio, il blocco Ji11(g) = Jp(q) precedentemente mostrato
che ha espressione:

—s1(asce + asces) | —ci{agse + azsos): —ascysos
Jp(q) = ci(azez + azcas) E*-‘?l(az"?z -+ ﬂf3323-)§ —@351523
0 . asce + azcay azC23

Il suo determinante vale:
det (Jp) = —asa3sz(agecy + azeas)

Nell’ipotesi di ag,a3 # 0, il determinante (che non dipende da #;) si annulla per
#3=0, =7

e si verifica quando il gomito e tutto steso o tutto ripiegato
su sé stesso. Si parla in questo caso di singolarita di gomito.

Questa singolarita e del tutto analoga a quella trovata per
il manipolatore planare a due bracci.




Singolarita’ di struttura portante

Un’altra condizione per cui si annulla il determinante di .7»(g) corrisponde al caso
gia visto nella cinematica inversa e si verifica quando il centro del polso si trova
sull’asse di rotazione del primo giunto, ossia su zu, per cui si ha

Pz =Py =0

e viene detta singolarita di spalla.

E’ interessante notare che in questa condizione di singolarita
m=3; r=2

Dunque, si ha I'apparizione di un left-null space N (J%) di

dimensione m —r =3 —2 =1 che rappresenta :

* il sottospazio di R™ non raggiungibile perl'e.-e., ossia in cui
non puo avere velocita l'e.-e.;

¢ il sottospazio di ™ che indica le direzioni in cui un wrench esterno (un questo
caso solo una forza) si scarica direttamente attraverso la struttura senza che siano
“eccitate” coppie ai giunti.



Inversione della cinematica differenziale

U'equazione della cinematica differenziale stabilisce un legame lineare tra velocita ai
giunti e velocita dell’e.-e., sebbene dipendente dalla configurazione g.

Infatti: )
v=J(g)¢

Se quindi si specifica per 'organo terminale una traiettoria di moto, specificando v{(t) e
le condizioni iniziali su posizione ed orientamento, si puo “invertire” 'equazione

determinando una possibile traiettoria ai giunti (g(¢),¢(¢)) che riproduca la traiettoria
data.

Nell’ipotesi m =n = r, Jacobiano quadrato di rango pieno:
¢=J"(qv

Nota la postura iniziale del manipolatore ¢(0) (ad. es. avendo risolto cin. inversa), le
posizioni possono essere calcolate integrando le velocita nel tempo

1
a(t) = /ﬂ #(Q)d¢ + g(0)
Numericamente, es. con Eulero in avanti (forward Euler), si fissa At = {x+1 — tx da cui:

Grr1 = i + @ At, dove ad ogni passo: dx = J(qr) vk



Algoritmi per l'inversione cinematica

Consideriamo, per fissare le idee, un manipolatore quadrato di rango pieno, per cui si
ha m =n =1r. Consideriamo di voler seguire una traiettoria nello spazio operativo
espressa dal vettore z4(1), la cui derivata & q4(i) .

Dalla cinematica differenziale, impiegando il Jacobiano analitico:

d=Jalg)g — d=Jale) e

Per cui invertendo la cinematica differenziale per seguire la #4(t) si ha:
Ga = Jalq) 'ika

Se si definisce l'errore di inseguimento come la differenza (nello spazio operativo):
E=Zg— T

la sua derivata, con le velocita ai giunti ¢ = ¢4 , risulta
é=q—i&=2q—Ja(0)§=%a— Ja(@)Ja(q) " &q =dq — q =0

A causa di una inversione non perfetta della cinematica inversa e/o degli errori
commessi nella integrazione numerica si avra quasi certamente una dinamica
dell’errore divergente.

Occorre pertanto impiegare un algoritmo di inversione che tenga conto dell’errore
nello spazio operativo.



Inversione cinematica con (pseudo-)inversa del Jacobiano
Ricordiamo la definizione dell’errore di inseguimento come:
e =Xg— T
La cui derivata rispetto al tempo risulta
=g — & =22q— Jalg)g
Nell'ipotesi (precedente) che il Jacobiano sia quadrato ed invertibile, la scelta
G = Jalq) (zq+ Ke), KeR™™ p.d.
Porta ad una dinamica dell’errore retta dall’equazione differenziale lineare
E=ig—& =22~ JalqQ)qd=2q — Jalq)J; (q)(2q + Ke) = —Ke
ossia
é=—Ke — e(t)=exp(—Kt)e(0)

la cui velocita di convergenza dipende dagli autovalori della matrice K . Supponendo
peripotesi K = diag(ki,...,kmn) con k; > ks > --- > k,, si ha che la dinamica della
componente i-esima dell’errore risulta essere

ei(t) = exp(—ki t)e:(0)

La dinamica piu veloce e associata all’autovalore piu grande #:



Inversione cinematica con (pseudo-)inversa del Jacobiano

Schema dell’algoritmo per I'inversione cinematica ¢ = Ja(g) ™" (iq + Ke)

Zy
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Attenzione al fatto che una dinamica dell’errore che puo essere resa convergente a
zero nel continuo con velocita arbitraria, in fase di implementazione nel TD risulta
convergente solo se gli autovalori stanno all’interno del cerchio unitario.

Infatti, ad es. con Eulero in avanti e granularita At, la dinamica dell’errore risulta

. . . €k — €L
é=—-Ke — el "k i1 =I—KAbe

At
Autovalorisono A; = 1 =Ek;At . Perché il sistema TD risulti ancora A.S. occorre che
2
=|1—-kAtl <1 —
Al = |1 — kAL < — k<ﬂ£

Dungue la dinamica piu veloce ¢ legata al tempo di campionamento.

Per manip. ridondante: ¢ = J}(iqa+ Ke) + (I — J4Ja)do



Inversione cinematica con trasposta del Jacobiano

Obiettivo & determinare un algoritmo per I'inversione cinematica piu semplice del
precedente dal punto di vista computazionale (non si vuol calcolare I'inversa) che
assicuri la convergenza a zero dell’errore e=x4— 2.

Si impiega metodo diretto di Lyapunov per determinare legame ¢(e).

Si introduce la candidata di Lyapunov
Vie) = %@Tﬁ’ e, K €R™*™ gimm. e p.d.
Per tale funzione Vi(e) >0 VYe#0, V(0)=0,
Derivando rispetto al tempo:
V=c"Kée=e"Kig—e'Ki = ¢ ' Kig— e KJa(q)q
La scelta di una velocita ai giunti come
¢=Ji(g)Ke

comporta che
V=eTKiyz—e"KJa(q)J5 (¢)Ke



Analisi inversione cinematica con trasposta del Jacobiano

bt ——

Ty + € q f q

4

Abbiamo trovato che con ¢ = J%(q)Ke la V risulta:
V =eTKiy — e KJa(q)J5 (¢)Ke

Caso 1) Il riferimento e costante, x4 =cost — 4 =0 (moto punto-punto)
V =—eTKJx(q)J}(g)Ke

Nell’ipotesi che Ja(g) sia di rango pieno, V <0 con la condizione V > 0 implica
per Lyapunov che le traiettorie del sistema convergano uniformemente ad e =10,
quindi il sistema risulta A.S.
N N e T * . . x o ﬁr‘ N T
el caso pero il N(Jy)#0la V <0con, in particolare, V =0 quando Ke € N(J})
nel qual caso V =0 con e # 0. In tale caso l'algoritmo si trova in una situazione di
stallo e si blocca. Questa eventualita si verifica solo se la posizione assegnata all’'organo
terminale non e effettivamente raggiungibile a partire dalla posizione corrente.



Analisi inversione cinematica con trasposta del Jacobiano

Caso 2) Il riferimento non e costante, ossia 4 # 0. Il primo termine non viene
cancellato e nulla si puo dire sul suo segno
V=e"Ki;—e"KJy(q)J5(¢)Ke

Cio comporta che:

* non ¢ possibile ottenere I'asintotica stabilita lungo la traiettoria;

e 'errore di inseguimento e(f) & comunque limitato superiormente in norma e risulta
tanto piu piccolo quanto piu grande & la norma della matrice dei guadagni K ;

* esiste comunque un limite superiore sulla norma di K in relazione al periodo di
campionamento nella implementazione in TD.
Pa

Interpretazione fisica: target -\7

* es. RR solo posiz.: “dinamica fittizia” governata da

K=kIn

g=7=.J" K(pa—0p)



Considerazioni sull’'errore di orientazione

Errore di posizione:
eEp =Pg—p

Errore di orientazione con Jacobiano analitico.

Impiegando una (medesima) rappresentazione minima dell’orientazione si puo
definire 'errore fra 'orientazione desiderata e quella attuale, come differenza fra gli
angoli corrispondenti (es. Eulero ZYZ)

€0 :(T?d—ﬂ‘}

* ¢ agevole per assegnare l'orientamento desiderato ®4(%) ;

* richiede comunque il passaggio attraverso la matrice R =[n s a| per |'estrazione
degli angoli ® in funzione delle variabili di giunto ¢ (necessari per calcolodi J4,0)
e comodo per manipolatori con polso sferico

Impiegando il Jacobiano analitico I'algoritmo con inversa del Jacobiano risulta quindi

a pa+ Kpep B Pa Kp' 0 e
=t | 5] ([24] 4 [0 ][]
4 [®d+ Koeo] 4 b, Us iKo] [€o

con Ko, Kp p.d., dacui risulta A.S. nell'inseguimento del riferimento sia di
posizione che di orientazione.



Considerazioni sull’errore di orientazione — asse/angolo

Errore di orientazione rappresentato dalla matrice R
Frame fisso: {5}

KN 5/ Frame attuale: { B}
/\‘) R=[n s a

1Bat

Frame desiderato: { B4}

15}

Rg = [ng sq ag

Rq

L'errore di orientazione puo essere espresso in terna:
* locale (in {B}), per cui RRE=R; — Rg=RTR,
e fissa (in{S}), percui RsR=R; — Rgs=R4RT

Consideriamo il secondo caso, ossia l’'errore di orientazione espresso in terna fissa



Considerazioni sull’errore di orientazione — asse/angolo

Della matrice Rg che rappresenta I'errore di orientazione in terna fissa {5} estraiamo
i parametri asse/angolo, ossia &, r dove:

tt‘(fig} -1 _ (ﬁg - Rg)v
2 » T= 2sin @

cosf =

.. . . . . iy . . \
e definiamo come errore di orientazione il vettore en = rsiné . E facile vedere che e
una scelta ragionevole, poichese Rgs=T — eo=0,
E’ utile ricordare che:

LT
}:ig = R4RT = [nd Sd ad] ZT] =ngnt +sqst +aga’
Q‘T
e che per 'operatore
vect(Rg) = (Rs ;Rg)"’ a eo
vale la seguente proprietd: a, b€ R?  vect(ab’) = %b X 0= %3&.
Una forma equivalente per il calcolo dell’errore di orientazione € quindi
epo =rsinf = (s —QRE)V = vect(Rg) = vect(ngn’ + sqs’ +aqa’)
1

L N .
:§(n><ﬂd+8><$d,+@><ad):i(nnd+ssd+aad)



Derivata dell’'errore di orientazione — asse/angolo

Per calcolare la derivata dell’errore di orientazione conviene usare la forma
]- -~ e .
eo = i(nnd + 554+ aay)
Ricordandosiche R=@R— [ 4 a|=&[n s a],quindi n=&n; §=0s; a=0a
Derivando €g rispetto al tempo si ha quindi:

MXng+s§xsgtaxag+nxngt+sxssg+axay)

N - - 1 . N N
((wn) X ng + (@s) x 84 + (LDa) x sd) - E(n X (Wgng) + s x (Wgs4) + a x (&g a.d)_)

oy
-
| I
B~ b= o= o=

P R O ~ e —~ 1 L SN L LN T
NgRW+sSgswtagaw) — =\nngwg+ssgwg+aazw
d d d 9 d*d d%d d%d

p..i

c

3

S
|
-~
&

dove si e definito:
]' P e e P
L% —5(7@1&—1—3@34-&,,;&)

e si & sfruttata la nota proprieta delle matrici anti-simmetriche : (Rfig)T = fign

Utilizziamo questa definizione per la dinamica dell’errore di orientazione.



Dinamica con inversa del Jacobiano geometrico — asse/angolo

La dinamica dell’errore globale, cioe di posizione + orientazione, risulta quindi:

Una legge di velocita ai giunti con inversa del Jacobiano per manipolatore non
ridondante non in singolarita che renda asintoticamente stabile a zero |'errore e:

g | s ( e +[_f}f'f.i-9§__] [_ef_]\
03 J5'(q) L LT w, 05 TKo| |eo | )

In tal modo infatti, le dinamiche degli errori di posizione ed orientazione risultano
disaccoppiate e governate dalle seguenti equazioni differenziali lineari

¢p=—Kpep
to = —Koeo

Osserva che la velocita angolare desiderata in {S} é calcolata sistematicamente
impiegando la formula gia vista:

o~ : T
wg = g Ity



Manipolatori ridondanti

Nel caso in cui un manipolatore e ridondante siha = > m ed il Jacobiano e rett. basso

q1
vy Jig e e g
Um, Im1 o 0 Jmn *
an

Se consideriamo che abbia rango pieno righe, allora dim(A(.J)) =n —m , ed esiste
un sottospazio di motiridondanti (ai giunti) di dimensione # —m che lasciano
invariata la velocita dell’end-effector w.

Allora assegnata v, si puo risolvere il problema come pb. di ottimo vincolato.
Si definisce un funzionale di costo quadratico nelle ¢

1 . ,
g(q) = éqTW’ g, W € R™"™ simm. e positiva definita

e si cerca la soluzione “ottima” ¢ richiedendo:
g* = argmin g(g), s.t. v=.J¢

| pesi in W posso essere scelti, ad. esempio, inversamente proporzionali alle escursioni
ammissibili dei rispettivi giunti.



Manipolatori ridondanti — soluzione cin. diff. inversa

Si introduce il Lagrangiano ed il vettore dei moltiplicatori di Lagrange A € R™
L(3N) = 5" W+ X (v~ i)

e si cercano i minimi non vincolati di questo funzionale, nella var. (¢, A) da cui:

; T . T
(%) =0 € R"; (%) =0€R™ (m+n eq. in m+n inc.)

Dalla prima:
OL T I-T T T r . T . r—1 7Ty
35) = (GEWVHWN) M) =Wi—JTA=0 — =W\

Dalla seconda (come sempre) si ha il vincolo:

P T
(dL) =v—Jg=0 — v=.Jqg

O\
Combinando le condizioni si ha:
v=JW L1JT)
Nell’ipotesi che J sia di rango pieno m, la matrice JW 1JT € R™*™ & invertibile:

A= (JW 1T 1y



Manipolatori ridondanti — soluzione cin. diff. inversa

Dunque, risostituendo nella prima equazione:
g=wtJTw 1)1y

Verifica vincolo della cinematica differenziale, infatti: J§ = (JW 2JT)(JW 1JT) v =w

E quindi si definisce inversa destra di ./ pesata in W la matrice:
Ji=w gt aw Y termm s JJE =1,

Nel caso in cui W =Ty, sihache J& = .J", ossia & la pseudo-inversa
Jt=JT(rrry!

Percio la soluzione che minimizza localmente la norma 2 della velocita ai giunti e:
g=Jw

Dato che la soluzione non vincolata al problema v =.7¢ in ¢ e data in generale da:
¢=Jv | Pgy, P: R(P)=N(J), P proicttore nel nullo di J

infatti:  Jg=JJ v+ JPgy=v

Percio per la presenza di gradi di mobilita ridondanti permette di specificare una
traiettoria go nello spazio dei giunti da cercare di seguire (vincolo debole) a cui &
associata la massimizzazione di qualche indice di prestazione. Vediamo come.



Manipolatori ridondanti — specifica di traiettoria nello spazio-giunti

Assegnata v, si definisce un funzionale di costo quadratico negli scarti fra velocita ¢
che consente di ottenere v all’end-effector (obiettivo primario) ed una certa ¢o
desiderata che specifica un obiettivo secondario:

o(d) = 50— o) W (d ~ io)

col solito vincolo che v = J¢ e W simmetrica e positiva definita.

Procedendo come prima si cerca la soluzione “ottima” come:

q" = argmin g(g), s.t. v = J¢



Manipolatori ridondanti — specifica di traiettoria nello spazio-giunti

Si introduce il Lagrangiano ed il vettore dei moltiplicatori di Lagrange A € R™
. 1,. . . .
L(g, A) = 5(¢ = Go)" W(G — do) + A" (v — J)

e si cercano i minimi non vincolati di questo funzionale, nella var. (¢,A) da cui:

oL\ " AN . . .
(%) =0ecR™; (a) =0€R”™ (m+n eq. in m+n inc.)

Dalla prima:

a
Dalla seconda (come sempre) si ha il vincolo:

IAN _ .
(3}1) =v—J¢g=0 — v=Jq

Combinando le condizioni si ha:

v=Jgo+ JW LITA

oL\ " T AT ) T . —1 47T
=1 @=q@) W=XJ|] =W({@G—-¢)=-J A=0 = ¢=q¢g+WJ" A

Nell’ipotesi che J sia di rango pieno m, la matrice JW 1JT € R™*™ & invertibile:

A= (IWLIT) (o — Jgo)



Manipolatori ridondanti — specifica di traiettoria nello spazio-giunti

Sostituendo nella espressione per ¢
G =qgo+WLIT(JWI) (v — Jgo)
ma la matrice WLJH(JwJh)~! = 5§, percio
q=do+ Jw (v — Jdo)
ovvero in una forma piu espressiva
G = Jiyv + (I, — Ji5-J)do
dove la matrice P2 (I, — J&.J) & il proiettore nel N(.J), infatti
JP =J(I, — JgJ) = J — (JJp)J = Onxn

Se poi si considera come matrice di peso l'identita e quindi si minimizza semplicemente
la norma-2 dello scarto, allora la soluzione risulta

Gg=J v+ (L, — J Do

Composizione soluz.: Jtw soluzione di norma minima per §;

(I. — J*J)go motiinterni che riconfigurano manip. lasciando
inalterata posiz. ed orientaz. dell’e.-e.
(soluzione omogenea)



Analisi della soluzione Jacobian-based+proiezione nel nullo

La soluzione della cinematica ridondante puo essere espressa in modo generale:

G=J v+ (I, — JT.)qo
\ 1

¥ Y
soluzione a norma soluzioni dell’eq.ne omogenea
minima (unica) associata J¢ =0 (automovimenti)

P& (1, — J+J) “proiettore” nel N(J)
tale che R{P) = N(J)

Proprieta del proiettore P £ (I, — J*.J)
e simmetrica: P =L, —J )" =L, —(JTN)" =1, —J"J=P {4)MP-inverse

e idempotente: (7, — JV'J)2 = (I, —J"J)
o« Ly—J Nt =1,—J%J

In generale quindi:

q= Jto + (I, — J+J)f}(} Come scegliere Gp ?




Spazio nullo + gradiente proiettato

¢g=J v+ (L, — JJ)go

La scelta di Qo viene fatta in modo da massimizzare (localmente) una f.ne obiettivo:

do = VgH(q), H(q) fne obiettivo derivabile

Si implementa un algoritmo di ottimizzazione vincolata
qg \ TE
V. H Sq={q € R": f(q) = p}

Ad es., per un cammino fissato p(t),
in un suo punto P = f(q) la velocita

e stabilita dalla:
Sq / i=Ttv+ (I, — J* )V, H(q)

Se, in particolare p(t) =p fisso, v =10 e:

qg= (I — JTJ)V,H(q)
/I

1



Come utilizzare convenientemente i g.d.l. ridondanti?

Il vettore go viene tipicamente scelto della seguente forma

. Efiw(q))T
D — ko | —2L ko >
dn = n( g ; n >0

con w(g) € R funzione obiettivo (da massimizzare) nelle variabili di giunto.

Il vettore 4o cerca di far muovere il manipolatore in una direzione che massimizza
localmente la funzione obiettivo, dal momento che ci si sposta nella direzione del
gradiente, ossia nella direzione di massima salita.

Possibili scelte per la funzione obiettivo sono:

w(qg) = \/det(,}’(q)ffq) , Si cerca di stare lontano dalle singolarita ed aumentare la
manipolabilita;

— 2
1 < . — : : : L .
w(q) = —5- (M) , Si cerca di portare ciascuna variabile di giunto verso il
an i1 \dim — Gim centro della corsa;
w(g) = ;)en;iﬁm llp(g) —ol| , sicerca di evitare la collisione del manipolatore con

o € obstacle un ostacolo



Inversione nell'intorno di una singolarita’ cinematica

Le soluzioni precedenti sono state trovate nell’ipotesi che il Jacobiano avesse rango
pieno righe, ossia r = (ricorda invertibilita di JW—1J% e R™*™ ),

Dunque ¢ possibile determinare una soluzione in ¢ solo se v € R(.J), in tal caso la
traiettoria e fisicamente realizzabile dal manipolatore anche se esso € in configurazione
singolare.

Se invece v & R(J) allora il percorso assegnato non & eseguibile dal manipolatore nella
postura assegnata.

A guesto punto la soluzione puo essere trovata cercando di risolvere la cinematica
differenziale inversa “meglio che si puo”, cercando di limitare la velocita ai giunti che
tenderebbe ad “esplodere” vicino alla singolarita.

Si cerca pertanto di minimizzare il funzionale di costo in ¢ (cin. diff. inv.=vincolo debole)

L L1 . L1 g0
9(d) = ¢'(d) + ¢"(d) = 5(v = JO) (v = Ja) + 5p*d"

La soluzione risulta essere:

o9@\" _ (99w ow—da) 9D\ _ (v )" _
(f}q) (a(vJe;i) o g ) ((Z'JQ) Jﬂw) =0

Ossia, introducendo la inversa ai minimi quadrati smorzata J,

G=Jfv, con JV=JT(JJ" +p’L,)"" (inversa destra smorzata)
oppure J! = (J'J+p°L,)""J"  (inversa sinistra smorzata)



Inversione in condizioni di singolarita’ con SVD

Nel caso in cui si voglia invertire la cinematica differenziale in condizioni di singolarita, si
puo impiegare la decomposizione ai valori singolari (SVD) della matrice Jacobiana.
La soluzione determinata corrisponde alla soluzione di norma minima (in ¢ ) a residuo
minimo (in » —.Jg )
v=Jig=UsVTq — g¢=Jtv=vItuTy
con
J e R™*™:  rank(J) = r < min{m, n};

UeR™ ™. UU =1,; U=|[U;---Uyl], U; autovett. di JJT
VeR™ . .vvl =1,; V=[W---V,], V; autovett. di JZ.J
1ag s Up Or n—r
S eRMXN .Y — dla?(glj‘oj); ,,,,,,, < ( ,,,,,, ), ., 0120222 0p > 0
O(tm—'r}):r O('m,—-r]l)((n—r)
Inoltre si definisce la &t
diag(1/o1, ..., 1/07) Eﬂfﬂxﬁmﬂl

Yt eR™W M ut = L Al
0(7;—?‘))(7‘ I O(w;—r} X(me—1)

tale che



Gestione della ridondanza mediante “Spazio di Lavoro Aumentato’

Se prima si desiderava “solo”:

fley=p, fER™, gqeR"
che conduce alla relazione differenziale in cui bisogna gestire la ridondanza

v=Jqg, JeR™" m<n
Adesso si aggiunge un ulteriore vincolo funzionale
fg(lj) =y, y€R", r<n—m

corrispondente a qualche aspetto desiderabile della soluzione. n

Si definisce quindi il task aumentato nel seguente modo:
ap] _ f(q}] _— ﬁ _ [J(q)] . Ta(oM
P Lj [fy(fz) = Pa=[y] = (g 97 7409

Osserva che J4(g) € Rim+m)xn
Si cerca una soluzione ancora nella forma

. 4 -
q = JAFA
Nel caso particolare in cui r = n —m (si completa lo spazio di lavoro, Jacobiano esteso)

§g=J4 Pa



“Spazio di Lavoro Aumentato” — vantaggi/svantaggi

VANTAGGI

* maggiore controllo sulla soluzione inversa;

* con Jacobiano esteso (r =n —m) in assenza di singolarita algoritmiche, si puo
prendere ¢ = J; ' pa ;

* lo schema e ripetibile;

*se fy(g) =0 corrisponde a condizioni necessarie e sufficienti di ottimalita per un certo
criterio H(gq), lo schema assicura il mantenimento dell’'ottimalita durante il moto
dell’E.-E.;

SVANTAGGI
* si introduco singolarita algoritmiche quando, nonostante

rank(J) =m, rank(J,)=r
si ha
rank(J4) <m+r
Per evitare cio dovrebbe essere sempre (righe di J e righe di J, linearmente indip.)
R(JIT)N R(Jf) =0

Cio e difficile da ottenere globalmente!



“Spazio di Lavoro Aumentato” — esempio

Dimensioni dello spazio di lavoro, numero di giunti m=2, n=4

Coordinate di giunto relative (usuali), ¢;, i=1,...,4

Nel seguire la traiettoria, 'ultimo braccio deve rimanere verticale:

4 (};'1
fy(q)=Zqi=?r/2, (r=1), — Jlgi=[1 1 1 1][Z| =0

qs3
n




Jacobiano esteso - applicazione ®
plE)

Manipolatore MACRO-micro -

Dimensioni dello spazio di lavoro, numero di giunti m=2, n=4

i} = J(Eh,“.,i}zl}ij
y = Jylgr, ¢2)d

Impilandoli, il Jacobiano esteso assume la seguente struttura a blocchi

. : J :
pa=Jal@)g, Jalg)= [Jy] = t;} e RV



Strategia a priorita’ di compito (1)

Se il compito originale # =.J{g)¢ ha una priorita maggiore
del compito aggiuntivo # = J,(q)q

* sifa prima in modo che venga eseguito il compito prioritario
g=J v+ (T —J Do
* e poi si sceglie g0 in modo da soddisfare anche il compito secondario
§=JylQ)i = JyJ v+ Iy (I = T* D)o = JyJ P o + Jydo
dove si & definito J, 2 J,(I — J*J)
Si determina cosi ¢n ¢1 a disposizione per ulteriori
. = I / compiti a piu bassa priorita
go = J (4 — JydTv) + (I - Iy y)da
| J | J

! !

soluzione a norma min. che soluzioni dell’eq.ne omogenea

-

verifica entrambi i compiti associata Jygo =0 (automovimenti
che non alterano ambo i compiti)




Strategia a priorita’ di compito (2)
» sostituendo I'espressione di go in
Gg=J o+ I - J N
dove si era trovato:
= JF (g — LT To) + (I = J dy)in
si ha:
G=Tro+ (I = TYI) 7@ = JyT o)+ (T = THI)(T = I Ty
ricordandosi che J, = Jy(I — JTJ), il termine
(I —Jt DI, =Tt =1, — Tt Nt = JF
Questo deriva da C[BC]t = [BC]* se C & idempotente.
In definitiva: 1 a disposizione per ulteriori
- - - compiti a piu bassa priorita
G=J o+ (4= JyJTv)+ (I = JTT)I = I Jy)dn

Il grande vantaggio della strategia e che il compito principale non e piu affetto dalle
singolarita algoritmiche!



Manipolabilita’

Un braccio in configurazione singolare, o pressoché singolare, si comporta in modo
assai diverso a seconda delle direzioni in cui il moto viene specificato.

Facciamo esempio in cui m =n =7 ma siamo vicini alla singolarita, percio o, =~ 0
v=Jig=UxVT§¢ —-UTv=%xV7T§

scrivendo la cinematica differenziale in basi di autovettori sia in partenza che in arrivo
e 20Ty, G2V

si ottiene
=% — g=X'®

che tradotto componente per componente risulta ¢ = glv?

%
Quindi se uno vuole muovere l'e.-e. nella direzione dell’ n-esimo elemento della base
canonica 7 =ey, = (0,...,0,1) deve applicare una velocita §=X%e, =(0,...,0,1/0,)
ossia molto elevata, dato che @, = 0} . Inoltre, nelle coordinate originarie, le direzioni
delle velocita nello spazio dei giunti e nello spazio operativo si corrispondono come gli
autovettori V,, con U,

v=e, 2UTy — wv=Ue,=U,;

1 1 1
—€n % VTQ — é — V_ﬁn — _I);f,

0-?'1. 3‘??- g?&

qg=



Manipolabilita’

Se invece uno vuole muovere l'e.-e. nella direzione del primo elemento della base
canonica v =-¢; = (1,0,...,0) e sufficiente che applichi una velocita relativamente
bassa ¥ =X%e, =(1/01,0,...,0) , poiché in generale o1 > 1,

Inoltre, nelle coordinate originarie, le direzioni delle velocita nello spazio dei giunti e
nello spazio operativo si corrispondono come gli autovettori Vi ed U/}

v elgUT# — wv=Ue =U7;

- 'I' -& T ® ‘I' ‘I'
Jg=—e ZVT(Z — q:V—glz_FrI
a1 a1 a1
Questo dimostra che quando siamo nei pressi di una singolarita si delinea un
comportamento fortemente “anisotropo” del manipolatore, in quanto certe direzioni
nello spazio operativo risultano essere molto “costose” mentre altre sono “abbastanza

economiche” in termini di velocita ai giunti da applicare per realizzarle.

Formalizziamo piu precisamente questo concetto seguendo due strade equivalenti.



Manipolabilita’

Cerchiamo di vedere come varia ||?J||2 =v’v,dove »=_.J¢ alvariaredi ¢ sulla sfera
unitaria Sz in R™, dove S:=1{q¢:|[l4|]|=1}.
Si cercano percio i punti di massimo e di minimo con ¢ € 52 della funzione

v'v=f(q)=q"J"Jq
Equivalentemente si possono cercare i p.ti di max e min del Lagrangiano
L(g,A) = f(q) —2\(¢" ¢ - 1) =¢" T" Jg—2X(¢" ¢ — 1)

con A€ R, In questo modo:

OL(Gg, A\ "
(F) — i) -0 =0~ (i
OL(G,N)\" T
—_— = =1
( A 0 = &4
Problema agli autovalori di JTJ . Gli autovalorisono A; = a7 ed autovettori sono
{d}: = Vi . Percio
f@)=¢"T"Jg=q"oi4=a?, |lgll=1

fmax = JF(VI) = 0?; Fmin = f(vn} = 03:,



Manipolabilita’

Vogliamo vedere direttamente come la matrice Jacobiana J deforma la sfera unitaria
in R™ delle velocita ai giunti S2 ={q: ||4|]| = 1}, ossia .J(52) .

J=Uzv", Jt=vstu"
con J* pseudoinversa di Moore-Penrose. Allora la soluzione nelle velocita ai giunti:

v=J¢g — g¢=Jv
Imponendo di stare sulla sfera unitaria per le velocita ai giunti

1=¢ =01 (T ' Jro =0t (V2TUYTVEUTw =o' USTTVIVETU Y

= TUSHTEtUTy 2 T (S*TE ) w

Ricordandosi che i .
st e prom . ot _ | dag(l/o1, - 1/00) 1 Oy x(m—r)

""""" On—r)xr i O(n—r)x(m—r)

Z+T c R™X" - E—I—T _ di&g(l/()‘l’ == 1/‘7‘:’) O(T)X('n—?”)

......................................................




Ellissoide (eventualm. degenere) di manipolabilita’ in velocita’

. . . . i Y . .
Nella base di autovettori per v, ossia nelle coordinate w =U" v 'immagine della sfera
unitaria risulta essere

l=w"(ZtEY)w

P, 2

. ‘s . . _ wy »
0OSSla piu eSpIICItamente 1= o) +...+ 2
aTq a,.

che definisce un’ellissoide (eventualmente degenere come in questo caso) con semiassi
non degeneri di lunghezza pari ai valori singolarinon nulli o, i=1,...,r.le m—r
coordinate mancanti sono relative ai semiassi degeneri (valori singolari nulli).

Il punto sull’asse maggiore € dato da w = (g1,0,...,0) =01¢;

che, in termini di coordinate originarie in v risulta dato dal primo autovettore
amplificato o1 volte
U‘,‘;U-&sg

o =Uv — wv=alUe =l l \ﬂ
1

In termini di ¢ la direzione corrisp. €
data dall’autovettore

q=WV




Ellissoide (eventualm. degenere) di manipolabilita’ in forza

Si procede con un ragionamento analogo al precedente, ma stavolta si cerca 'immagine
della sfera unitaria in termini di coppie ai giunti 52 = {7 : ||7|| = 1}, ossia J(S2) .
Da 7=.J"w siimpone percid

Tr=1 — wlJMFw=1
Mediante laSVD JJ' =U(ZET)YUT da cui, passando nella base di autovettori ¥;
1=wTUEE)Tw — 1=2T(Z27)2

con z2UTw. Allora dato che

O[m—r)xr Eofm‘—-r)x(m—’r)

(£57) = [di“‘g("%""“"g)iO{fmm—ﬂ

esplicitamente si ha 'equazione di un ellissoide

2 22

1= 5+...+ 5
(#) (%)
a1 Ty
Osserva che i semiassi corrispondenti alle stesse direzioni (precedenti) U; hanno
adesso lunghezze pari ai reciproci dei valori di quelli dell’ellissoide di manipolabilita in

velocita. Vediamo quindi qualche esempio.




Ellissi di manipolabilita’ in velocita’ ed in forza per RR planare

Ellissi di manipolabilita in velocita per RR planare al variare della configurazione




Ellissi di manipolabilita’ per due compiti del braccio umano

Ellissi di manipolabilita in velocita/forza per compito di scrittura

* necessita di controllare finemente una forza verticale
(la pressione della penna sul foglio);

* e controllare finemente la velocita orizzontale (per
scrivere in bella grafia);

* il braccio tende a disporsi in modo che le ellissi di
manipolabilita soddisfino le specifiche del compito

* necessita di resistere alla elevata forza peso e
centrifuga nel lancio della palla da bowling;

* capacita di imprimere alla palla una elevata velocita
orizzontale;

o « il braccio tende a disporsi in modo che le ellissi di
manipolabilita siano coi semiassi proprio nelle
direzioni in cui si richiede max velocita/max forza

direzione di lancio




Indici di manipolabilita’

1) Inverso del numero di condizionamento del Jacobiano

1 - G'min(J) Ulm(j)
ko J)  Omax(J) O enin (F)

Il risultato € motivato dalle seguenti uguaglianze

ko () = |[]|2||J ]2 =

1BLAIP .
J|l2 = max ———— = max ||J§|l2 = omax(S
M1l = 0 Nl = s 17l = Omax()
T2 1
J1 :maxl‘_i“ — max ||J %lls = ———
1771l a0 ||dl|o ||e;?||:1|| all: Tnin (J)

Caratteristiche:

- Vale anche per manipolatori non quadrati

- Misura la distanza da una singolarita

- Misura 'eccentricita dell’ellissoide ed & indipendente dal suo volume

- E’ complesso da calcolarsi e praticamente impossibile in forma simbolica se non in
casi molto semplici



Indici di manipolabilita’

2) Determinante di .J.J*

det(JJT)

Caratteristiche:

- Vale anche per manipolatori non quadrati
- Semplice da calcolare (almeno con un sistema di calcolo simbolico)
- Il suo valore non fornisce tuttavia una buona stima della “vicinanza alla singolarita”

L e r_[tta .
J—[D 1], el JJ _[ 2y

det(JJ') =1, Opax ~ 1/€; Omin = € ka(J) ~ 1/6

-E’ proporzionale al volume dell’ellissoide, quindi al variare delle unita di misura
cambia! Anche solo il det(.J} es .per un manipolatore quadrato RR vale

det(J(q)) = a1a252

cambia se le lunghezze sono in [m] o in [mm]!



