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Trasformazioni rigide generali

Rotazione fra due sistemi di riferimento esprimibile in forma matriciale (lineare):

p' = gr(@") = R p"

Traslazione fra due sistemi di riferimento esprimibile come trasformazione “affine”:
p'=gr(@")=v+p’

Consideriamo adesso una trasformazione formata dalla successione di una rotazione
seguita da una traslazione, espresse in assi fissi:

gr(gr(p) =v+Rp, veR® RecSO3)
Si noti che le operazioni non commutano, essendo:
gr(gr(p)) = Rv+ Rp, veR? ReSO(3)
La struttura della trasformazione tuttavia non cambia, dato che in entrambi i casi:

g(p)=Rp+m con m opportunamente definito



Composizione di trasformazioni rigide generali

La trasformazione generale ottenuta rappresenta ancora un moto rigido. E’ inoltre
possibile dimostrare che qualsiasi moto rigido pu0 essere scritto in questa forma,
ossia come roto-traslazione:

g(p) = Rp+m

Indichiamo |a generica rototraslazione come la coppia
g=(R,m) € SO(3) x R®

Consideriamo due rototraslazioni g1 = (Ri,%t1) e g2 = (Rz,%t2) , in cui si stabilisce la
convenzione che prima sia fatta agire la rotazione e poi la traslazione.

Se le componiamo in terna fissa facendole agire sul generico punto p, effettuando
prima quella indicata coi pedici “1” e successivamente quella coi pedici “2” si
ottiene:

gi(p) = Rip+1ti; g2(g1(p)) = Ro(Rip+1t1) +ts = RoRip + Raty + 1o
Cio significa che il risultato della composizione fra g1 e g2 € dato da
g2 0 g1 = (Ra2,t2) o (Ry,t1) = (RaRy, Roty + to)

L'insieme delle rototraslazioni, assieme a questa legge di composizione, forma un
gruppo, detto Speciale Euclideo, indicato come SE(3)



Coordinate omogenee

Vista la grande praticita della notazione matriciale, e la facilita con la quale si presta
al calcolo automatico, introduciamo una nuova rappresentazione che ci permetta di
scrivere ogni trasformazione rigida in forma matriciale.

Questo pud essere fatto immergendo lo spazio R?, in un sottoinsieme di R4,
fissando la seguente relazione:
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Fissando il valore di s con la convenzione che:
e se con a siindicano le coordinate di un punto, s =1
e se con a siindicano le componenti di un vettore, s =10

Cosi facendo, tra I'altro, si esplicita la netta differenza tra queste grandezze, e la
definizione di un vettore come differenza fra punti. Infatti, se p—g¢=wv, in
notazione omogenea si ha: (nota come somma di punti non ha senso in tal contesto)
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Rappresentazione di trasformazioni rigide in forma matriciale

Usando le coordinate omogenee, € possibile esprimere |la generica trasformazione
rigida in forma matriciale. Si associa alla g(g

_ _ Tt _
grey®)=Rp+t —  grn®) = [000?1} {ﬂ = Ar) P

'azione della trasformazione rigida sul vettore = p — g e espressa dallo stesso
operatore, infatti

_ _ R it _
9RrR0+) = 9r0)(P) —9re)(@) =Rv —  gro«(v) = [000,‘1] [0—‘ = Aryv

Nella rappresentazione omogenea, gli elementi di SE(3) si identificano dunque con
matrici 4x4 della particolare forma

f%mﬂ=[m4m?l,RESOmLtem3

In tale forma la legge di composizione € semplicemente il convenzionale prodotto
fra matrici. Si ha dunque:

Ry its] [ Ry it RoRy:i Rt +1
A(R*z,tQ) A{Rlatl) - [-0_620"?"]%] I:'(‘)‘ijl{‘)"*-f'-jl = [---2---1.;_--.2__1- ______ 2



Proprieta’ delle rototraslazioni e della rappresentazione matriciale

La rappresentazione del gruppo SE(3) = {(R,t): R € SO(3),t € R*} in cui la legge
di composizione e fornita da:

go O g1 — (Rg,tg) (Rl,fl) = (Rle.} Rgtl + tg)

e dunque data dalle matrici omogenee della forma

composte mediante il convenzionale prodotto fra matrici.

Anche le corrispondenti matrici omogenee formano un gruppo, denotato ancora SE(3),

per cui valgono:

: RoRy: Roty +1 +
* Chiusura A(Rlatl)’ A(Rz,fzj’ A(R2at2)A(Rl:t1 T |i'0%bl"'2l1_'}_'2':| € bb(g)

e Associativita (A142)Az = A1(AzA3)

e Elemento neutro I { R it] [ X 53!] _ [130]

*lnversa A~ ' = [RT‘RT":] ; 1 {



Rotazioni e traslazioni elementari

Le trasformazioni omogenee elementari, corrispondenti a rotazioni di un angolo @
attorno agli assi z, ¥, z , sono date da:

pae00)s o= | w00]s -

Rot(z,0) 0] ]

La trasformazione omogenea elementare corrispondente ad una traslazione di un
vettore £, e data da:

Generalmente, come precedentemente fatto per le rotazioni, una rototraslazione
complessa viene scritta combinando matrici omogenee elementari. Cio equivale a
scomporre un moto complesso nei suoi costituenti elementari.

Per completezza, si osserva che la piu generale delle trasformazioni omogenee puo
essere scritta nella forma:

_________________________________________

"""""""""" Prospettiva | Scala

[ Deformazione 'ﬁasla?;ione]

Questa rappresenta un moto rigido se e solose D € §0(3), f=[000], s= 1. Scelte
diverse sono usate per avere deformazioni, distorsioni prospettiche e cambiamenti di
scala. [P. J. Schneider, D. H. Eberly — Geometric Tools for Computer Graphics, Morgan Kaufmann, 2003]



Interpretazione delle matrici di trasformazione omogenea

Come per le matrici di rotazione, anche per le matrici di trasformazione omogenea si
possono dare diverse interpretazioni. In particolare una matrice

_[ R it
A= [i:'}"(i'i)"i 1]

Puo rappresentare rispettivamente:

o A="A0-9" gperatore che porta punti e vettori da una configurazione {0} in
una nuova configurazione {1}, ruotata di °R(1<® e traslata di %! (con componenti

dei versori di {1} e componenti della traslaz. espresse in {0} ), ossia: z‘é

Or

"""""""""" 11}

e A="Y4, :loperatore che trasforma le
coordinate di un punto inizialmente descritto

da un osservatore posto in {1} in quelle descritte
da un osservatore posto in un riferimento {0}.

{1} rispetto a {0} ha origine posto in°t! e versori i? .
dati dalle colonne di " R; t =01 -0



Composizione di trasformazioni omogenee

La composizione di matrici di trasformazione omogenee si effettua utilizzando il
prodotto matriciale secondo le leggi viste per la composizione di rotazioni, cioe:

* per pre-moltiplicazione di matrici espresse rispetto ad una terna fissa;
e per post-moltiplicazione di matrici espresse rispetto alla terna corrente.

Dimostrazione formalmente analoga a quella per le sole rotazioni, a patto di
impiegare le coordinate omogenee.

Es. composizione in assi correnti:

051 — 0 4(10) 05
11_} _ 1Agof-l1
152 — 1 4(2+-1) 15
052 _ 04, 152

ﬂf,!:z=9A11A2]14{]ﬂA1050=0A11A2u§0



Una interessante costruzione mnemonica (tipo grafo)

Seguendo gli archi da un vertice ad un altro...

'I'AQ = 1 A;}SAEZAQ



Esempio di trasformazioni composte
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Esempio

Costruzione della "4s(q), ¢ = (q1,92,93,491,45)
i3 K

{1}
-1
oq i3, i9

Componiamo in terna corrente

4s(q) = A1 (q1)" A2(q2)* As(gs)’ Aa(qa)* As(g5).

Le cinque trasformazioni parziali sono esprimibili come trasf. elementari
Y41 (@) =T(00 qi]"); 'As(g2) =T([0 g2 0]");  *As(gs) = R.(g3);

*Ag(qa) =T([0 g2 0]"); “As(gs) = Bylas);



Esempio

In modo esplicito, le matrici elementari che composte forniscono la Y As(g) sono:
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Esempio

Uespressione finale della * A5(q) & data da:

(Cos [g3] Cos [g5] -Sin[g3] Cos[g3] Sin[g5]| -g4 Sin [Q3] \
"A.r;(q) — i Cos [g5] SIn [g3] Cos [g3] Sin[g3] SIn[g5]| g2 + g4 Cos [g3] i
| -SiIn[0g5] 0 Cos [05] ql |
|0 0 0 1 )

Il punto indicato, solidale a {5}, e che ha in esso coordinate omogenee *$* = [00 A 1]"
ha coordinate omogenee in {0} :
(-04 Sin [g3] + hCos [g3] Sin [g5] \

Ozk _ 0 4 .\ 5=k iq2+q4Cos[q3] +hSIn[g3] SIn [g5]
" ="As(0)"p "1 gl+hCos[g5]
i3 | 1




Parametrizzazione della postura dell'end-effector rispetto alla base
— !
%2 is
> 2

4 -5
2, %

end-effector € {5}




