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p Per determinare i valori delle altre funzioni tramite un triangolo rettangolo di
i questo tipo, si supponga che il cateto opposto all’angolo di 30° abbia lunghezza

o unitaria. Si ha quindi

: o:,]_zz l):\/cz—rﬁ:m:\/g
0,5
g e 30°”b_43“0866 t 30():_‘1:_1_:0577
i | cos o ) i & b \3 ! c N
-t b a (-} 1 0
- sen 60° = — = cos 30° = 0,866 cos 60° = — =sen 30° = =
B ¢ ‘ 2 b
=+ b N3 B SRS RS
s b eflllhe e 1,732 FIGURA M. 18 Per piccoli angoli,
g o sen 0 =a/c, tg 0 =a/bel'angolo 6 =s/c
i 7 / sSono approssimativamente uguali.
f:: Approssimazioni per piccoli angoli ,
:i Per piccoli angoli, a risulta quasi uguale alla lunghezza s del-
b l'arco, come si pud vedere dalla figura M.18. L’angolo 6 = s/c
fke pertanto & quasi uguale a sen 6 = a/c:
i senf ~ 60  per piccoli valori di 6 M.40
B 038
Lot In modo simile, ¢ e b hanno lunghezza quasi uguale, percio tg 6 =
o = /b & quasi uguale sia a 6 sia a sen 6, per piccoli valori di 6:
ats 0,6
s tgh = senf = 0 per piccoli valori di 6 M.41
Ll
| Le equazioni M.40 e M.41 sussistono solo se & espresso in ra- e
g dianti. Dato che cos 8 = b/c e che i valori di b e ¢ sono quasi Zic
7 uguali per piccoli valori di 6, si ha: 02 e
; cosf =1  per piccoli valori di 6 M.42 i 1?0 2|0° 3|0° 4|0° 5100 6IOD 7?° 0, gradi
I 08 02 04 0% on
: La figura M.19 mostra dei grafici delle funzioni 6, sen 6 e tg 6 ‘ g2 v b
2 per piccoli valori dell’argomento 6. Se @ richiesta un’accuratez- 502 M.19 Grafiel che e o
@ za dell’ordine dell’1%, si puo usare I’approssimazione appena e send 11\1,' f'u19‘ Graﬁ-m e m.ostra.no : ar}da}mento ditg 6, 6
[{ - : Yt ldi ; : ] nzione di  per piccoli valori di 6.
L ) discussa per angoli di circa un quarto di radiante (circa 15°) o
minori. Piu gli angoli sono piccoli, pitt I'approssimazione
i e . 3 Da
o 0 = sen 0 = tg 6 ¢ accurata.
O M.
fu
1 Funzioni trigonometriche di numeri reali 2
F'more.l le fuflzion.i trigonometriche sono state usate per illustrare le proprieta di
] angoli. La figura M.20 mostra un angolo ottuso avente il vertice nell’origine e
+ una delle rette‘ che l(? formano lungo l'asse x. Le funzioni trigonometriche per un
i angolo «generico» di questo tipo sono definite da:
= P
} . :
44 sen ) = > M.43 de
5
cosf = —
c M44
tg 0 Z FlGl-JF?A M.20 Diagramma usato per E E
ante ricordare ch tidi i . oli ottusi. s
yal di sotto dell’asse clellee ;:;acliz;:;fla smlStfa.d.e Lasss de.l le ordinate e valorj di st
considera sempre Positive, 1o K/[ negativi; il Yalore di ¢ indicato in figura si s ter
che seno, coseno e tangente in fiunr St mostra i grafici delle funzioni generi- :
periodo pari a 2# rad. Quindj per czi;::z:l 91 = funzione seno @ periodica con tim
quando I'argomento varia di 27 rad, Ia Vi;O()nre :il b, sen(6 + 277) = sen ¢, Cioe, * dia
funzione torna al valore iniziale. La fun- « cal
. cos
.
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6, gradi

6, radianti

0, radianti

36()D 7200 0' gradl
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47 0, radianti

FIGURAIM.21 Grafici delle funzioni
trigonometriche sen 6, cos 6 e tg 6.

zione tangente e periodica con periodo pari a 7 rad. Quindi tg(6 +m) = tg 6. Al-

tre relazioni utili sono le seguenti:

sen(m — 0) = sen 6 M.46
cos(m — 6) = —cos 6 M.47
sen(7m — 0) = cos @ M.48
cos(3m — 6) = sen @ M.49

Dato che i radianti sono adimensionali, non é difficile vedere dai grafici di figura
M21 che le funzioni trigonometriche sono definite per tutti i numeri reali. Tali

funzioni possono essere anche espresse
€Sprimono sen 6 e cos 6 sono:

03

come serie di potenze di 6. Le serie che

05 97

sen0=9—§+g!--ﬁ+"‘ M.50
(o e
c050=1—§—!+z—a+' M.51

Per ¢ piccolo, si ottengono buone approssimazioni usando solo i primi termini

delle serie,

u

ll‘rnm‘

"USTAZIONE Gli angoli vengono dati in
"l dato che tutte le operazioni forniscono valori num
Vatrice sia nella modalita giusta per eseguire i calcoll
1% B) = cos a cos B F sen a sen B, selezionando i segru

di

cal

Hlizzando l'opportuna identita trigonometrica, ;
are cos (135° + 22°). Fornire il risultato con quattro cifre

tra quelle elencate nella tabella M.2, de-
significative.

gradi e non c'¢ bisogno di convertirli in ra-
erici. Ci si assicuri, tuttavia, che la
alcoli in gradi. L'identita da usare &
«in alto».
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SOLUZIONE
1. Scrivi I'identita trigonometrica che fornisce il coseno
di una somma, con a = 135° e B = 22°%

cos(135° + 22°) = (cos 135°)(cos 22°) — (sen 135°)(sen 22°)

5 sen 135° = 0,7071
2. Tramite una calcolatrice, calcola i valori cos 135° = —0,7071 el « o0 IE
di cos 135°, sen 135°, cos 22° e sen 22° cos 22° = 0,9272 sen 22 (6 70,~7] o
3. Inserendo i valori nella formula ricava il valore cercato: cos(135° + 22°) = (~0,7071)(0,9272) — (U, ~
= — 0,9205

VERIFICA La calcolatrice mostra che cos (135° + 22°) = cos (157°) = —0,9205.

Problemi

19. Determinare sen 6 e cos 0 per il triangolo rettangolo mostrato in figura M.12, cona = 4
s cme b = 7 cm. Qual ¢ il valore di 67

ERE Bl

+ 20. Determinare sen 6 per 6 = 8,2° 1l risultato & consistente con 'approssimazione valida
« per piccoli angoli?

i
5

N d e Y

M.9 Sviluppo binomiale

: i R O T

Un binomio & un’espressione formata da due termini tra i quali vi & un’operazio-
ne di somma o di sottrazione. Il teorema binomiale afferma che un binomio ele-
vato a potenza pud essere scritto, o sviluppato, come serie di termini. Elevando il
binomio (1 + x) alla potenza 7, il teorema binomiale assume la forma seguente:

i

5

00000000000000000000000000000008000000000000CRRRRRIRRRRARLRTS

NS ™M Ny

-

>3

(n — l)x2+ nn — 1)(n — 2)}(3 o

n
B+0=1+nx+ o1 al

M.52

5 5 g t57 T B U 2 U

La serie & valida per ogni valore di 7 se [x| & minore di 1. Lo sviluppo binomiale & I
molto utile per approssimare le espressioni algebriche, perché quando [x| <1 i
termini di ordine piu alto della serie sono piccoli (I'ordine di un termine e la po- I
tenza a cui € elevato x in quel termine; i termini esplicitamente mostrati nell’e- K
quazione M.52 sono di ordine 0, 1,2 e 3). La serie e particolarmente utile nelle si-
tuazioni in cui [x| & piccolo rispetto a 1; allora ciascun termine  molto piu piccolo
del precedente e possono essere utilizzati solo i primo due o tre termini dello svi-
luppo. Se |x| &€ molto minore di 1 si ha:

I+x"=1+nx, |x<1 M.53

Lo sviluppo in serie binomiale viene usato nella derivazione di molte formule
dell’analisi matematica che rivestono una certa importanza in fisica. Una ben
nota applicazione dell’'equazione M.53 ¢ la dimostrazione che 1'espressione per 1
I'energia cinetica relativistica si riduce alla formula classica quando la velocita di
una particella e molto piccola rispetto alla velocita della luce c.

SR Un utilizzo dello sviluppo binomiale

- TN N

Determinare, tramite I'equazione M.53, un valore approssimato per la radice quadrata di 101

IMPOSTAZIONE 11 numero 101 suggerisce
¢ Per determinare un risultato approssimato

+ guire alcune operazioni algebriche che por
termine minore di 1.

immediatamente un binomio e ciop (100 + 1).
‘apphcando lo sviluppo binomiale occorre ese-
tino a un binomio formato dal numero 1 edaun

fe

s

: r

SOLUZIONE g
F

r

* ( ) 5 a ” ’
1v1 n modo (8] S e 1 1 1
1. Ser \ I(('l ) odod ttenere un espres 10ne (10]) o= (100 o 1) 4 (100)1’“( + 0,0 ) é 0(] + 0, 01)

2. Applica I'equazione M.53 con i = !

N A ex =001 (=1 r
lo sviluppo in serie di (1 + 0,011/ fr e, (1 +001)2 = 1 4 }0,01) + ) ©01)2 + -

2
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4, Dato che |x] <= 1, cisi aspetta che i termini di ordine

maggiore 0 uguale a 2 siano trascurabili rispetto 71 priml dueiepmin L olfiene,

J ¢ : al termine
di primo ordine. Approssima la serie binomiale prima (1 + 0,01)2 =1 + 3(0,01) = 1 + 0,005 0000
con i soli termini di ordine ero ¢ uno, poi con i primi tre termin, = 1,005 0000
Con i primi tre termini si ottiene:

1 1
i — ) 5
(1 +0,01)2 =1 + 40,01) + 5(»2—2—((1,01)~
~ 1 + 0,005 000 0 — 0,000 012 5
= 1,004 987 5

4, Sostituisci questi risultati nell'equazione scritta al punto 1. Con i primi due termini si ottiene:

(]01)1/2 : 10(] + 0/0])1/2 == ]0,050 000
Con i primi tre termini si ottiene:

(101)2 = 10(1 + 0,01)!2 =~ | 10,049 875

. VERIFICA Ci si aspetta che il risultato sia corretto con un’incertezza di circa lo 0,001%. Il
¢ valore esatto di (101)1/2, con otto cifre, & dato da 10,049 876, che differisce da 10,050 000 di
0,000 124, cioe circa una parte su 10° e da 10,049 875 di circa una parte su 107.

ceecscecesecssssssscseassane st eennsannan

Problemi

21. Si determini il risultato di (1 + 0,001) * sia con i primi due termini dello sviluppo bino-
miale (eq. M.53), sia con la calcolatrice, mostrando la discrepanza percentuale tra i due valori.

22. Si determini il risultato di (1 — 0,001)* sia con i primi due termini dello sviluppo bino-
miale (eq. M.53), sia con la calcolatrice, mostrando la discrepanza percentuale tra i due valori.

M.10 Numeri complessi

I numeri reali sono tutti i numeri compresi tra — e +o che possono essere ordi-
nati, Vale a dire, dati due numeri reali, uno & sempre uguale, maggiore 0 minore
dell’altro. Per esempio 3 > 2, 14 < \/5 <15 e 3,14 < 7 < 3,15. Un numero
che sfugge a questo processo di ordinamento & V/—1; non si pud u\antificgre
questo numero, per cui non ha senso dire, per esempio, che 3 X ‘—1 & maggio-
re 0 minore di 2 X V/ —1. I primi matematici alle prese con numeri che contene-
vano V/—1 si riferivano a essi con il termine di numeri immaginari, perché non
potevano essere usati per misurare o contare qualcosa. In matematica il numero

—1 viene indicato con il simbolo i. : o

L'equazione M.5, cioe la formula quadratica, si applica a equazioni che hanno
la forma

ax?+bx+c=0

Questa formula mostra che non esistono radici reali qua.ndlo b? < 4ac. Perod c’i sono
sempre due radici e ciascuna di esse & un nuUMEro costituito da due termini: un
numero reale e un mulhp]o di i= \/—""1 Il mu“:lplo diie detto numero immagi- Inl; _____________ z=a+ bi
nario, mentre i & detta unita immaginaria. '

Un generico numero complesso z pud essere scr itto come

I

I

1

% |

Z:[1+b1 M.54 i

a » x I

dove g e b sono numeri reali. [l numero 4 € detto parte reale di z, 0 Re(z), mentre il | 5 o

numero b & detto parte immaginaria, o Im(z). Un numer(; complesso z puo essere
. g [ano c ess0, come in fi-

rappresentato come punto in un piano, detto piano complesso, mostrato in fi Lo

gura M.22, dove l’asse x rappresenta l’asse reale e l'asse y.l’asse immagin;.xrio. Si
Possono anche usare le relazionia = r cos 6eb = rsen 0 (fig. M.22) per scrivere il
numero complesso z in coordinate polari (un sistemfa di coordinate in cui un pun- =
to & identificato dall’angolo 6, formato con un asse fisso e percorso in senso antio-  FIGURA M.22 Rappresentazione di

o

r cos 6 + (r sen )i
r(cos @ + i sen 6)

: g AT s o lesso nel piano complesso.
rari o la direzione di 6): YR SUmero somp P 2
0, e dalla distanza r lung La parte reale del numero complesso
2 = rcos 0+ irsen 0 M.55 ¢ rappresentata lungo I’asse orizzontale,

mentre la parte immaginaria
dover = m & detta intensita di z. & rappresentata lungo l'asse verticale.
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Nella somma e nella sottrazione di numeri complessi, le parti reali e immagi-
narie vanno sommate o sottratte separatamente:

z, +2z,= (@ +1b) + (a, + ib) = (a, + a,) + i(b, + b)) M.56

Nella moltiplicazione, invece, ciascuna parte di un numero complesso deve esse-
re moltiplicata per entrambe le parti dell’altro numero:

z,z, = (a, + ib)(a, + ib,) = a4, + i%b,b, + i(a,b, + a,b;)
= a,a, — bb, + i(a)b, + ab) M.57
in cui si & sfruttato il fatto che i = —1.

Il complesso coniugato z* di un numero complesso z ¢ il numero che si ottiene
sostituendo i con —i nel numero z. Se z = a + ib si ha:

2= (@+ib)*=a—ib M.58

Quando un’equazione di secondo grado ha radici complesse, queste hanno la for-

ma di numeri complessi coniugati, cioe sono del tipo a + ib. Il prodotto tra un nu-

mero complesso e il suo complesso coniugato e uguale al quadrato dell’intensita:
zz* = (a + ib)(a — ib) = a* + b2 = 1? M.59

Una funzione particolarmente utile con argomento complesso & la funzione espo-

nenziale avente forma e. Utilizzando lo sviluppo in serie valido per la funzione
e* si ha:
ce a0 @ )
e"—1+10+—2!—+ a0 + A +

Sfruttando le relazioni i2 = —1,# = —i,i* = +1 e cosi via, e separando le parti reali
da quelle immaginarie, lo sviluppo in serie si puo scrivere nel modo seguente:

0= 1_9_2+g_.. +’9_0_3
7= NI : Sl

Dal confronto di questo risultato con le equazioni M.50 e M.51 & evidente che
e = cos 6 + isen 6 M.60

Questo consente di esprimere un generico numero complesso z in forma espo-
nenziale:

z=a+ib=rcosf + irsenf = re? M.61
Se z = x + iy, dove x e y sono variabili reali, z & detta variabile complessa.

Variabili complesse in fisica

Le variabili complesse vengono spesso usate nelle formule che descrivono i circui-
ti in corrente alternata; I'impedenza di una capacita o di un’induttanza & costituita
. da una parte reale (la resistenza) e da una parte complessa (la reattanza), anche se
ci sono metodi alternativi per analizzare circuiti di questo tipo (per esempio, trami-
t'? vettori rotanti chiamati fasori) che non richiedono 1'utilizzo dei numeri co,m les-
si. Le variabili complesse sono importanti anche nello studio di onde sinusori)d S1
tramite analisi e sintesi di Fourier. Infine I’equazione di Schrédinger dipend =
dal tempo contiene una funzione a valori complessi dello spazio e del terrlzpo e

EEITEL Potenze di numeri complessi

Calcolare (1 + 3i)* utilizzando lo sviluppo binomiale.

|M'PO$TAZIONE L'espressione data ha forma (1 + x)".
sviluppo vale per ogni valore di x,

essssesssassssnces

Visto che 7 & un intero positivo, lo

Gl e tutti i termini diversi da quelli di ordine minore o
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Calcolo differenziale

SOLUZIONE
1. Scrivi lo sviluppo di (1 + 3i)*, che contiene i termini
fino al quarto ordine:

» Valuta ciascun termine, ricordando che # =

: -1, = —jeit= +1:

1 Gerivi il risultato nella forma a + bi:

Problemi

23. Esprimere il numero complesso ¢ nella forma a + bi.
F

24. Esprimere il numero complesso ¢"/2 nella forma a + bi.

M.11 Calcolo differenziale

VERIFICA Sipud risolvere il problema algebricamente per mostrare che il risultato & corret-
10, Si elevi prima al quadrato (1 + 31) e quindi si elevi di nuovo al quadrato il risultato:

Q+3)2=1:1+2-1-31+@i)=1+6i—-9=-8+6i
(=8 + 6i)2 = (=8)(—8) + 2(—8)(6i) + (6i)* = 64 — 96i — 36 = 28 — 96i

Lanalisi & quella parte della matematica che studia il com-
portamento locale (cioe corrispondente a variazioni infinite-
simali) di funzioni e variabili. Dall’'equazione di una funzio-
ne (per esempio, un’espressione di x in funzione di t) & sem-
pre possibile determinare x per ogni particolare valore di t,
ma i metodi dell’analisi permettono di andare oltre. Si pud
sapere dove x ha determinate proprieta, per esempio dove
assume un valore massimo o0 minimo, senza dover provare a
sostituire tutti i possibili valori di t. Nelle applicazioni, se si
hanno a disposizione i dati opportuni, questi metodi per-
mettono di determinare, per esempio, la posizione di sforzo
massimo in una trave, o velocita e posizione di un corpo che
cade in un certo istante t, 0 I'energia acquisita da un tale cor-
po al momento dell’impatto. I principi dell’analisi derivano
dallo studio delle funzioni a livello infinitesimale, cioe osser-
vando come varia x quando la variazione di t diventa picco-
la a piacere. Il calcolo differenziale, in parl‘icolaro.e, h.a lo sco-
po di determinare il limite del rapporto tra la variazione dix
rispetto a f e la variazione di t, quando questa diventa sem-
pre piu vicina a zero. .
La figura M.23 mostra un grafico dell’andamento $11 x in
funzione di t per una tipica funzione x(t). In un particolare
t = t,, x assume il valore x;, come indicato. In un altro \'/alc.)re
t,, x assume il valore x,. La variazione dit, t, — t si indica
con At; la corrispondente variazione di x si indica con Ax. Il
rapporto Ax/At rappresenta il coefficiente angolare della ret-

ta che passa per i punti (t, x,) e (ty, X2). Se passiamo al limite per f, che tende a ;,

cioé per At che tende a zero, il coefficiente angolare di questa retta si avvicina al
coefficiente angolare della retta tangente alla curva nel punto (t;, x;). La penden- 5
za di questa retta tangente & detta derivata di x rispetto a f e si indica con dx/dt:

dr . . AX
E—A}E})At

; 2)(1
Q). . 405 Ry
] + 4+3i + o (3i)* + 3l (3i)’ 4 4l (31)
1 + 12i — 54 — 108i + 81
X
(x2, t2)
X ——— e
|
|
i
Retta tangente :
nel punto :
Ax = x; — x1
T 2
(x1, 1) !
|
|
i
i
eabds
| e __._(_1__1)____JI ____________ Ji e
ty |
|
b At=tp—y———
! !
. i
[ ty t
Ax a5
AE coefficiente angolare

FIGURA V.23 Grafico di una tipica funzione x(f). E mostrata

la retta passante per i punti (t, x,) e (f,, x,). Il coefficiente angolare
di questa retta vale Ax/At. Al diminuire dell‘intervallo di tempo
che ha inizio in #,, il coefficiente angolare della retta
corrispondente si avvicina al coefficiente angolare della retta

tangente alla curva all’istante t;, che rappresenta la derivata di x
rispetto a £.

M.62

Quando si determina la derivata di una funzione, si dice che si sta differenzian-
do (0 derivando) quella funzione; le quantita elementari dx e df sono detti, rispet-
tivamente, differenziali di x e di t. La derivata di una funzione di { ¢ ancora una
funzione di f. Se x & costante (non varia con f), il grafico di x in funzione di t &
rappresentato da una linea retta orizzontale con coefficiente angolare nullo.

=il t

coefficiente angolare costante uguale a C.

FIGURA M.24 Grafico della funzione
lineare x = Ct. Questa funzione ha
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Quindi la derivata di una costante & zero. In figura M.24 la funzione x non € co-

stante ma proporzionale a £
x=Ct

ercio la derivata

! Questa funzione ha coefficiente angolare costante uguale a ar : 1

{ della funzione Ct vale C. La tabella M.3 elenca alcune proprieta delle derivate e 1€

é derivate di alcune particolari funzioni che si incontrano spesso ne S

11 fisica. Sono accompagnate da osservazioni che servono a chiarire queste proprieta i
|

{

J

llo studio della

e regole. Per una trattazione piui dettagliata si veda un testo di analisi matematica.

: Linearita

- 1. La derivata del prodotto di una costante C per una funzione f(t) @ uguale al
- prodotto della costante per la derivata della funzione:

J d df(t)

= =1Ef =G

- dt[ o dt

4

2. La derivata della somma di funzioni & uguale alla somma delle derivate delle
singole funzioni:

d df(t) dg(t)
E[f(f) Tl =

Derivata di funzioni composte
3. Sefefunzionedixex, asua volta, & funzione di t, la derivata di frispetto a f &
uguale al prodotto della derivata di f rispetto a x per la derivata di x rispetto a £
df dx

d
o) ===

Derivata di un prodotto
4. La derivata del prodotto di funzioni f(f) g(t) & uguale alla prima funzione per la
derivata della seconda, piu la seconda funzione per la derivata della prima:

e Gl
ZIFO0) = FO- 7 + 50

Derivata della funzione reciproca

5. La derivata di ¢ rispetto a x & il reciproco della derivata di x rispetto a , se nessuna
delle due derivate & nulla:

dt (dx)"! dt i
E;=(I> se Ex‘aﬁo e _x¢0

Derivate di funzioni particolari
6. SeCé costante, dC/dt =0

d(t”)

7, — =g} se 11 & costante
dt

8. Esenwt=wcoswt se w & costante

9. E;coswt = —w sen wf se w & costante
d

10. ;i—ttgwf=wsenzwt se w & costante

e

. = be¥ se b & costante

d 1

12. a—'lnbl=? sebéCOStante
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osservazioni sulle regole dalla 1 alla 5

Le regole l.e 2 seguono dal fatto che 'operazione di limite & lineare. La regola 3
er le funzioni composte puo essere derivata moltiplicando Af/ At per Ax/Ax, te-
nendo presente che quando Af tende a zero, anche Ax tende a zero. Vale a dire:

A Af A

o hm(rfl) = lim<£5 ~ e o Rl

A0 AF a0\ Af Ax Ar—0\ Ax At Ar—0 Ax J\ A At dx dt
dove si & sfruttato il\f«jitto che il limite del prodotto & uguale al prodotto dei limiti.

La regola 4 non ¢ immediatamente evidente. La derivata del prodotto di fun-
zioni & data dal limite del rapporto

f(t+ ADg(t + An — f(Dg(h)
At

Sommando e .sott’raendo la quantita f(t + At) g(f) a numeratore, questo rapporto
puo essere scritto come

f(t+ ADg(t + AN — f(t + AB(t) + f(t + ABg(H) — f(B)g(t)
At

= f(t + At)[

g(t + AH) — () F(t+ AR = £()
Af ] o g(”[ At }

Quando At tende a zero, i termini tra parentesi quadre diventano, rispettivamen-
te, dg(f)/dt e df(t)/dt, e il limite di questa espressione vale

dg(t df(t
FOED + g0

La regola 5 segue direttamente dalla definizione:
dx A AN diNe
E i B'Elo Afs }iTo(Ax) o (dx)

Osservazioni sulla regola 7 =

Questo importante risultato pud essere ottenuto usando lo sviluppo binomiale. Si
ha infatti:
fy =t

Af n
flt+ Af) = (t + AD" = t"<1 - T)
Ly NSOy L

2! t
Quindi
A e U(ﬂ)z s ]
£+ a0 - 10 = #ln S+ T (5
e
flEEan =) i ﬂ(iz?i)t"—zm o

At :
1l termine successivo in questa somma & proporzionale a (A1) il seguente a (At)?
e cosi via. Ciascun termine, eccetto il primo, tende a zero quando Af tende a zero.
Pertanto si ha:
=it

i R e
ar 7 Alxuir}() At

Osservazioni sulle regole dalla 8 alla 10

Esprimendo sen wf come sen 6 con 6 = wt e utilizzando la regola di derivazione
per le funzioni composte si ha:

dsenf dsenf6dd  dsenf
Ao do 4 dD
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Si sfrutti quindi l'identita trigonometrica per il seno della somma di due angoli,
rappresentati da 6 e A6:
sen(f@ + Af) = sen AP cos 6 + cos A sen O
Dato che A6 tende a zero, si pud usare l'approssimazione per piccoli angoli:
sen A8 = A0 S cos A6 = 1
Quindi
sen(f + AB) = Af cos O + sen

sen(f + Af) — sen 0
Af

= cos 0

In modo simile si puo derivare la regola 9 per la funzione coseno.
La regola 10 si ottiene scrivendo tg 6 = sen 6/cos 6 e applicando la regola 4 in-

sieme alle regole 8 e 9:

d d d d(sen 0)
— = — e oy =1 5 0 =]
dt(tg 0) dt(sen 0)(cos 6 sen 6 dt(cos o)t i (cos 0)

= sen 6(—1)(cos 8) %(—sen 6) + (cos 6)(cos ) !

20 _‘
== +1=tg?0 + 1 =sec?d

cos? 6

Per ottenere la regola 10 basta quindi porre 6 = wt e applicare la regola di deriva-
zione delle funzioni composte.

Osservazioni sulla regola 11

Si applichi di nuovo la regola di derivazione delle funzioni composte:

de? bde  de®  de?

SRnE iy S 0=

e lo sviluppo in serie della funzione esponenziale:

(A6 (Ao)?

g0 +A0 = plphd — o8l + AP +

2! 3!
Quindi
A g8 AB (A)?
i
% e+32!+e" 3l +cne

Quando A6 tende a zero, il membro a destra di questa equazione tende a ¢?

Osservazioni sulla regola 12

Sia
Yy = In bt
Quindi

1
e"=bt=>t=Eey

Applicando la regola 11 si ottiene;
dt- "l dt

e g

dy b dy

i
-

Infine, applicando la regola 5 si ha:

978-88-08-06625.1
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perivate di ordine superiore; analisi dimensionale
Dopo aver differenziato una funzione, si pud differenziale la derivata ottenuta
fino a che rimtm;.;n.nn termini da differenziare. Una funzione come x = (v’" puo os‘-
B s eisldeidaisg

§j considerino i conjol:i di velocita e accelerazione. La velocita puo essere defi-
nita come variazione della posizione di un punto materiale nell’unit: e
vale a dire come dx/dt, mentre l'accv\erazimi puod Lssl(:rr:jclltf::]l tlwll::)l:;:Ld\lat:ll:L}:::
ne della velocita nell’unita di tempo, ossia come derivata seconda di x rispetto a t
indicata con d%x/dt%. Se un punto materiale ¢ in moto con velocita costante, allnra,
dx/dt & costante. L'accelerazione sara invece nulla; velocita costante e accelerazio-
ne nulla sono la stessa cosa, e infatti la derivata di una costante & nulla. Si consi-
deri poi un corpo che cade sotto 1'azione dell’accelerazione di gravita costante: la
velocita ora dipende dal tempo, mentre sara la derivata seconda della posizione,
d%c/dI?, a essere costante.

Le dimensioni fisiche di una derivata rispetto a una variabile sono quelle che si
avrebbero se la funzione originale fosse divisa per un valore della variabile. Per
esempio, le dimensioni di una funzione che esprime la variabile x (posizione)
sono quelle di una lunghezza (L); le dimensioni della derivata di x rispetto al
tempo sono quelle di una velocita (L/T), mentre le dimensioni di d*x/df* sono
quelle di unaccelerazione (L/T?).

TR Posizione, velocita e accelerazione

Calcolo differenziale
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Determinare le derivate prima e seconda di x = Laf? + bt + ¢, dovea, b e ¢ sono costanti.
Questa funzione da la posizione (espressa in m), all'istante t, di un punto materiale in moto
unidimensionale, dove t & il tempo (espresso in s), a I’accelerazione (espressa in m/s%), b e
la velocita (espressa in m/s) nell’istante = 0 e c & la posizione (espressa in m) del punto
materiale in t = 0.

IMPOSTAZIONE Sia per la derivata prima sia per la derivata seconda occorre differenziare
somme di termini; si derivi ciascun termine separatamente e si SOMmino 1 risultati.

clascun termine e fai la somma:

VERIFICA Le dimensioni fisiche dei risultati mostrano .cl-}e sono plnusil?il.i. La Afunzio‘m‘e d!
partenza & un’espressione per la posizione; tutti i termini 20“? in metri, infatti le ‘l:ml\tla I(Ih
misura di £ e di t si semplificano, rispettivamente, conis’e 1.s‘del]e Fo§tanh aeb. ; ella
funzione che esprime dx/d si vede allo stesso mc?do chg tur.h i tem.u_m sono espressi in
m/s; la costante ¢, derivata, da zero e |'unita di misura di f si semplifica con i s della co-

« stante 4. Nella funzione che esprime d*x/ 42 rimane solo la costante a; le sue dimensioni
¢ %0no quindi L/T?, secondo le aspettative.

Problemi

5
25, Determinare dy/dx pery = 32 - Z24r 0.
26. Determinare dy/dt pery = ate”, dove a e b sono costanti.

,
.
.
.
.

: SOLUZIONE d(iat?) 1

. fod . e Trr o kel L The

+ 1. Per calcolare la derivata prima, deriva innanzitutto il primo termine: dt (2 H)ZI e
: dpty . de)

+ 2. Deriva quindi il secondo e il terzo termine: T b 0

: o —_— +

+ 3. Sommando i risultati si ha: Tk 2

: - QL e

< 4 Peril calcolo della derivata seconda, deriva di nuovo T ik
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Equazioni differenziali e numeri complessi

Un’equazione differenziale & un’equazione in cui le derivate di una funzione
appaiono come variabili. E un’equazione, ciog, in cui le variabili sono espresse
I'una in funzione dell’altra tramite le loro derivate. Si consideri un’equazione
avente forma

g

-t

i

S, P

d2x dx
—_— 4+ b— + = t M.63 £
a ar b i GX. A cos w

Si tratta di un’equazione che descrive un processo fisico, come un oscillatore ar-
monico smorzato e forzato da una sollecitazione sinusoidale, oppure un circuito
RLC alimentato da una tensione sinusoidale. Anche se ognuno dei parametri che
compare nell’equazione M.63 & un numero reale, il termine dipendente dal tem-
po contenente il coseno suggerisce una soluzione stazionaria di questa equazio-
ne, che pud essere determinata con l'introduzione dei numeri complessi. Co-
struiamo innanzitutto un’equazione «ausiliaria» data da:

e

TELR

dzy dy
_— —_ — M-64
a t2+b t+Cy A sen wt

Questa equazione non ha significato fisico di per sé, e non serve risolverla. Tutta-
via pud essere d’aiuto nel risolvere 1'equazione M.63. Si moltiplichi membro a {

membro l'equazione M.64 per l'unita immaginaria i e quindi la si sommi all’e- |
quazione M.63. Si ottiene:

d’x Adzy dx dy 3 :
(ﬂgﬁ it ﬂlﬁ) ar (bﬁ r blﬁ) + (cx + ciy) = A cos ot + Aisen wt

Riarrangiando i termini si ha:

d*(x + iy) d(x + iy) _ :
a—n + b T + c(x + iy) = A(cos wt + i sen wt) M.65

1 dove si & sfruttato il fatto che la derivata di una somma & uguale alla somma del-
le derivate. Si ponga z = x + iy e si utilizzi I'identita ¢t = cos wt + i sen wt. Sosti-
| tuendo nell’equazione M.65 si ottiene:

<epret | d*z dz

1 { aEt—z > bﬁ + cz = Aei®! M.66

%A . | che si puo risolvere rispetto a z. Una volta ottenuta z, x puo essere ricavata come
B e Re(z)-
. ; Dato che si sta cercando una soluzione stazionaria dell’equazione M.65, si pud
\1 g supporre che la sua forma sia del tipo x = x; cos (wt — ¢), dove ¢ & una costante.
! ‘
i i
1&
!
|
|
it

Questo equivale ad assumere che la soluzione all’equazione M.66 abbia la forma
z = me'!, dove 7 & una costante complessa. Quindi si ha dz/dt = iwz, d%z/di? =

oy =

] — _ @’z e e = z/7. Sostituendo queste espressioni nell’equazione M.66 si ha: '

- z
—aw?z + iwbz + cz = A—
m

Dividendo membro a membro per z e risolvendo rispetto a 7 si ottiene:

A

N e iob ¢

Esprimendo il denominatore in forma polare si ha:

I\
t
e :
dove tg ¢ = o?b?/(—aw? + ¢). Quindi
A d

e i

n= 1’
\/ (—aw? + ¢)*> + w?b?
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Gegue che

z = e

——pilat=¢)
(—aw? + c)? + 2p2

[coSlait = &Y (sental =
(—aw* + ¢)? + w2 (a $) + isen(wt — ¢)] M.67

Risulta pertanto

x = Re(z) = -——\A‘\

Vens e M.68

Funzione esponenziale

O

Una funzione esponenziale ¢ una funzione avente forma a*, dovea > 0 e b sono co-
stanti. La funzione esponenziale pitt comunemente usata & e”*, dove c e una costante.
Quando la variazione di una quantita (per esempio, nell’unita di tempo) e pro-
porzionale alla quantita stessa, allora questa cresce o decresce esponenzialmente,
a seconda del segno della costante di proporzionalita. Un esempio di funzione
con decremento esponenziale ¢ quella che descrive il decadimento radioattivo. Se N N
¢ il numero di nuclei radioattivi in un determinato istante, allora la variazione dN
relativa a un intervallo di tempo molto piccolo dt sara proporzionale a N e a dt:

dN = —AN dt

dove A ¢ detta costante di decadimento (da non confondersi con il tasso di decadi-
mento dN/dt, che € una funzione che decresce esponenzialmente). La funzione N
che soddisfa questa equazione ¢ data da:

FIGURA IM.25 Grafico di N in funzione
di t quando N decresce esponenzialmente.
Listante t, , rappresenta il tempo che

N impiega a dimezzarsi.

N = Ne™ M.69

dove N, é il valore di N nell’istante t = 0. La figura M.25 mostra 'andamento di :

N in funzione di t. Una caratteristica del decadimento esponenziale ¢ che N de-  FIGURA M.26 Graficodi N in funzione

cresce di un fattore costante in un dato intervallo di tempo. L'intervallo di tempo dit quando N cresce esponenzialmente.
; : i i 2 L’istante T, rappresenta il tempo che

necessario perché N si riduca della meta rispetto al valore originale e detto fempo e S

di dimezzamento t, ,,. Il tempo di dimezzamento si ottiene dall’equazione M.69 po-

nendo N = } N] e risolvendo rispetto al tempo. Si ha:

In2 0,693

= M.70
1/2 N A

; | 1abe .4 Fuynzioni
e : ' esponenziali e logaritmiche
Un esempio di crescita esponenziale & fornito dalla crescita di una popplazwne. S‘? bt e, bt e
N rappresenta il numero di organismi, la variazione di N dopo un intervallo di e = 2,71828
U =
tempo molto piccolo df & data da: el =1
dN = +AN dt Sey=¢*, allorax=Iny

L,lnx =x

dove A & detta, in questo caso, costarnte di crescita. La funzione N che soddisfa que- e
sta equazione & da:
q e e data e M.71 (&)Y =¥ = (e¥)
0 . . Ine=1; Inl1=0
(51 osservi che il segno dell’esponente, in questo G0 < posm.vo) .\I.n et M Inxy =Inx +Iny
¢ mostrato il grafico di questa funzione. La crescita esponenziale é caratterizzata

; X
dal tempo di raddoppio T, legato a A dalla relazione 1n1— —Inx —Iny
2 0,693
Tzzlr:\ TR M72 Ine=x Ina=xlna
2 s — Inx = (In10) 1
"l0lto spesso la crescita della popolazione € nota in terr'mm di aumento percen- % ;30 26) 108 x
tuale annuale e si vuole calcolare il tempo di raddoppio. In questo caso T; (in = 0g X
'Nni) pud essere determinato tramite la relazione logx = (loge)Inx = 043429 In x
693 M.73 e’=1+x+x—2+x—3—
| g ' 50 Bl
5

dove r g le annua. Per esempio, se la popolazione cresce del 2% al- 2
| Fanng ralcalv:lpc)e}:g':x1 t::;rz 69,3/2 =~ 35 anni. La tabella M4 elenca alcune relazioni M1 +x)=x-—+-— =
utili per funzioni esponenziali e logaritmiche.
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EIETTIEEl Decadimento radioattivo del cobalto-60

978-88-08-06625-1

Il tempo di dimezzamento del cobalto-60 (*Co) vale 5,27 anni. Nell'istante

campione di “Co con massa di 1,20 mg. Qual ¢é il tempo impiegato (espresso in

0,400 mg del campione di **Co a decadere?

anni)

t = 0 si ha un

da

IMPOSTAZIONE Nel decadimento esponenziale il tempo di dimezzamento & quello per cui

N/N, = 1/2. In questo esempio occorre determinare il tempo necessario perché

decada

terzo del campione e ne rimangano due terzi. Percio il rapporto N/Nj dovra valere 0,667.

SOLUZIONE

1. Esprimi il rapporto N/N, come funzione esponenziale:
2. Considera il reciproco di entrambi i membri:

3. Ricaval:

4. La costante di decadimento pud essere espressa in termini del tempo di
dimezzamento con la relazione A = (In2)/t;,, (eq. M.70). Sostituendo
questa espressione, calcola il tempo F:

|z =

=

un
=0667 =¢ ™
= 1,50 = "
In150 0405
t= A Ty
In 1,5’ _In15
2 d2 ¥ain2

% 5,27 anni = 3,08 anni

VERIFICA Occorrono 5,27 anni perché la massa di un campione di #*Co diminuisca del
50% rispetto alla massa iniziale. Quindi ci si aspetta che il 33,3% del campione impieghi

meno tempo a decadere. Il risultato ottenuto di 3,08 anni soddisfa le aspettative.

Problemi

27. In un circuito RC la costante di tempo 7di una capacita & il tempo necessario alla capa-
cith per scaricarsi di un fattore ¢! (0 0,368) rispetto alla carica iniziale in f = 0. Se una capa-
cita ha 7 = 1 s, quanto tempo ¢ (in secondi) occorre perché si scarichi del 50,0% rispetto alla

carica iniziale?

28.5¢1a popolazione dei coyote in uno stato aumenta dell’8,0% ogni 10 anni e continua ad
aumentare con lo stesso tasso indefinitamente, quanti anni occorrono perché raggiunga un

numero pari a 1,5 volte quello attuale?

M.12 calcolo integrale )

L'integrazione puo essere considerata il processo inverso
della derivazione. Se la funzione f(t) viene integrata, si de-
termina una funzione F(f) tale che f(f) costituisce la derivata
di F(t) rispetto a . fi

Integrale come area sottesa da una curva;
analisi dimensionale

La determinazione dell’area sottesa da una curva illustra il
processo di integrazione. La figura M.27 mostra il grafico di
una funzione f(f). L'area dell’elemento indicato in grigio & ap-
prossimativamente uguale a f; At;, dove f; & il valore della fun-
zione per un qualche valore di  interno all’intervallo At;. —
Quesm approssimazione e tanto pili accurata quanto pit At ¢
piccolo. L'area totale sottesa da un determinato tratto di curva
puo essere determinata sommando tutte le aree elementari
sottese e passando al limite per At; che tende a zero. ] valore

|an|an|ar, i

di questo limite & detto integrale difsut esiindica con :
dt = area, = |i ; FIGURA M.27
Jf ! A‘I‘I‘T.IUZLA[‘ M.74 in grigio

Generica Funzionef(fr).‘l:':a
1gi0 vale grosso modo f, At
funzione in y :

Ak -

rea dell’elemento indicato
dove feil

Alimd i & il valore assunto dalla

N punto qualsiasi dell’intervallo.
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Le dimmsiouiﬁsi.chu dell’inl.cgrale di una funzioncf([)
dole dimensioml c_iellaﬁm.:lmw integranda (ciog
della variabi!e di 1r}teg.razmne . Per esempio, se la funzione integranda & | eloci

ot (con dimensioni L/T), e la variabile dj integrazione ¢ il teni, Lot i )e«l'a - (?-CI-
nidell'integml‘3 sono L = (L/T) X T, cioe sono quelle di una veloc?t b S

si determinano moltiplican-

_ r Formule di
la funzione da integrare) per quelle

integrazione (*)

1. JA dt = At

ape t ;
& ! per un tempo :
i dt = —Af?
y=[fdt N ZJA’ 2
l :
. , 1 [ 41
La funzione Yy rappresenta l'area sottesa dalla curva f(t), dall'istante t, a un gene- & J difc = A"rrr 1/ ntel

rico istante . Per un piccolo intervallo At la variazione dell’area Ay e data ap-
Pmssimativamente da fAt: 4 JAt 14t = Alnlf]

’ Ay = f At 1
5 [ =g
Ay : b
R ;
P 6. Jcoswtdt = —sen wt
passando al limite per At che tende a zero, si vede che f & proprio la derivata di : w
dy ol ¢
= o M.76 7 Jsen ot dt €os @
8 r 8 dx -
b € =g
Integrali definiti e indefiniti 0 .
Quando si scrive 9. J o dx = = ﬁ
o 2\ a
y=ﬁm M7 g [(es s =2
0

la funzione y @ specificata come integrale indefinito di frispetto a t. Per calcolare i ;
un integrale indefinito basta determinare la funzione y la cui derivata e data dal- 11, J e dx = = 13
la funzione f. Visto che tale funzione potrebbe contenere un termine costante che, 0 4

derivato, da zero, occorre sempre aggiungere un termine detto costante di inte- 0 J mx3e"”‘2 o 4
grazione C. Se si integra una funzione su un determinato intervallo noto (per 5 a>
esempio, da t, a f, come in figura M.27), si calcola un integrale definito, e questo » 3=
permette I'eliminazione della costante C non nota: 13. L xte ™ dx = s\ >
£ S e
J f dt = y(tz) T y(tl) M.78 (*) In queste formule, A, B e @ sono costanti. Nelle
!1

formule dalla 1 alla 7 si pud aggiungere una costante
arbitraria C al membro a destra di ciascuna

La tabella M.5 riporta alcune importanti formule di integrazione. Per un elenco  jzzione 1 costante a @ maggiore di zero

pill esteso di formule di integrazione si veda un testo si analisi I.natemahca o si
esegua una ricerca sul web con le parole chiave «tavole di integrali».

INTTLED Integrazione delle equazioni di moto

: . .
. ressione pe
Un punto materiale @ in moto con accelerazione costante a. Scrivere un’espressione per la

L 55 it ‘istante ¢ = 0 valgono x; e 7.
posizione x nell’istante t, sapendo che posizione € velocita nell 8 0 € Ug

IMPOSTAZIONE La velocita v rappresenta la derivata di x rispetto al tempo £, mentre l'ac-
celerazione rappresenta la derivata di v rispetto a f. Per scrivere la funzione x(f) basta ese-

&uire due operazioni di integrazione.

SOLUZIONE

1 3 = dt = dt

"+ Integra a rispetto a t per determinare © = J’ 2o aJ
in funzione di t. La costante @ pud essere n=at +C,

i s esimesesesPes AN NP DEsseeRs s

Portata fuori dal segno di integrazione: e b
gn = dove con C; si & indicata la costante a moltiplicata per una costante di integrazione.

; y =0+ =>C, =
- * Lavelocita vale vy in t = 0: =00 1
y quindi v=7u,t+at




i :

in funzione di k:

4. la posizione vale xgint = 0:

If

x,=0+0+C,

Jt‘ dt = J'(T,” + at) dt = Jl',, dt + Jnf dt
e IY”Id[ 5 n[

dove con C, si & indicato un pro

tdt = vt + 3at? + G

i 142
quindi x = x, + v t + zal

‘U———d—f'—
dn
ﬂ—;{'-—

Problemi

6
29. Calcolare [ 3dx
3
8

2 30. calcolare V = J ar? dL

5

Risposte ai problemi

3 1 0,24 L
: 2 316m/s
% i -. 3 6,0 kg/cm?
i 7 4 -3
¥ < 6 3071
f 7 Falso
B 8 x=(45m/s)t +30m
46 9 x=8y=60
fol 1 2(x — y»
:24 . 12 ¥(2x + 4)(x + 3)
4;"‘ S 13 xi/2
i 14
- 15 3
16 ~ 2322

dt

Zj‘t“’o +at)=a

d
s kU T 1at?) = 0 + v, + at

17

18

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

VERIFICA Si derivi due volte il risultato ottenuto, verificando che si ottiene I'accelerazione a:

V/A = 3r

@

2
A= ETI‘LZ

sen 6 = 0,496, cos 6 = 0,868, § = 29,7°
sen 8,2° = 0,1426, 8,2° = 0,1431 rad
0,996, 0,996 00, circa lo 0%

0,96, 0,960 77, << 1%
-1+0i=-1

0+i=i

dy/dx = 5x% — 24

dy/dt = ae(bt + 1)

0,693 s

51 anni

)

372

dotto tra varie costanti di integrazione.

O OY A RS AN A e Ay



