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compendio
di matematica

Questo compendio contiene una breve trattazione di alcuni risultati fon-
damentali nei campi dell’algebra, della geometria, della trigonometria e
{ dell’analisi matematica. In molti casi, ci si limitera a enunciare i risultati
} senza fornire dimostrazione. La tabella M.1 elenca alcuni simboli mate-
| matici.
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{ M.1 cCifre significative

[ In molti casi, nelle discipline scientifiche, i numeri sono il risultato di un
processo di misura e sono quindi noti solo entro un certo margine di in-
certezza sperimentale. Questa incertezza dovrebbe essere indicata dal nu-
mero di cifre usate per specificare il numero. Per esempio, se si ha un ri-
ghello lungo 1 m con tacche distanziate di 1 cm, si pud effettuare una mi-
sura di lunghezza con una precisione non maggiore, grosso modo, di un
quinto di centimetro. Con questo righello si potrebbe determinare che I'al-
tezza di una cassa vale 27 cm. Se la scala ha una spaziatura di 1 mm, si po-
trebbe ottenere per 'altezza della cassa un valore misurato pari a 27,3 cm.
Tuttavia, con una scala millimetrica, non si sarebbe in grado di effettuare
]a misura con accuratezza maggiore; I'altezza della cassa potrebbe variare
di 0,1 cm, o di un valore simile, a seconda se la misura viene effettuata da
un lato o dall’altro. Quando si indica un’altezza della cassa pari a 27,3 cm,
si sta affermando che la miglior stima per quella lunghezza vale 27,3 cm,
non che vale esattamente 27,30000... cm. Le tre cifre di cui & composto il
numero 27,3 sono dette cifre significative. Si dice che la lunghezza misu-
rata, 0,273 m, ha tre cifre significative.

1l numero di cifre significative del risultato di un calcolo dipende dal
numero di cifre significative dei dati forniti. Quando si lavora con numeri
che hanno un’incertezza, occorre fare attenzione a non usare piu cifre si-
gnificative di quelle garantite dall’accuratezza della misura. I calcoli ap-
prossimati (stime di ordini di grandezza) forniscono sempre risultati che
hanno una sola cifra significativa (o nessuna). Quando si moltiplicano, di-
vidono, sommano o sottraggono numeri, occorre controllare l'accuratezza
dei risultati. Qui sono elencate alcune regole con cui si puo determinare il

numero di cifre significative dei risultati di un calcolo.

1. 1l numero di cifre significative nel risultato di una moltiplicazione o di-
visione non & maggiore del numero minimo di cifre significative in
ognuno dei numeri di partenza. ‘ 2

2. 1l risultato di una somma o sottrazione di due numeri non ha cifre si-

gnificative oltre I"ultima posizione decimale in cui entrambi i numeri di
partenza avevano cifre significative.

- I valori esatti hanno un numero infinito di cifre significative. Per esem-

pio, un valore determinato con processo di conteggio, come «2 tavoli»,
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Simboli matematici

uguale a

diverso da

circa uguale a

dell’ordine di
proporzionale a
maggiore di
maggiore o uguale a
molto maggiore di
minore di

minore o uguale a
molto minore di
variazione di x
valore assoluto di x
it — 1im — 2)..:1
somma
limite

At tende a zero

derivata di x rispettoa t

derivata parziale di x rispetto a ¢

integrale
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, X
: (T rersione, come ]
non ha incertezza ed @ un valore esatto. Anche i fattori di conv erbtlgu uale a e
0,0254000... m/in, sono valori esatti; infatti 1,000... in e esattarTen 891g44 ar :  Si
0,0254000... metri (la iarda &, per definizione, esattamente uguale a U, < .
tri, e 0,9144 diviso 36 & esattamente ugu‘?l‘e a Q,U%Sfl). L e il 2. Sif
4. Lo zero non sempre rappresenta una cifra significativa. L 'un _ 5 S . aiT
una cifra significativa diversa da zero, non & una cifra 51gmf1ca.1t|va. er e i 3.
pio, il numero 0,00890 ha tre cifre significative. primi tre Zell'l non sonf) (o ; Quest
significative, ma hanno solo la funzione di localizzare la virgola decimale. E
L'ultimo zero é invece una cifra significativa. : e L ; somT
5. Gli zeri tra cifre diverse da zero rappresentano cifre significative. Per esemplo, rermi
il numero 5603 ha quattro cifre significative. . At
6. 1l numero di cifre significative di numeri non decimali che terminano per zero e
& ambiguo. Per esempio, 31000 potrebbe avere fino a cinque cifre significati- ev
ve, oppure potrebbe averne solo due. Per evitare ambiguita, si dovrebbero -
sempre esprimere i numeri utilizzando la notazione scientifica o la virgola de- ; Agg;
cimale. ' Fer d
(x—
[EZTTATEN Valore medio di tre numeri Molt
Nell”
e
Determinare il valore medio dei numeri 19,90, —7,524 e —11,8179. L
IMPOSTAZIONE Occorre sommare i tre numeri e poi dividere per 3. Il primo numero ha
tre cifre significative, il secondo ne ha quattro e il terzo ne ha cinque. i
. Igr
.
SOLUZIONE -
1. Sisommino i tre numeri. 19,90 + (—7,524) + (—11,8179) = 0,5581 . Siri
« Si risc
2. Seil problema chiedesse solo la somma dei tre numeri, si potrebbe W 0,1860333...
arrotondare il risultato al numero minimo di posizioni decimali S

tra quelle dei numeri sommati. Ma occorre dividere questo risultato
intermedio per 3, percio si utilizza questo risultato intermedio

Equa
con due cifre in piu (indicate in rosso).

I’anal

resist
3. Solo due delle cifre del risultato, 0,1860333, sono significative, 1l risultato finale &
quindi occorre arrotondare questo numero per ottenere il risultato 1
finale. Il numero 3 a denominatore & un numero intero e ha MEC
un numero infinito di cifre significative. Percio il risultato finale T
deve avere lo stesso numero di cifre significative del numeratore,
cioe 2. SOLL
1. Sc
VERIFICA La somma eseguita al punto 1 ha due cifre significative dopo la virgola deci-
male, come I'addendo con il numero minimo di cifre significative dopo la virgola deci-
male. 2. S
il
Problemi 3. N
1. Calcolare —M |
22,4 mol/L

2. Calcolare 578 m/s — 26,24 m/s

M.2 Equazioni

Un’equazione & izi i
b dq azione € una proposizione scritta usando numeri e simbolj indi

u s e . = =

.e quantita, poste da entrambi i lati di un segno di i i
uguali tra loro. In ciascun caso ita e
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Equazioni ™
mine, o da una somma o differenza dj Pill terminj Pe :
¥ |~ (ay + b)/(cx — d) contiene tre termin;: rlaf ”/~ : [r);sompm, I'equazione
= e e SIS : )/ (cx — d
1le equUAZIONi Si POSSONO eseguire le sepyjemt . s )
Nelle e guire le seguent Operazioni.
-~ aggiungere o sottrarre la stess it
f8ipu 285 - © lat : 58 quantitd a entrambi i membri. ciod ai
ermini di ciascun lato. I1, cloe ai
5 Gipud moltiplicare o dividere membro a membro per la ste r
- Lo tferd . 2k - 1a 5tessa quantita.
. Sipud elevare alla stessa potenza ciascun membro dell’equazione
i operazioni si intendono applicate a ciace ;
Queste OF ‘n e chH] cate a ciascun lato (imembro) dell’equazione e
scun te e A5 liEas S, 2
pon a Cl?bt . a moltiplicazione & distributiva rispetto alla
a seconda operazione, e questa solt. ; ) ;
omma, P » © questa soltanto, vale anche applicata a ciascun
wm‘llne)- livisi
zione: la divisione per zero non é permess, T ey ; :
Atten 1911 )2 I0 non e permessa mai nel risolvere un equazione; un
wentuale risultato non sarebbe valido.
Aggiungere 0 sottrarre la stessa quantita
z } / . ; % ; 3
Per determinare X nell’'equazione x — 3 = 7, si aggiunga 3 a entrambi i membri:
{x—3)+3= 7 + 3 e quindi x = 10.
Moltiplicare o dividere per la stessa quantita
Nell'equazione 3x = 17, si ricavi x dividendo entrambi i membri per 3; si ha
=
=2 o0x=57.
: EETIH Incognita a denominatore
‘
.
 Sirisolva la seguente equazione rispetto a x:
: 1l 1
: x5y 03
.
. 3
‘ Equazioni che contengono il reciproco dell’incognita si trovano in ottica geometrica e nel-
s it o i do si vuole determinare la resistenza totale di
* 'analisi di circuiti elettrici (per esempio quando
; Tesistori in parallelo).
.
‘
i . o ita x & allo stesso
! - % contiene l'incognita x € al
+ IMPOSTAZIONE 1In questa equazione 1.1 termmz Cheminatore di una frazione.
* membro con un termine noto. Inoltre x si trova a deno
:
.
+ SOLUZIONE 1
| : : e
1. Sottrai 72 entrambi i membri: =0
4-3 1 N
d __=l_l:-—13‘2 ———12 =~13 quindi 12
o / ione-utilizzando Bl 4n 12
2. Semplifica il membro a destra dell’equazion® =
X i A 5 i Tl
il minimo comune multiplo dei denominato
1 1
‘ 1290 = r—
ricavando x: b 4 2z

3. Moltiplica membro a membro per 121,

Y ; i partenza si ha:
VERIFICA Sostituendo il valore trovato nell’equazione dip

B R
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Pre: iami (40 cm®)x
: , : mi)x = 18kg + (& ;
p alvere la seguente equazione rispetto a X: (7.0¢
A 46 il 3
. R X

: ispetto A%
“lvere la seguente equazione pispettoa ot 3
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M.3 Proporzionalita diretta e inversa_________ 2
B S . 5 5
: sonali rariare di v, il .
““““ Due variabili x e v si dicono direttamente proporzionali quando, .al \111' ; uivn}lfe i E |
- i . 1 a «
T rapporto x/y rimane costante. Dire che due variabili 'son.olpropor.ZIO'ﬂ ('lnversa- : '
1 dire che sono direttamente proporzionali. Due varlabll_l xey '51 dlconotl b e
1 mente proporzionali quando, al variare di x e y, la quantita xy 1'1.11‘1&“.6 FOS én 5 - :
G Le relazioni di proporzionalita diretta e inversa sono comuni in fisica. L?rpl ; ‘)
= s | moto con uguale velocita hanno quantita di moto direttamente proporzmn}aj? '
; . = .
o = A alla loro massa. L'equazione di stato dei gas perfetti (PV = nRT) afferma che < .y
direttamente proporzionale alla temperatura (assoluta) T, seil volume.V rimane £
costante, e inversamente proporzionale al volume, se la temperatura rimane co- :
stante. La legge di Ohm (V = IR) afferma che la differenza di potenziale V ai cap! X
di un resistore & direttamente proporzionale alla corrente elettrica che lo attraver-
sa, se la resistenza R rimane costante.
Costante di proporzionalita :
Quando due grandezze sono direttamente proporzionali, tra esse esiste una rela- ‘
S zione che contiene una costante di proporzionalitd. Se, per esempio, una persona e |
P pagata, per lavorare a un ritmo regolare R, in euro al giorno, il denaro d che gua- :
S dagna é direttamente proporzionale al tempo f di lavoro; il ritmo R ¢ la costante i :
~~~~~ e di proporzionalita che lega il denaro guadagnato, espresso in euro, al tempo di ]
e lavoro £, espresso in giorni: 3
Lo m §
I 1 i R ossia m = Rt |
P Se si guadagnano 400 € in 5 giorni, il valore di R e dato da 400 €/5 giorni = 80 €/ gior-
e . % ; <
i no. Per determinare il denaro guadagnato in 8 giorni basta eseguire il calcolo
7 m = (80 €/giorno) (8 giorni) = 640 €
.
T bt A volte si puo evitare di usare la costante di proporzionalita nei problemi in cui si {
T RS ha a che fare con semplici proporzioni. Per esempio, visto che il denaro guada- { '
i RUCIDIOD p gu
| “2 gnato in 8 giorni vale 8/5 rispetto a quello guadagnato in 5 giorni, questo denaro
RE L ¢ dato da
& e 8
o m= 5 (400 €) = 640 €
g EX2TAE] Dipingere cubi

Occorrono 154 mL di vernice per dipingere la faccia di un cubo. Larea di una faccia del :
cubo vale 426 cm?. Qual & la relazione tra il volume di vernice necessario e l'area da dipin- |
gere? Quanta vernice occorre per dipingere la faccia di un cubo avente area di 503 cm??

IMPOSTAZIONE Per determinare la quantita di vernice per la faccia avente area di 503 cm?
occorre impostare una proporzione.

SOLUZIONE

1. I volume V di vernice necessario aumenta i i | V I
In proporzione i i i
e S i oL P e A sono dlrettamente proporzmnall.

N R e i

v
Vale a dlrez =kossiaV = kA

dove k & la costante dj proporzionalita

2. Determina il valore della costante di i —_—
. nina | 1 proporzionalita utili -4 _154mL
Lvalori dati, V, = 154 mL e A, =426 Cmg Trged = A“ g 426 cm? s

3 Calcola il volume di vernice che occorre Per verniciare la faccxa V 2

utilizzando la costante

di un cubo con area di 503 cm?
di proporzionality determinata

= kA, = (0,0361 mL/ecm?)(503 em?) = [ 18,2 mL

AN R

$9 0080000 0800000000000 000000000000000000000000000000

90000 0s000000000 080
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cA 1l valore trovato per V, ¢ maggiore de

.
' vERIF' o \ 1 val
) di vernice ¢ S . alore trove
< e 12 quantitd £ che occorre per dipingere un’ vato per V;, secondo le aspetta-
i quella che occorre per un‘area piti pice -'¢ Un‘area di 503 cm? deve ess
« gior™ Piccola di 426 cm?2. € essere mag-
.
.
'
. 1
. Problem
0 e i ki %
‘§ Un pxlplt‘mt‘ cilindrico pud contenere 0,384 L d’a
e =3 sre 1 SCID1 Sl acqua qu Rt
+ sotrebbe contenere il recipiente se si raddoppiasse il ¢ qua quando & pieno. Quanta acqua

. > 1l ¢ > { il [ ay’io i : i

Gy '\'rrl”h”m. il volume di un cilindro circolare retto p L e

o 0edatoda V = 72} dove r & :

=l % . /

; se  rimane costante.

6. Qua nta acqua potrebbe contenere il recipiente del

i jnce, '

! G Taltezza md.:jgppm:rsero? Suggerime
dove r & il raggio e h I'altezza.

Pertanto V e direttamente proporzionale q 12 il raggio e h I'al-

problema precedente se sia il raggio

nto: il volu ; ;
) me di un cilindro cir t z
Ly = arh, cilindro circolare retto @ dato da

MEquazioniOQi primo grado (lineari)

Un'equazione .di Pffm(.) grado (o lineare) ha forma del tipo x + 2y — 4z = 3
Ciod, un’equazione € di primo grado se ciascun termine & Costantejo que~é ii
Pmdoﬁo tra una costante e una variabile elevata alla prima potenza Epuazioni
di questo tipo sono anche dette lineari perché i grafici che formano i I;uxilﬁ che le
soddisfano rappresentano linee rette o piani. Le equazioni che esprimono pro-
porzionalité diretta tra due variabili sono equazioni lineari.

Grafico cﬁ_grgg linea retta

Un'equazione lineare nelle variabili x e y puo essere sempre posta nella forma

y=mx+b M.1

dove m e b sono costanti che possono essere positive o negative. La figura M.1
mostra un grafico dei valori di x e y che soddisfano l’equazione M.1. La costante
b, detta intercetta, € il valore di ¥ corrispondente a X = 0. La costante m1, detta co-
efficiente angolare (0 pendenza) della retta, & uguale al rapporto tra la variazio-
nedi y e la corrispondente variazione di x. In figura sono indicati due punti della
retta, (x;, ;) e (X, ), oltre alle S avioniAr—x xely=1 = Ui 1l coeffi-
ciente angolare m vale allora:

Se x e y sono entrambe incognite nell’equazione Y = 11'1x + b, la c.oppia di valori x
e y che soddisfa I’equazione non & unica. Ogni coppid di valc;? (1, yl_) appgrtz-i
nente alla retta di figura M.1 rappresenta una'solum.one de ‘eiql._latzmnel.m eeare
hanno due equazioni, ciascuna nelle stesse due incognite X € y, il sistema

da esse formato pud essere risolto come mostrato nel seguente esempio.

Equazioni di primo grado (lineari) M .4 729

FIGURA M.1 Grafico dell’equazione lineare
y = mx + b, dove b rappresenta l'intercetta
e m = Ay/Ax il coefficiente angolare.

ST Due equazioniLe_"_‘i_‘i‘f_E‘_c(—)gnlte
Detennjnare se esistono, i valori dixey che soddisfano contemporaneamente le equazioni
: M.2
3x—2y=8
e
M3
yaxm?




24
978-88-08-06625.1
1=t 730 Compendio di matematica fj
A
= < i i | Y (x,y):(lz,l-’l) A?
e ¢ IMPOSTAZIONE La figura M.2 mostra un grafico delle rctlt‘ mP. 4
B « presentate dalle due equazioni. Le coordinate x e y dle punto in cui &
¢ le rette si intersecano sono proprio i valori che soddlsfam? entra.m-
« be le equazioni. Si puo risolvere il sistema risol\'Gﬂdf’ U!‘ L’qL"ﬂZ"“: o
—=F * ne rispetto a una variabile, in termini dell‘altra, e quindi sostituire d
- ~f— E il risultato nella seconda equazione. £
" . 5
=t * SOLUZIONE
1 E 1. Risolvi I’equazione M.3 rispetto a y: y=x+2 s
E 2. Sostituisci questo valore di y 3x—2(x+2)=8 2
e nell’equazione M.2:
E 3. Semplificando ricavi x: 3x—2x — 4508 ;
* x—4=8 1
: re . /
E 4. Sostituendo il valore di x determinato  y — x = 2, dove x = 12 5 X
% in una delle due equazioni, ricavi y: y=—12=2
X y=2+12= i
: |
:: « VERIFICA Un metodo alternativo consiste nel moltiplicare una
agid E delle due equazioni per una costante tale che uno dei termini inco-
ol S gniti si semplifichi quando le equazioni vengono sommate 0 sot-
i 15 ¢ tratte membro a membro. Per esempio, I’equazione M.3 puo essere
4 ¢ moltiplicata per 2 membro a membro:
B g 24y —x) =22 ~10f-
B > 2y —2x=4
:: « Sommando il risultato all’equazione M.2 si puo ricavare x: FIGURA V.2 Grafici delle equazioni M.2 e M.3. Le coordinate x
—— . e y del punto in cui le rette si intersecano rappresentano i valori
E| : - 2x=14 dovlE i
— : = = che soddisfano entrambe le equazioni.
§ = 3x=29=8
< s SR -
- 5 3xr—2x=12=x=12
=l + Sostituendo questo valore in M.3 si puo ricavare v:
Cdeg . < P i
HZ‘ : y-12=2=y=-14
i : Problemi
i =
E;j E l.xy=4e un’equazione lineare. Vero o falso?
o * 8. Nell'istante t = 0,05, la posizione di un punto materiale in moto lungo l'asse x con velo-
i E cita costante vale x = 3,0 m. Nell'istante t = 2,0 s, la posizione & x = 12,0 m. Scrivere un’e-
10- » quazione lineare che mostri la relazione tra x e t.
i._.'_ : 9. Sirisolvail seguente sistema lineare in x e y:
5 :
t& : e
; . —x —y =
. e
i : y — 5x = 20
V.5 Equazioni di secondo grado e fattorizzazione
Un’equazione di secondo grado e un’equazione avente forma g2 + by + o2 +
Gty 28 0, dove.x ey sono variabiliea, b, ¢, d, e, fe ¢ sono costanti. In cia-
;cun temﬂm e dell’equazione la potenza a cui sono elevate le variabili vale 2,1 0 0
uttavia i i 1 i - : : 7 : :
termine equazione di secondo grado viene di solito usato per indicare fi

un equazione in una sola variabile che puo essere scritta nella forma standard

ax> +bx+c=0 M.4

dO\e a b € C SO . q q P
, Nno costanti UII equazione dl uesto ti (o] ha due SOIUZIOIU, (¢)

radici, cioé due valori di x Per cui risulta soddisfatta.
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Fattorizzazione

Alcune equazioni .di secondo grado POssono essere risolte tramite fattorizzazio-
ne. Mol‘to spesso, infatti, i termini di un‘equazione possono essere raggruppati o
riorgdfT‘ZZa_“ in altri termini. Quando si fattorizza, si cercano fattori iﬁe pPeFr);net—
tano di scrivere fiue 0 pil termini in forma di prodotto. Per esempio, le radici
dd]’equazu?ne di secondo grado x2 — 3x + 2 = 0 POSsono essere detcrn’linate fat-
torizzando il membro a sinistra e scrivendolo come (x—2)(x—1)=0.Le radlici
sonoquindix =2ex =1, : '
La. fattorizzazione & utile per semplificare le equazioni e capire le relazioni esi-
stenti tra.determinate quantita. Si dovrebbe avere gia familiarita con il prodotto
tra due binomi, avente forma (ax + by) (cx + dy) = acx® + (ad + bc) xy + bdy>
Si dovrebbe inoltre essere in grado di riconoscere immediatamente alcuni tipi-
ci termini fattorizzabili (o prodotti notevoli). y
1. Fattore comune: 2ax + 3ay = a(2x + 3y)
2. Quadrato di un binomio: x> — 2xy + y? = (x — y)? (se I'espressione al membro
a sinistra di un’equazione di secondo grado in forma standard rappresenta il y=al +bx+c
quadrato di un binomio, le due radici risultano uguali). " hode
3. Differenza tra due quadrati: x> — 12 = (x + y) (x — y)
Inoltre ¢ utile cercare fattori costituiti da numeri primi (2, 5, 7, ...) perché permetto-
no di semplificare velocemente i termini. Per esempio, I'equazione 98x* — 140 = 0
puo essere semplificata visto che 98 e 140 hanno 2 come divisore comune. Quindi x
98x2 — 140 = 0 diventa 2(49x2 — 70) = 0, cioe 49x*> — 70 = 0.
Questo risultato puo essere ulteriormente semplificato fattorizzando 7. Cioe

49x2 — 70 = 0 diventa 7(7x% — 10) = 0, percid si ha 7x* — 10 = 0. FGURAM.3 Grafico diy in funzione di x
pery = ax* + bx + ¢ nel caso in cui b? > 4ac.
Formula quadratica 1 due valori di x per cui y = 0 soddisfano

I'equazione di secondo grado M.4.

Non tutte le equazioni di secondo grado possono essere risolte per fattorizzazio-

ne. Tuttavia, un’arbitraria equazione quadratica in forma standard axz Lihc e 0
>
y=ax +bx+c

pud sempre essere risolta mediante la formula quadratica: v L
23 ac
b VibE e bl 1
. b= vhoadac B g M.5
2a 20 7% 20

Quando b? & maggiore di 4ac, vi sono due soluzioni, corrispondenti ai segni +
e —. La figura M.3 mostra un grafico di y in funzione di x per la funzione y =
— ax2 + bx + c. La curva, costituita da una parabola, interseca l'asse x in due
punti (la rappresentazione piu semplice di una parabolg i.n .coordinate (s, ._ll) e
un’equazione avente forma y = ax2 + bx + ¢). Le due radici di questa equazione =
sono i valori per cui ¥ = 0, cioe le intercette sull’asse x de?la Parabola.

Quando b? & minore di 4ac, il grafico diy in funzione dixeuna parab(.)h:i che non ot
interseca l’asse x, come mostrato in figura M.4; vi sono sempre _due radlaf manon .. raM.4 Grafico di v in funzione di x
sono costituite da numeri reali (si veda la trattazione sui numerl complessi al para- s i e e e

grafo M.10). Quando b* = 4ac, il grafico di y in funzione di x risulta tangente all'as-  In questo caso, non esistono valori reali di x
sexnel punto x = —b/2a; le due radici sono pertanto ugualia —b/2a. percuiy = 0.

|Esempio M.5 | Fattorizzazione di un polinomio di secondo grado

Fattorizzare 1'espressione 6x2 + 19xy + 1017

secovnveces

* IMPOSTAZIONE Si osservino i coefficienti di ciascun termine per 'vedef‘e se l'espn:slsm::
+ Pub essere fattorizzata senza ricorrere a tecniche piu avanzate. %l ricordi la forma del p
. E dotto tra due binomi (ax + by) (cx + dv) = acx® + (ad + be) + bay"

: SOLUZIONE

. : y £ G ac = 6
1. 1l coefficiente di x* & 6, che puo essere fattorizzato in due modi: ot e e
bd = 10

1! coefficiente di 42 & 10, che pud essere fattorizzato in due modi: B ) o IO 110
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N 1 i
-~ b ¢ ( ad + p;
‘ s e, el . possibilita per | valori did, b, c e d, : 2 2 16
1 « 3. Elenca in una tabella tutte le possibilita per i valori di a, Al h 3 5
g «  aggiungendo una colonna per il valore assunto in cinm‘un‘t‘d-'-“ ca a 2 2 5 19
- ¢ Sea = 3,allorac = 2 e viceversa. Per ciascun valore di a vi sono 3 ” 2 1 2 5. Qu:
;w’“ 5 quattro valori di b. 3 5 2 10 )
j B . -
I"' L . 5 5 3 2 19
- [ e B o
oK $ 2 10 3 ' 32 di:
_L__”t_ 3 2 1 3 10 23
-] ¢ 5 1 2 17
gy s | . g : 1 5 32 b
. 6 2 i =
3 : 1 16
— . 6 10 1
s 6 1 1 10 61
il . 6 32 .
ol : 1 5 .
5 5 = 1 6 17 . @
G v e 1 61 e
B s 1 10 o .
11 : ; ] 6 10 16 SETp
o : ~ < IMPO
T « 4. Identifica le combinazioni per cui ad + bc = 19. Dalla tabella ad + bec = * manc
1.9 4 si vede che tali combinazioni sono due, ma ognuna di esse 3:5+2:2=19 ¢ gono.
B «  dalo stesso risultato: -
el X 2 = + 2y)(2x + 5 < LL
 — ¢ 5. Utilizzi la combinazione data dalla seconda riga della tabella 6x? + 19xy + 10y e y)( Y) b e
e +  per fattorizzare |'espressione data: : 1 Se
1= < VERIFICA Come verifica, si sviluppi il prodotto (3x + 2y) (2x + 5y): =2 5e
15 : (8x + 2y)(2x + 5y) = 6x% + 15xy + 4xy + 10y2 = 632 + 19xy + 10y? S VERI
a: « Anche la combinazione fornita dalla quinta riga della tabella porta allo stesso risultato. .
> . P
7 : : &
— < Problemi .
< E 10. Mostrare che Ia combinazione fornita dalla quinta riga della tabella da lo stesso risul- b
Z . fato. <
e _: 11. Fattorizzare l'espressione 2x? — 4xy + 2,2 E Pro
3 ¢ 12. Fattorizzare I'espressione 2x* + 10x° + 12x2 :
‘ 313
_ : 14,
M.6 Potenze e logaritmi
B
5 Potenze Lc
- La quantita x" denota la quantita ottenuta moltiplicando x per se stesso 1 volte. Ur
— - e 5
5 Per esempio, x> = x-xex*=x-x-x. La quantita n ¢ detta potenza (o esponente) um
di x (detto base). Di seguito sono elencate alcune regole per semplificare termini di
v contenenti potenze. ne
7] 1. Nella moltiplicazione di due potenze di x, gli esponenti si sommano:
] () = x=1» M.6 Q
Esempio: v = x2*3 = (x . x) (x - x - x)=x , 8!
SE
2. Qualsiasi numero (tranne 0) elevato alla potenza 0 vale 1 per definizione: I
=1 M.7
- 1
3. In base alle regola precedente:
rx"=1xl=1 .
x"= : i

s M.8
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el rapporto tra due pote L % oliae G
i e opp potenze di x gli esponenti s sottraggono:
~\“”

— M, i
xn XX ™ = oW M.9

potenza ¢ y
5. Quando una potenza & elevata a potenza, gli esponenti si moltiplicano:

(_\.n)m = nm M.10

ando gli esponent s stituiti frazioni
% Quan ¢ g ponenti sono costituiti da frazioni, rappresentano un’estrazione
di radice della base. Per esempio:

LR

quindi
M =Vy (x>0

EENILRIKY Semplificazione di potenze

x4x7

Semplificare l'espressione ~——.
ol

IMPOSTAZIONE Secondo la regola 1, moltiplicando due potenze di x, gli esponenti si som-
mano. Inoltre la regola 4 afferma che nel rapporto tra due potenze, gli esponenti si sottrag-

gono.

* SOLUZIONE

+ 1. Semplifica il numeratore con la regola 1: xdnel = xihie il

E o x x 1128 1-8 3
: 2. Semplifica 8 on la regola 4: S =X
:. VERIFICA Si utilizzi il valore x = 2 per verificare che il risultato & corretto:

. 227 =

. 28

: 227 _ (16)(128) _ 2048 _

: Slen 056 256

: Problemi

s 13. (9 =

:. 14. x5x0 =

Logaritmi - e

Un arbitrario numero positivo pud essere espresso come una qualche potenza di

un altro arbitrario numero positivo che non sia 1. Se y e esprimibile in funzione
di x come y = a7 si dice che il numero x ¢ il logaritmo di y in base a e tale relazio-

ne si esprime come
x =log,y

Quindi i logaritmi sono esponenti di potenze, e le regole che permettono di ese-
ire operazioni con i logaritmi corrispondono a quelle valide per le potenze. Di
seguito sono elencate alcune regole per semplificare espressioni che contengono

logaritmi.

L. Sey, =a"ey, = a", allora
nam = an+m

V=4

e, corrispondentemente,

log, y,y, = log,a"*" =n+m= log, a" + log, a™ = log, y, + log, ¥, M.1
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Ne consegue che M.12
log, y" =1 log, v
2. Datochea' =aea’ =1, M.13
I(\g” a=1
5 M.14
log,1 =0

: se: i aritmi 1n
In pratica, si considerano i logaritmi con du? numeri C(')me ib{::eg;rlitl;:igin o
base 10, che vengono detti logaritmi decimali (0 c.oml-lnl)r S f I logaritmi na-
(con e = 2,718...), che sono detti logaritmi naturali (0 ne‘:pepam.. il
turali sono indicati con il simbolo «In», mentre i logaritmi decima

senza il pedice che specifica la base, cioe:

log.x=Inx e log,,x = logx Mo

ey = In x implica che . e
[ logaritmi possono essere convertiti da una base all‘altra. Si supponga che

z=logx M.17

Allora si ha: e e

Considerando il logaritmo naturale di entrambi i membri dell’equazione M.18 si
ottiene:

zIn10 = Inx
Sostituendo z con log x (eq. M.17) risulta:

In x = (In 10)log x M.19

SEWIC A Conversione tra logaritmi decimali e naturali

© 978-88-08 06625

1 passaggi che portano all’equazione M.19 mostrano che, in generale, log, x = (logy a) log, x.
Quindi la conversione di logaritmi da una base all’altra richiede solo la moltiplicazione per
una costante. Si descriva la relazione matematica tra la costante per la conversione di logarit-
mi decimali in naturali e la costante per la conversione di logaritmi naturali in decimali.

IMPOSTAZIONE Esiste una formula matematica di validita

generale per convertire logaritmi
dalla base a alla base b. Si osservi cosa accade quando nella fo

rmula si scambiano i ruolj diaeb.

SOLUZIONE

1. La formula per la conversione dej logaritmi dalla base a alla base b &:

2. Per la conversione dalla base b alla base 7 1a formula & pertanto:

VERIFICA Una calcolatrice fornira il valore 0,43429 per lo

BL €, me;
10. Molnphcando questi due numeri si ottiene 1,0000. Bu e dard 2.3026 per In

Problemi

s 15. Calcolare log,, 1000.
:+ 16. Calcolare log, 5.

3. Dividendo entrambi i membri dell’equazione scritta al punto 1 per log, x si ha:
4. Dividendo entrambi i membri dell’equazione scritta a] punto 2 per (log, b) log, x si ha:
2 3
5. Il risultato mostra che i fattori di conversione log, a e log, b sono uno i reciproco dell’alt
TO:

log, x = (log, a)log, x
log, x = (log, b)log, x

log, x
Eg: = log, a
1 ogy, X

log, b -logn x

Mlog“ b = log,a
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M.7 Geometria

Le proprieta delle piti comuni figure geometriche (
dimensioni, per le quali le lunghezze, le aree o i volumi sono gov ti d

orti ben Pre,Clhil) SONO uno strumento analitico f()ndamen‘tale 'uf’ ﬁs?cTaPle . ‘mp-
pio, le pfopneta. caratteristiche dei triangoli danno luogo alle leggi d(e:lh :r'te'SslrII;:
metria (st veda. il prossimo paragrafo), che a sua volta da ori ilﬁf alla t(e) . dei
vettori, essenziale nell’analizzare il moto in due e tre dimensioii C;rc:)nf;rlz::? s
sfere sono essenziali per la comprensione, per esempio, di conc.etti come il rfoe—
mento angolare e la densita di probabilita in meccanica q'uantistica.

figure delimitate, in due o tre

« 2
Area del cerchio A= nr’

FIGURA M5 Area di un cerchio.

: F - b >
Formule geometriche di base &

hoy
Cerchio 1l rapporto tra la lunghezza della circonferenza di un cerchio e il suo L

diametro & dato dal numero m, il cui valore approssimato & Area del parallelogramma

= b}
7 = 3,141 592 A5

La lunghezza C di una circonferenza & quindi esprimibile in termini del diametro FIGURA IMI.6 Area di un parallelogramma.

d o del raggio r mediante le relazioni:
C = md = 2ur M.20
L'area di un cerchio e data da (fig. M.5):

e
A= Tr M.21 T S )

Parallelogramma L'area di un parallelogramma ¢ data dal prodotto della base s delulaneds

b per l'altezza h (fig. M.6): = % bh
A =Dbh

L'area di un triangolo & data dal prodotto di base per altezza diviso due (fig. M.7): HEURAIVIE/ma diihieiaeel o

1

A= Ebh
Sfera L'area della superficie di una sfera di raggio r (fig. M.8) & data da:

A = 4ar? M.22
mentre il volume ¢ dato da:

V= %Trﬁ M.23
Cilindro 1/area della superficie laterale di un cilindro di raggio r e altezza L (fig. Area della SXP:HE:; della sfera
bMaedands Volume della sfera

A = 2mrL M.24 V:%Tr'}

FIGURA M.8 Area della sui)erﬁcie e
V.= 2L M.25 e volume di una sfera.

mentre il volume e dato da:

Superficie laterale del cilindro
A = 2mrL
Volume del cilindro
v =mrL

FIGURA IVI.9 Area della superficie
laterale e volume di un cilindro.
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+ 17. Determinare il rapporto tra il volume V e l'area della superficie A di una sfera di raggio r.

736 , Compendio di matematica
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Ik Volume di uno strato sferico

; b ; = { Hoddi
Uno strato sferico di alluminio ha diametro esterno di 40,0 cm
em. Determinare il volume dello strato di alluminio.

ametro interno di 39,0

ne sottraendo il volume della

ello s i inio si ottie: 5
IMPOSTAZIONE 1l volume dello strato di alluminio si o G d, =2, =

sfera interna, avente d; = 2r, = 39,0 cm, dal volume della sfe
= 40,0 cm.

SOLUZIONE

1. Sottrai il volume della sfera di raggio r; dal volume

s

1%

)

della sfera di raggio .
V = 47[(20,0 cm)? — (19,5 cm)?] = [ 245 X 10 cm’

2. Sostituisci i valorir, = 20,0 cme r, = 19,5 cm:

VERIFICA Ci si aspetta che il volume dello strato sferico sia dello stesslo ordine .dl grandezli
za del volume di uno strato cubico con lato esterno di 40,0 cm e lato interno d.x 39,0. cm.
volume di tale strato & dato da (40,0 cm)? — (39,0 cm)? = 4,68 X 10° cm®. L’or(.iu.1e di gran-
dezza ¢ lo stesso del risultato ottenuto per lo strato sferico, che & quindi attendibile.

Problemi

18. Qual & I'area laterale di un cilindro che ha raggio pari a 1/3 dell’altezza?

M.8 Tigonometria

La trigonometria, il cui nome deriva dal greco trigonon («triangolo») e métron
(«misura»), consiste nello studio di alcune importanti funzioni matematiche, det-
te funzioni trigonometriche. Queste funzioni possono essere definite in modo
molto semplice come rapporti tra i lati di triangoli rettangoli. Cosi formulate,
pero, queste definizioni hanno un utilizzo limitato, essendo valide solo per ango-
li compresi tra 0° e 90°. Esse possono essere estese definendo le funzioni trigono-
metriche in termini di rapporti tra le coordinate dej punti di una circonferenza di
raggio unitario con centro nell’origine del piano xy.

In fisica le funzioni trigonometriche si incontrano quando si usano i vettori
nell‘analisi del moto in due dimensioni. Le funzioni trigonometriche sono essen-
ziali anche per la descrizione di una qualunque tipo di comportamento periodi-
co, come il moto circolare, il moto oscillatorio e Je onde meccaniche,

AngoIAi e Iqro mig»grg:' gradi e radianti

e —————

L'ampiezza di un angolo formato da due rette che s; intersecano rappresenta la

sua misura. Il metodo pitt comune per determinare la misura dj un angolo &

quello di disporlo in modo che il Suo vertice, cioe il punto di intersezione delle

dal semiasse x positivo fino al punto di intersezione della i
conda retta che forma l'angolo, definisce Ja misura dell’a
dllstanza IN senso orario si otterrebbe semplicemente un
] .angolo.; per illustrare i concetti dj base, si disporra l'ang

ngolo (percorrendo 1a
d misura negativa del-
olo in modo che 1a rota-

S0 antiorario).

N & M ™ S

A c G
mrd — dar] = 5w = 1)
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: ' Trigonometria
rﬁn\”\\q“-‘um“' ), dove 1 1° /¢ ;
1] 2 "
% radi COME COMUN num i i
m‘“““‘, K numen decimali A Ppure si espr
jn ambito SCi ntilico, un’unita di o
1 Di nuovo, si ponga 'angolo cor T & moito ut i
irad e golo con il v A radiante
apsur in SeNSO 2 wiorario la rotazione | o na circonf
golo i radianti & definita come il ¢ pp L veren s i
va da und retta all’altra e il raggio dell - 5 j r r
ghezza dell’arco e r il raggio della circor erenza (fig. M.10). S !
’ i | y ¢
) 5 -
] 1 ¥
b
L M.26 M.10
Dato che angolo misurato in radianti ¢ un ra
5 7  rapporto tra 1
4iun nume ro adimensionale. La relazione tr "‘ , f ghezze, si tratt
2 gradi e radianti ¢
360 27 rad
&7 T
vale a dire
360
1 rad 571
o2 7.3
La figura M 11 mostra alcune relazioni utili tra angol
d é ﬂl\]
B
B
/ :
a I\ ; :
1 1 a
a + B = 180 ‘
a
oe=p
Rette parallele
a=p AB + I
A
B
M. 11 Alcune utili o
tra angoli

Funzioni trigonometriche

olo formato tracciando il segmento BC

La fig :
figura M.12 mostra un triangolo rettang
ati del triangolo & indica

Perpendicolarmente al segmento AC. La junghezza dei |
2 con g & iy ‘. ! .
con g, b e ¢. Le definizioni delle funzion! lngunumvlmlw seno (sen), coseno

1%s) ¢ tangente (tg), basate su tale triangolo e aventi come argomento I'angolo

o 6, sono le N‘gut'l\li:
Cateto Uppﬂshl

2

sen f = —~ = = e M.27
¢ Ipotenusa
p Cateto adiacente

cosf=—= M.28
¢ [potenusa

g  Cateto opposto sen 6 28

o - :
% p Cateto adiacente cos?
positiva sulla circonferenza

a rotazione
funzioni mgnnumtlm‘he,

& angoli acuti sono angoli per cul urn
© una misura minore di 90° o di 7/2). Altre tre

aaA M. 12 Triangolo rettangolo

com cateti di |

di lunghezza ¢

ingrwzzaa el

¢

POy

»
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=y 1
-nite come i reciproci
secante (sec), cosecante (cosec) e cotangente (cotg), sono definite come 1 recip
i delle funzioni precedenti:
- ol it M.30
) “ 83 b cosf
EE e | M.31
1 cosecf = — = ——
e a senf
i ‘ H
b L o> M.32

otpt = ;z = %70 ~ senf

L‘angolo @il cui seno vale x, ¢ detto arcoseno di x e si indica con sen ! x. Cioe se
senfl = x

si ha:
0 = arcsen x = sen ' x M.33

L'arcoseno & quindi la funzione inversa rispetto al seno. In modo simile si defini-
scono le funzioni inverse del coseno e della tangente. L'angolo il cui coseno vale

'"“"""“; 1 y € detto arcocoseno di y. Cioe se
‘#’-‘_ v Y
g e cosf =y
e si ha:
o 6 = arccosy = cos 'y M.34

L'angolo la cui tangente vale z & detto arcotangente di z. Cioe se

tgf =z

o
(o]

IS si ha:

6 =arctgz =tg 'z M.35

Identita trigqr_lqmetrig:h_g

e E possibile derivare molte formule utili, dette identita trigonometriche, esami-
D nando le relazioni esistenti tra le varie funzioni trigonometriche. Le equazioni
dalla M.30 alla M.32 elencano tre delle piti ovvie identita; si tratta infatti di for-

{ mule che esprimono alcune funzioni trigonometriche come reciproco di altre. Le
| identita derivate dal teorema di Pitagora

[ B

ﬂ2+b2:C2

M.36

(&
sono qgasi altrettanto facili da individuare (la fig. M.13 illustra una dimostrazio- b
ne grafica del teorema di Pitagora). Semplici operazioni algebriche sull’'equazio- :

M.,..._.. ne M.36 forniscono altre tre identita. Dividendo la M.36 membro a membro 2
o si ottiene Pt

{; 4
! a?  p?
Setm]
e e
che, per le definizioni di sen § (uguale ad a/c) e di cos 6 (uguale a b/c), diventa:
sen’ + cos?f = 1 M

In modo simile, dividendo Ve
Spettivamente, si ottiene

quazione M.36 membro a membro per a?

e b? ri-

.

FIGURA M. 13 Quando questa figura fu

ldean . pubblicata Per la prima volta non e

; = cosec? S fi erano

e 8 6 M.38 Prﬁsenn lettere a indicare |
lati del triangolo in alto, m.

a lunghezza dei

154 tg2 6 = sec? 0 a vi era solo la

M.39 didascalia «Guardals. Si derivi il teorema di
*+ b = &) usando il disegno.

Pitagora (a2
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f6URA ML 14 Usando questo disegno, si derivi

Iidentita sen (a + B) = sen a cos B + cos « sen B.

Lo stesso disegno puo essere usato per derivare I'identita
cos (@ + B) = cos acos B — sen a sen f3.

La tabella M.2 elenca queste e molte altre identi-
ta trigonometriche. Si osservi che possono essere
suddivise in quattro categorie: funzioni di som-
ma o differenza di angoli, somma o differenza di
funzioni al quadrato, funzioni di angoli doppi

Trigonometria M & | 739

Identita trigonometriche

sen(a * f) = sen a cos B+ cos asen fB

cos(a £ B) = cog @ cos 3 F sen o sen B

ter y
tg(a + fB) 8Lz 82
L Ftgatgp
sen o * sen B = 2 sen ;f!v t f) (’(»s[;(u f /j)l

cos a + cos B 2cos“(n - B) msu(u ﬂJJ

Cosa — cos B = stn[;(u + ﬁ)]scn[;(ﬁ - rr)]

tgattgf = LG

COS a cos f3

sen? + cos? 0 = 1;sec?f — tg2 6 = 1; cosec? — cotg?0 = 1
sen 26 = 2 sen 6 cos 0

€0s 20 = cos*f — sen?f = 2cos?f —1 =1 — 2sen’f

2tg 0
tg2g = —2-
1 - tg?6

| Sl lnec s b e L
. e ST B NI s 0

(20) e funzioni di angoli dimezzati (;9) Alcune formule contengono i segni * e
+; in questi casi si ricordi di applicare la formula utilizzando entrambi i segni «in

alto» 0 «in basso». La figura M.14 illustra una dimostrazione grafica delle prime

due identita relative a somme di angoli.

Alcuni valori importanti delle funzioni trigonometriche ;

La figura M.15 mostra un triangolo rettangolo isoscele (cioé con due lati uguali),

FIGURA M.15 Triangolo rettangolo

A DRt 1 2
da cui si possono derivare i valori delle funzioni seno, coseno e tangente di 45°. s

I'due angoli acuti di questo triangolo sono uguali.

i :
goli interni di un triangolo deve essere uguale a 180 e . & di
sere di 45°. Per convenienza si assuma che i lati

9, ciascun angolo acuto deve es

uguali abbiano lunghezza unitaria. Il teorema di Pitagor

nusa:

C=\/m=\/12+12=\/§

Si calcolino dunque i valori delle funzioni trigonometriche:

a 1
$engs° = = = — = ()707 cos45° =
¢ Sn/p

Un altro triangolo spesso utilizzato,
801 opposti di 30° e 60°. Questo triango

' Un Iriangolo equilatero (un triangolo avente i tre

Vélintemente, avente i tre angoli interni ugu
Yede facilmente che il seno di 30° deve valere
t17). 11 triangolo equilatero deve ave
;’ “ del triangolo rettangolo con ango ost
" tateto a vale la meta dell’ipotenusa e quindi

v

sen 30° = 2

li opposti di 30° e 60°. Pertan-

Dato che la somma dei tre an-

che l’angolo retto & di

a da il valore dell’ipote-

b=A\3
FIGURA IM.16 Triangolo rettangolo con
a4l angoli opposti di 30° e 60°.

b 1. @t e
oo =070 8=y =g

V2

mostrato in figura M.16, ha an-
lo costituisce infatti la meta
lati uguali, 0 equi-
ali a 60°) e quindi si
esattamente 0,5 (fig.
re tutti i lati uguali a ¢, ipote-

FIGURA M.17 (a) Triangolo equilatero. (b) La bisettrice
di un triangolo equilatero va a formare due triangoli
rettangoli con angoli opposti di 30° e 60°.




