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Sommario

Questo documento raccoglie i codici dei programmi per Matlab [1] utilizzati
nell’ambito delle esercitazioni del corso di Processi di Produzione Innovativi
tenuto dal prof. Gino Dini nell’anno accademico 2003-2004 agli studenti della
Laurea Specialistica in Ingegneria Meccanica presso l’Università di Pisa. Tali
programmi implementano il modello di trasmissione del calore in un corpo
investito da fascio laser per il caso monodimensionale a parametri costanti
su spessore semi-infinito.
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1 Equazioni dimensionali

1.1 Fase di riscaldamento

Nella fase di riscaldamento, ovvero per t 6 τ , dove con τ si indica il tempo
per cui rimane acceso il laser, abbiamo che la temperatura del materiale T , con
[T ] = ◦C, dipende dalla distanza dalla superficie z, con [z] = cm, e dal tempo t,
con [t] = s, secondo la legge

T (z, t) =
F0 ·D

k
· ierfc

( z

D

)
, (1)

dove F0 (vedi l’equazione (2)) è il flusso termico assorbito dal materiale, con [F0] =

W/cm2, D (vedi l’equazione (3)) è la distanza di diffusione termica, con [D] = cm,
e k è la conducibilità termica del materiale, con [k] = W/ (cm · ◦C).

Il flusso termico assorbito dal materiale vale

F0 =
P

S
(1− r) , (2)

dove P è la potenza del laser, con [P ] = W, S è l’area della sezione del fascio laser,
con [S] = cm2, e r è la riflettività del materiale.

La distanza di diffusione termica vale

D
def
= 2 ·

√
α · t, (3)

dove α è la diffusività termica del materiale, con [α] = cm2/s, definita come

α
def
=

k

Cp · γ
,

dove Cp è il calore specifico del materiale, con [Cp] = J/ (g · ◦C) e γ il peso specifico
del materiale, con [γ] = g/cm3.

1.2 Fase di raffreddamento

Nella fase di raffreddamento, ovvero per t > τ , dove con τ si indica il tempo
per cui rimane acceso il laser, abbiamo che la temperatura del materiale T , con
[T ] = ◦C, dipende dalla distanza dalla superficie z, con [z] = cm, e dal tempo t,
con [t] = s, secondo la legge

T (z, t) =
F0

k
·
[
D · ierfc

( z

D

)
−D′ · ierfc

( z

D′

)]
, (4)

3



1. Equazioni dimensionali Lapo F. Mori

0

5

10

15

20

0

1

2

3

4

5

0

50

100

150

200

Time [sec]

Laser power: 50 W; Reflection: 0.8; Spot radius: 0.2 cm; Heating time: 12 sec.

Depth [cm]

T
e

m
p

e
ra

tu
re

 [
°C

]

Figura 1: Grafico di T = T (z, t).

dove abbiamo definito D′ def
= 2 ·

√
α · (t− τ), con [D′] = cm.

1.3 Grafici

Nella figura 1 è rappresentato il grafico dell’equazione (4) per 0 s 6 t 6 20 s e
0 cm 6 z 6 5 cm.

Nella figura 2 è riportata la proiezione della superficie T = T (z, t) sul piano
T − t: il profilo in alto rappresenta l’andamento della temperatura massima (quella
che si ha sulla superficie del materiale, ovvero per z = 0 cm) al variare del tem-
po, mentre il profilo in basso rappresenta l’andamento della temperatura minima
(quella che si ha lontano dalla superficie del materiale, ovvero per z = 5 cm) al
variare del tempo.

Nella figura 3 è riportata la proiezione della superficie T = T (z, t) sul piano
T − z: il profilo in alto rappresenta l’andamento della temperatura massima in
funzione della profondità.
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Figura 2: Proiezione di T = T (z, t) sul piano T − t.
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Figura 3: Proiezione di T = T (z, t) sul piano T − z.
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1.4 M-file per Matlab

% MODELLO MONODIMENSIONALE A PARAMETRI COSTANTI
% Spessore semi−i n f i n i t o

3

clear a l l

6 P=50; % Potenza l a s e r [W]
r =0.8 ; % R i f l e t t i v i t à s u p e r f i c i e
R0=0.2; % Raggio f a s c i o [cm]

9 S=pi∗R0^2; % Area sez ione f a s c i o [ cm2 ]
F0=P∗(1− r ) /S ; % Flusso inc i d en t e s u l pezzo [W/cm2 ]
K=0.72; % Conduc i b i l i t à termica d i un acc i a i o a 25◦C [W/cm◦C]

12 ro =7.8 ; % Peso s p e c i f i c o d i un acc i a i o [ g/cm3 ]
Cp=0.46; % Calore s p e c i f i c o d i un acc i a i o a 25 ◦C [ J/g◦C ]
a l f a=K/( ro ∗Cp) ; % D i f f u s i v i t à termica de l mater ia l e [ cm2/ sec ]

15 tau=12; % Tempo di r i sca ldamento [ sec ]

z =0 : 0 . 0 5 : 5 ; % z = pro fond i t à in cm
18 t =0 : 0 . 1 : 2 0 ; % t = tempo in sec

% Fase d i r i sca ldamento
21

for i =1:101
for j =1: tau∗10+1

24 i f j==1
T( i , j )=0;

else
27 D=2∗( a l f a ∗ t ( j ) ) ^0 . 5 ;

i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z ( i ) /D) ^2)−(z ( i ) /D) ∗erfc ( z ( i ) /D) ;
T( i , j )=F0∗D∗ i e r f c /K;

30 end
end

end
33

% Fase d i raf freddamento

36 for i =1:101
for j=tau ∗10+2:201

D=2∗( a l f a ∗ t ( j ) ) ^0 . 5 ;
39 Dprimo=2∗( a l f a ∗( t ( j )−tau ) ) ^0 . 5 ;

i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z ( i ) /D) ^2)−(z ( i ) /D) ∗erfc ( z ( i ) /D) ;
i e r f c p r imo=(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z ( i ) /Dprimo ) ^2)−(z ( i ) /Dprimo ) ∗erfc ( z ( i ) /Dprimo ) ;

42 T( i , j )=F0∗(D∗ i e r f c −Dprimo∗ i e r f c p r imo ) /K;
end

end
45

% Grafica

48 h=axes ( ’ Color ’ , [ . 9 , . 9 , . 9 ] , . . .
’ Fontname ’ , ’ t imes ’ , . . .
’ FontAngle ’ , ’ i t a l i c ’ , . . .

51 ’ FontSize ’ , 8 ) ;
surf ( t , z ,T)
set (get (h , ’ Xlabe l ’ ) , ’ S t r ing ’ , ’Time␣ [ s ec ] ’ , . . .

54 ’ Fontname ’ , ’ t imes ’ , . . .
’ FontAngle ’ , ’ i t a l i c ’ , . . .
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’ FontSize ’ ,10) ;
57 set (get (h , ’ Ylabe l ’ ) , ’ S t r ing ’ , ’Depth␣ [ cm ] ’ , . . .

’ Fontname ’ , ’ t imes ’ , . . .
’ FontAngle ’ , ’ i t a l i c ’ , . . .

60 ’ FontSize ’ ,10) ;
set (get (h , ’ Z l abe l ’ ) , ’ S t r ing ’ , ’ Temperature␣ [ ◦C ] ’ , . . .

’ Fontname ’ , ’ t imes ’ , . . .
63 ’ FontAngle ’ , ’ i t a l i c ’ , . . .

’ FontSize ’ ,10) ;
set (get (h , ’ T i t l e ’ ) , ’ S t r ing ’ , [ ’ Laser ␣power : ␣ ’ ,num2str(P) , ’ ␣W; ␣ Re f l e c t i o n : ␣ ’ ,num2str

( r ) , ’ ; ␣Spot␣ rad iu s : ␣ ’ ,num2str(R0) , ’ ␣cm; ␣Heating ␣ time : ␣ ’ ,num2str( tau ) , ’ ␣ s ec . ’
] , . . .

66 ’ Fontname ’ , ’ a r i a l ’ , . . .
’ FontSize ’ ,10) ;
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2 Equazioni adimensionali

2.1 Variabili adimensionali

Definendo delle nuove variabili adimensionali

Tn
def
=

T (z, t)

T (0, τ)
=

T (z, t)

Tmax

,

zn
def
=

z

D(τ)
=

z

2 ·
√

α · τ
,

tn
def
=

t

τ
,

è possibile normalizzare le equazioni (1) e (4) ottenendo

Tn (zn, tn) =


√

π · tn · ierfc
(

zn√
tn

)
se tn 6 1;

√
π ·

[√
tn · ierfc

(
zn√
tn

)
−
√

tn − 1 · ierfc
(

zn√
tn−1

)]
se tn > 1.

(5)

Dalla definizione di tn risulta che per tn 6 1 si ha la fase di riscaldamento e per
tn > 1 la fase di raffreddamento.

2.2 Grafici

Nella figura 4 è rappresentato il grafico dell’equazione (5) per 0 6 tn 6 2 e
0 6 zn 6 1.

Nella figura 5 è riportata la proiezione della superficie Tn = Tn (zn, tn) sul pia-
no Tn − tn: il profilo in alto rappresenta l’andamento della temperatura massima
(quella che si ha sulla superficie del materiale, ovvero per zn = 0) al variare del
tempo, mentre il profilo in basso rappresenta l’andamento della temperatura mi-
nima (quella che si ha lontano dalla superficie del materiale, ovvero per zn = 1) al
variare del tempo.

Nella figura 6 è riportata la proiezione della superficie Tn = Tn (zn, tn) sul piano
Tn − zn: il profilo in alto rappresenta l’andamento della temperatura massima in
funzione della profondità.
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Figura 4: Grafico di Tn = Tn (zn, tn).
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Figura 5: Proiezione di Tn = Tn (zn, tn) sul piano Tn − tn.
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Figura 6: Proiezione di Tn = Tn (zn, tn) sul piano Tn − zn.
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2.3 M-file per Matlab

% MODELLO MONODIMENSIONALE A PARAMETRI COSTANTI
% Spessore semi−i n f i n i t o

3

% Normal izzazione

6 clear a l l

zn =0 : 0 . 0 1 : 1 ; % pro fond i tà normal i z za ta
9 tn =0 : 0 . 0 1 : 2 ; % tempo normal i z za to

% Fase d i r i sca ldamento
12

for i =1:101
for j =1:101

15 i f j==1
Tn( i , j )=0;

else
18 i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−(zn ( i ) /( tn ( j ) ) ^0 .5) ^2)−(zn ( i ) /( tn ( j ) ) ^0 .5) ∗erfc ( zn (

i ) /( tn ( j ) ) ^0 .5) ;
Tn( i , j )=(pi∗ tn ( j ) ) ^0.5∗ i e r f c ;

end
21 end

end

24 % Fase d i raf freddamento

for i =1:101
27 for j =102:201

i e r f c 1 =(1/pi ) ^0.5∗exp(−(zn ( i ) /( tn ( j ) ) ^0 .5) ^2)−(zn ( i ) /( tn ( j ) ) ^0 .5) ∗erfc ( zn
( i ) /( tn ( j ) ) ^0 .5) ;

i e r f c 2 =(1/pi ) ^0.5∗exp(−(zn ( i ) /( tn ( j )−1)^0 .5) ^2)−(zn ( i ) /( tn ( j )−1)^0 .5) ∗
erfc ( zn ( i ) /( tn ( j )−1)^0 .5) ;

30 Tn( i , j )=(pi ) ^0 .5∗ ( ( tn ( j ) ) ^0.5∗ i e r f c 1 −(tn ( j )−1)^0.5∗ i e r f c 2 ) ; ;
end

end
33

% Grafica

36 h=axes ( ’ Color ’ , [ . 9 , . 9 , . 9 ] , . . .
’ Fontname ’ , ’ t imes ’ , . . .
’ FontAngle ’ , ’ i t a l i c ’ , . . .

39 ’ FontSize ’ , 8 ) ;
surf ( tn , zn ,Tn)
set (get (h , ’ Xlabe l ’ ) , ’ S t r ing ’ , ’Time ’ , . . .

42 ’ Fontname ’ , ’ t imes ’ , . . .
’ FontAngle ’ , ’ i t a l i c ’ , . . .
’ FontSize ’ ,10) ;

45 set (get (h , ’ Ylabe l ’ ) , ’ S t r ing ’ , ’Depth ’ , . . .
’ Fontname ’ , ’ t imes ’ , . . .
’ FontAngle ’ , ’ i t a l i c ’ , . . .

48 ’ FontSize ’ ,10) ;
set (get (h , ’ Z l abe l ’ ) , ’ S t r ing ’ , ’ Temperature ’ , . . .

’ Fontname ’ , ’ t imes ’ , . . .
51 ’ FontAngle ’ , ’ i t a l i c ’ , . . .

’ FontSize ’ ,10) ;
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54 P=50; % Potenza l a s e r [W]
r =0.8 ; % R i f l e t t i v i t à s u p e r f i c i e
R0=0.2; % Raggio f a s c i o [cm]

57 S=pi∗R0^2; % Area sez ione f a s c i o [ cm2 ]
F0=P∗(1− r ) /S ; % Flusso inc i d en t e s u l pezzo [W/cm2 ]
K=0.72; % Conduc i b i l i t à termica d i un acc i a i o a 25◦C [W/cm◦C]

60 ro =7.8 ; % Peso s p e c i f i c o d i un acc i a i o [ g/cm3 ]
Cp=0.46; % Calore s p e c i f i c o d i un acc i a i o a 25 ◦C [ J/g◦C ]
a l f a=K/( ro ∗Cp) ; % D i f f u s i v i t à termica de l mater ia l e [ cm2/ sec ]

63 tau=12; % Tempo di r i sca ldamento [ sec ]

Dtau=2∗( a l f a ∗ tau ) ^0 . 5 ; % Lunghezza d i d i f f u s i o n e termica a l tempo tau [cm]
66 Tmax=F0∗Dtau/(K∗(pi ) ^0 .5) ; % Temperatura massima s u l l a s u p e r f i c i e a l tempo tau [◦C

]
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3 Tempra

3.1 Condizioni

Per effettuare la tempra superficiale con fascio laser devono essere verificate tre
condizioni:

a. deve essere evitata la fusione, ovvero T (0, τ) < Tamm;

b. alla profondità di tempra si deve raggiungere la temperatura di austenitizzazio-
ne, ovvero T (z, t) < TA ;

c. la velocità di raffreddamento deve essere superiore a quella critica di tempra.

3.2 Equazioni utilizzate

Alla fine del riscaldamento, ovvero per tn = 1, abbiamo

Tn (zn, 1) =
√

π · ierfc (zn)

dunque, noto il rapporto TA/Tamm, possiamo trovare la profondità di tempra nor-
malizzata z̃n che permetta di raggiungere TA nel materiale semplicemente risolven-
do la seguente equazione

TA

Tamm

=
√

π · ierfc (z̃n) ; (6)

in questo modo sono state rispettate le condizioni a e b.
Dato che

zn
def
=

z

2 ·
√

α · τ
,

possiamo calcolare il tempo di interazione del laser τ̃ necessario a raggiungere la
profondità di tempra desiderata z̃, utilizzando la conoscenza di z̃n appena calcolato,
con la seguente

τ̃ =
(z̃/z̃n)2

4 · α
. (7)

Sappiamo che

Tamm =
F0 ·D(τ)

k ·
√

π
=

F0 · 2 ·
√

α · τ
k ·

√
π

,

dunque possiamo calcolare il flusso termico necessario come

F0 =

√
π

2
· Tamm · k√

α · τ
. (8)
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Per verificare se anche la condizione c è verificata, è necessario controllare che
la curva di raffreddamento del materiale espressa dall’equazione (4) sia inferiore al
diagramma di trasformazione per raffreddamento continuo (CCT) per z 6 z̃.

3.3 M-file per Matlab

Il codice sotto riportato effettua il calcolo dei parametri di processo per mezzo
delle equazioni (6), (7) e (8) ed infine esegue il grafico dell’equazione (4) e della
curva CCT per verificare la terza condizione; tale grafico è riportato in figura 7 per
il caso di tempra alla profondità z̃ = 0.25 cm su un materiale con Tamm = 1100 ◦C,
TA = 750 ◦C, Cp = 0.46 J/ (g · ◦C), γ = 7.8 g/cm3 e k = 0.72 W/ (cm · ◦C).
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Figura 7: Grafico di T = T (z, t) per z = 0, z = z̃
2 e z = z̃ e della

curva CCT.

K=0.72; % Conduc i b i l i t à termica d i un acc i a i o a 25◦C [W/cm◦C]
ro =7.8 ; % Peso s p e c i f i c o d i un acc i a i o [ g/cm3 ]

3 Cp=0.46; % Calore s p e c i f i c o d i un acc i a i o a 25 ◦C [ J/g◦C ]
a l f a=K/( ro ∗Cp) ; % D i f f u s i v i t à termica de l mater ia l e [ cm2/ sec ]
Tmax=1100; % Temperatura massima soppo r t a b i l e da l mater ia l e [◦C]

6 Taust=750; % Temperatura d i a u s t e n i t i z z a z i o n e de l mater ia l e [◦C]

14
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zp ro f =0.1 ; % Profondi tà d i tempra [cm]

9 % Calco lo pro fond i tà normal i z za ta

de l t a0 =100;
12 for zn =0 :0 .01 :2

i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−zn^2)−zn∗erfc ( zn ) ;
Ttau=Tmax∗pi^0.5∗ i e r f c ;

15 deltaT=abs (Ttau−Taust ) ;
i f deltaT<de l ta0

de l t a0=deltaT ;
18 zn0=zn ;

end
end

21

% Calco lo tempo di i n t e r a z i one

24 tau=(1/(4∗ a l f a ) ) ∗( zp ro f /zn0 ) ^2;

% Calco lo de l f l u s s o termico neces sar io
27

F0=Tmax∗(pi ) ^0.5∗K/(2∗ ( a l f a ∗ tau ) ^0 .5) ;

30 % Ana l i s i curve d i raf freddamento

t=tau : 0 . 0 5 : tau+5;
33

z=0;

36 D=2∗( a l f a ∗ tau ) ^0 . 5 ;
i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z/D) ^2)−(z/D) ∗erfc ( z/D) ;
T(1)=Tmax∗pi^0.5∗ i e r f c ;

39

for i =2:101
D=2∗( a l f a ∗ t ( i ) ) ^0 . 5 ;

42 Dprimo=2∗( a l f a ∗( t ( i )−tau ) ) ^0 . 5 ;
i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z/D) ^2)−(z/D) ∗erfc ( z/D) ;
i e r f c p r imo=(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z/Dprimo ) ^2)−(z/Dprimo ) ∗erfc ( z/Dprimo ) ;

45 T( i )=F0∗(D∗ i e r f c −Dprimo∗ i e r f c p r imo ) /K;
end

48 plot ( t ,T)
text ( t (2 ) ,T(2 ) , [num2str( z ) , ’ ␣cm ’ ] )

51 z=zpro f /2 ;

D=2∗( a l f a ∗ tau ) ^0 . 5 ;
54 i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z/D) ^2)−(z/D) ∗erfc ( z/D) ;

T(1)=Tmax∗pi^0.5∗ i e r f c ;

57 for i =2:101
D=2∗( a l f a ∗ t ( i ) ) ^0 . 5 ;
Dprimo=2∗( a l f a ∗( t ( i )−tau ) ) ^0 . 5 ;

60 i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z/D) ^2)−(z/D) ∗erfc ( z/D) ;
i e r f c p r imo=(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z/Dprimo ) ^2)−(z/Dprimo ) ∗erfc ( z/Dprimo ) ;
T( i )=F0∗(D∗ i e r f c −Dprimo∗ i e r f c p r imo ) /K;

63 end
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xlabel ( ’Time␣ [ s ec ] ’ ) ;
66 ylabel ( ’ Temperature␣ [ ◦C ] ’ ) ;

hold on
plot ( t ,T)

69 text ( t (2 ) ,T(2 ) , [num2str( z ) , ’ ␣cm ’ ] )

z=zpro f ;
72

D=2∗( a l f a ∗ tau ) ^0 . 5 ;
i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z/D) ^2)−(z/D) ∗erfc ( z/D) ;

75 T(1)=Tmax∗pi^0.5∗ i e r f c ;

for i =2:101
78 D=2∗( a l f a ∗ t ( i ) ) ^0 . 5 ;

Dprimo=2∗( a l f a ∗( t ( i )−tau ) ) ^0 . 5 ;
i e r f c =(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z/D) ^2)−(z/D) ∗erfc ( z/D) ;

81 i e r f c p r imo=(1/pi ) ^0.5∗exp(−( z/Dprimo ) ^2)−(z/Dprimo ) ∗erfc ( z/Dprimo ) ;
T( i )=F0∗(D∗ i e r f c −Dprimo∗ i e r f c p r imo ) /K;

end
84

plot ( t ,T)
text ( t (2 ) ,T(2 ) , [num2str( z ) , ’ ␣cm ’ ] )

87

% Curva CCT

90 cc t = [ 6 5 4 3 2 .5
2 .4 2 .3 2 .2 2 .1 2 .05 2 .1 2 .2 2 .3 2 .4 2 .5

3 4 5 6 ] ;
CCT = [ 390 410 430 450 460 465 470 480 490

510 530 540 545 550 555 575 610 630 6 5 0 ] ;
c c t=cc t+tau ;

93

plot ( cct ,CCT, ’ r−− ’ )
hold o f f
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